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2.1 a)

— Losungsvorschlag —
Es ist
1 -2 1 1 -2 1
A-N-Ey=1-2 4 —2|"2" [0 0o of,
1 2 -1/ "™ \0o o0 o
also

Rang(A—\-E3) =1 < 3;

damit ist A = 3 ein Eigenwert von A, und fiir den Eigenraum ergibt sich

2 —1
Eig(A;\) =R-u; + R - us mit u; = |1 und wus =1 0
0 1
Es ist  # 0 mit
4 -2 1 —1 -7 —1
Ax=|-2 7 =22 |=(1a]=712]:
-1 2 2 1 7 1

damit ist z € R? ein Eigenvektor von A zum Eigenwert u = 7.

GemiB a) sind w; und ws linear unabhingige Eigenvektoren von A zum
Eigenwert A = 3, und geméB b) ist z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
p = 7; damit sind w;, uy, z linear unabhingige Vektoren in R3, wegen
dimR?® = 3 also schon eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix A.
Folglich ist A reell diagonalisierbar, und mit der invertierbaren Matrix

2 -1 -1
P = (ul,u2,x) = 1 0 2 € GLg(R)
0o 1 1
und der Diagonalmatrix
3 00
D =diag(\,\,u) =0 3 0] € R>?
007

ergibt sich die Beziechung P~AP = D.



2.2 a)

Fiir alle A € R gilt

I-X 0 1
1 0 3\ 2. Spalte
1-Xx 1
~1 3-)
=(2=-XN)-B=4X+X+1)=2-N)-(4—4X+X) =(2-N)%

:(2—)\)-‘ ':(2—)\)-[(1—/\)-(3—)\)—1-(—1)}:

wegen
(N =0 <= 2-2)?>=0 <= 1=2

ist A = 2 der einzige Eigenwert der Matrix M. Wegen

-1 0 1 -1 0 1
M-AXE;=(0 0O0|~|0 0O
-1 0 1 0 0 0
1 0
sind v; = [ 0] und v = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(M; \) der
1 0

Matrix M zum Eigenwert A = 2; die Eigenvektoren sind damit alle vom
Nullvektor verschiedenen Linearkombinationen von v; und vs, also alle Vek-
toren

M1
U= p1 vt p v = | 2 mit (11, p2) # (0,0).
H1

GeméB a) sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M linear unab-
hingig; damit existiert keine Basis von R?® aus Eigenvektoren von M, und
folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar, also nicht d&hnlich zu einer
Diagonalmatrix.

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagonali-
sierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da A = 2 eine dreifache Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms x /() ist, ergibt sich fiir den Eigenwert
A = 2 die algebraische Vielfachheit o = 3, und wegen Rang(M — A E3) =1
ist die geometrische Vielfachheit v =3 — 1 = 2; wegen v < « ist die Matrix
M nicht diagonalisierbar, also nicht dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

2.3 Fiir alle A € R gilt

1-XA 0 0

xu(A) =det(M —AE3)=| 0 1-—-X 1 =

1. Zaile

1 1 1—-A

1—A 1
1 1—-A

= (=X [~ A 2= 0] =-A(1 - (@2 )

=(1—A)-‘ =(1-X[1-A2-17] =



wegen
XuM(A) =0 <= A=0 oder A=1 oder A=2

besitzt M genau die drei einfachen Eigenwerte \; = 0, Ao = 1 und A3 = 2. Wegen

1 00 1 00
M—-XMNE;=101 1]~1(0 11
111 0 00
0
ist v; = [ —1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; A1) der Matrix M zum Eigen-
1
wert A\ = 0, wegen
000 110
M—-—XE;=10 0 1] ~10 01
1 10 0 00
-1
ist vy = | 1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; Ay) der Matrix M zum Eigen-
0
wert Ay = 1, und wegen
-1 0 0 -1 0 0
M—-XE;3=10 -1 1 |~1[0 —-11
1 1 -1 0 0 0
0
ist v3 = [ 1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; A3) der Matrix M zum Eigenwert
1

A3 = 2. Damit ist v;, v, v3 eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix M
zu den Eigenwerten \i, Ao, A3, so daf sich mit der invertierbaren Matrix

0 -1 0
T = (Ul, V2, Ug) = —1 1 1 € GLg(R)
1 0 1
und der Diagonalmatrix
000
D =diag (A1, A2, X3) = |0 1 0] € R¥3
0 0 2
die Beziehung D = T~ MT ergibt.
2.4 a) Wegen
2—X 4 )
Xu(A) = det(M — AE3) = _02 1_—4)\ _51_ \ i
2—X A4 5 2—X 4 5
= 0 1—-X 1 = (=)) - 0 1-X 1 =
Y 0 Y (=) aus III 1 0 1 Sarrus

== A [(2=NA =N +440) = (5(1—X1)+0+0)] =
= AN =3A+2+4-5+BA] = -A(N+22+1);



2.5 a)

fiir alle A € R ist
Xm(A) = “A 202 )\

das charakteristische Polynom der gegebenen Matrix M.

Wegen
xu(N) = A (A2 +20+1) = A (A +1)?

fiir alle A € R besitzt die Matrix M die beiden Eigenwerte A\; = 0 und
)\2 =—1.
e Da \; = 0 die algebraische Vielfachheit o; = 1 besitzt, ist auch die
geometrische Vielfachheit v; = 1 und damit der Eigenraum Eig(M, \)
eindimensional.

e Da Ay = —1 die algebraische Vielfachheit ay = 2 besitzt, kommt fiir die
geometrische Vielfachheit 75 = 1 oder v = 2 in Frage; wegen

3 4 5 3 4 5 3
—9 4 —4 T+ 21 0 _% —§ T+ 21 0

O N
S = Ot

ist
72 =3 — Rang (M — M\ E5) =3 —2=1;
damit ist auch der Eigenraum Eig(M, A\2) eindimensional.

Folglich sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M, namlich ein Ei-
genvektor v; zum KEigenwert A\; und ein Eigenvektor v, zum Eigenwert s,
linear unabhingig; damit existiert keine Basis von R? aus Eigenvektoren von
M, und folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar.

Alternativ 1&8t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes {iber diagona-
lisierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da fiir den Eigenwert Ao = —1
die algebraische Vielfachheit ay = 2 nicht mit der geometrischen Vielfach-
heit 79 = 1 iibereinstimmt, ist die Matrix M nicht diagonalisierbar.

Die Eigenwerte der gegebenen Matrix

4 -3 -3
A=11 1 —-1] eRr®3
2 -3 -1

stimmen mit den Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms iiberein; fiir
alle A € R gilt

4—X\ =3 -3 -
xa(\) =det(A—=AE;)=| 1 1-Xx -1 paen
9 _3 1 /\ I + III, 11111
1—X 0 -3 D 0 -3 |
=1 0 2\ 1 |l 2\ _q | Zeilen
T—XA 24X —1-A""1 0 —24x 2™
I—X 0 -3

=1 0 2-x -1 |PEoN)?2-))
O 0 1 N )\ matrix



mit
Xa(A) =0 = ()\: 1 oder )\ = 2),
so daf} die Matrix A genau die beiden Eigenwerte \; = 1 und Ay = 2 besitzt.

b) Als doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms y4(A) besitzt der
Eigenwert A\; = 1 die algebraische Vielfachheit a; = 2; wegen

3 -3 -3 1 -1 -1
A-NEs=[1 0 —-1]~[1 0o —1] &
2 -3 -2/ 3T \2 -3 —2) "™

1 -1 —1 1 -1 -1

~[(0o 1 0] ~ [0 1 o0

0 -1 0o/ ™" \o o o

ist r1 = Rang(A — A\ E3) = 2, so dal \; = 1 die geometrische Vielfach-
heit vy = 3 — r; = 1 besitzt. Wegen v, < a; kann die Matrix A nicht
diagonalisierbar sein.

2.6 Fiir alle A € R gilt

—4—X 2 1
xa(\) = det(A—AE;)=| —18 8—A 3
6 —2 1-2A
2-X 0 2-2) 1 0 1
= |-18 8—=x 3 |2 (2-))-|-18 8—x 3
T+I1T aus [
6 -2 1-A 6 -2 1-2\
1 0 1 1 0 1
= (2=XN)-0 2=X 6-3)\ = 2-1%1]0 1 3
I1+3I1I 6 9 11—\ aus II 6 —2 11—\
= (2-0)(1-N)=-(A-27 (- 1)

Sarrus

damit besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 der algebraischen Vielfachheit
a; = 2 und Ay = 1 der algebraischen Vielfachheit ay = 1 (und damit auch der
geometrischen Vielfachheit v = 1). Wegen

-6 2 1 —6 2 1
A-MEs=[-18 6 3 |"™¥ 0 0 o0
6 -2 -1/ ™" \o o0 o0
1 1
ist auch die geometrische Vielfachheit 4 =2, und v; = [ 0 |, vo = | 3 | ist eine
6 0
Basis von Eig(A; A\;); ferner ist wegen
-5 2 1 1 0 1 1 01
A=NEs=|-18 7 3| ' fo 1 3] " o 1 3
6 —9 o) T \g o o) Wy o g
—1
vy = | —3 | eine Basis von Eig(A; \s). Insgesamt ist A reell diagonalisierbar,
1

und vy, v, und vs ist eine Basis des Vektorraums R? aus Eigenvektoren von A.



2.7 a) Die gegebene Matrix

-4 0 =3
A=16 -1 6 | R
6 0 b
besitzt wegen
—4 - ) 0 -3
xa(A) = det(A—X-Ej)=| 6 —1-X 6
6 0 5—A
—4-X =3
— S22 1.
2. S;alte ( 1> ( 1 )\) 6 5—-\

= D [(4=0 (=X~ (-3) (]
= —(A+D-[NP=-2=2]=-A+1)°*1N-2)

fiir alle A € R genau die beiden Eigenwerte A\; = —1 und A\ = 2.
GemiB a) sind Ay = —1 und Ay = 2 die beiden Eigenwerte von A. Wegen

-3 0 -3 -3 0 -3
A-N-EBs=(6 0 6 | 0 0 0
6 0 6/ \o 0 o0
0 —1
istu; = [1],ug=1 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A, A\;); wegen
0 1
-6 0 -3 _ -6 0 =3
A=d By=|6 -3 6| & -3 3
6 0 3 B 0 0 O
-1
ist u3 = | 2 | eine Basis des Eigenraums Eig(A, \y). Folglich ist
2

Elg(A, >\1) =R- U + R- U2 und Elg(A, )\2) =R- us.

Geméfl b) sind w;, uy eine Basis von Eig(A, A\;) und us eine Basis von
Eig(A, X\o) mit \; # Ao; damit sind u;, ug, uz drei linear unabhéngige Vekto-
ren in R?, wegen dim(R?) = 3 also schon eine Basis von R? aus Eigenvektoren

von A. Folglich ist A diagonalisierbar.

Eine Basis v1, vs, v3 von R3, beziiglich der sowohl A € R3*3 als auch

2 0 1
B=]2 1 2| eRr®3
-2 0 —1

Diagonalform haben, mufl aus lauter Eigenvektoren sowohl von A als auch
von B bestehen. Wegen dim(Eig(A, \1)) = 2 und dim(Eig(A, A\2)) = 1 sind



2.8 a)

damit zwei dieser Basisvektoren aus Eig(A, A1) und der dritte Basisvektor
aus Eig(A, \o); dieser besitzt also die Gestalt « - ug fiir ein o # 0. Wegen

2 0 1 —1 0 —1
Bus=[2 1 2|-[2]=[4]¢Rr-| 2
-2 0 —1 2 0 2

ist aber uz und damit auch « - ug kein Eigenvektor von B. Folglich kann es
keine Basis von R? mit der gewiinschten Eigenschaft geben.

Es ist
2 2 1 3 0 O 3 9
1 1 -1 -3 [—2.11 1 1 -1 -3
det(M) = -2 4 5 6 |m42m,iv2un|0 6 3 0]
2 —4 =2 =3 0o -6 0 3
. 0 3 9 0 1 3
L1630 = ~3P.12 1 0=
1. Spalte —6 O 3 3 aus I, II, III 9 O 1
o 20 (0+0+0)—(—64+0+2)) =—27-4=-108.
Wegen
-1 2 1 3 -1 2 1 3
B 1 -2 -1 -3 1141 0O 0 0O
M=3-Fa=1_9 4 92 6 |uorvea| 0 00 0
2 —4 -2 —6 0O 0 00
ist

Rang(M —3-Ey) =1 < 4;

folglich ist A = 3 ein Eigenwert der Matrix M, und fiir den Eigenraum
Eig(M, A = 3) ergibt sich

dimEig(M,A =3) =4 —Rang(M —3-E;) =4—-1=3.

GeméB b) besitzt M den Eigenwert A = 3 der geometrischen Vielfachheit
~ = 3; fiir die algebraische Vielfachheit gilt demnach « > 3, und das cha-
rakteristische Polynom x,/(t) besitzt die Gestalt

Xr(t) = (t=3)"- (t — p)
fiir ein p € R. Damit gilt
det(M) = xu(0) = (0= 3)° - (0 — ) =27 p,
unter Verwendung von a) also

27 - = —108 bzw. = —4;

damit besitzt M einen weiteren Eigenwert, ndmlich p = —4.
Mit einer Basis by, by, bs von Eig(M, A = 3) und einem Eigenvektor b, von
M zum Eigenwert i = —4 erhilt man eine Basis by, by, b3, by von R* aus

FEigenvektoren von M; damit ist die Matrix M diagonalisierbar.



2.9 Fiir das charakteristische Polynom y4 der gegebenen Matrix A € R*** gilt

A 0 0 —4
1 =X 0 0
xaQ) = det(A-A-E)=| O\
0 0 1 =X
. A 0 0 I =A 0
ap:a'je _1)1+1(_)\) 1 —\ 5|+ (_1)1+4(_4) 0 1 -
1. Zeile 0 1 -\ 0 0 1
Laplace N (NI - ) 1)1+, 1 -
s A (1) A)‘ 1 _)\’+4 (=1) ! '0 1

= XN ((-N)=5-1)4+4-1*= () -5\ +4
ER (2o (N —4) = - DO+ DA =2)(A+2)

fiir alle A € R; damit besitzt A die vier verschiedenen reellen Eigenwerte
)\1 = 1, )\2:—1, )\3:2 und )\42—2

und ist damit als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar.

Wegen
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
1 -1 0 0 0O -1 0 -4
A=M-Ba=1 o 1 0 s anlo 1 -1 s | u
0 O 1 -1 0 0 1 -1
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
- 0O -1 0 -4 - 0O -1 0 -4
0 0O -1 1 v+t | 0 0 -1 1
0 O 1 -1 0 0O 0 O
—4
ist v; = _14 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
1 0 0 —4 1 0 0 —4
110 O 010 4
A=do- By = 011 5 |aalo11 5 |uin
001 1 001 1
1 0 0 —4 1 00 —4
- 010 4 . 010 4
001 1 w-mr {0 0 1 1
001 1 000 O



ist vy = 1 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, = —1, wegen
1
-2 0 0 -4 -2 0 0 -4
1 -2 0 0 0O -2 0 =2
s : 0 I -2 5 I+11 0 1 -2 5 IIT+ 311
0o 0 1 =2 o 0 1 =2
-2 0 0 -4 -2 0 0 -4
- 0O -2 0 =2 - 0 -2 0 =2
0O 0 -2 4 fwyim| O 0 -2 4
0O 0 1 =2 0O 0 0 0
-2
ist v = _21 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 2, und wegen
1
200 —4 2 00 —4
1 20 O 020 2
AT B0 v s | lor 2 s | ule
001 2 001 2
2 00 —4 200 —4
- 020 2 - 020 2
0 0 2 4 IV—%HI 0 0 2 4
001 2 000 O
2
ist vy = : ; € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = —2. Folglich ist
1

V1, U9, U3, U4 eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A.

2.10 a) Fiir alle A € R gilt

2—A 0 0 0
1 1—AX 1 1
Xa(A) = det(A — A Ey) = 1 0 1-X 1 |1 zie
1 0 0 2— A
1—AX 1 1

—2-N-] 0 1-Xx 1| =
0 0 2 _ )\ 1. Spalte
I-x 1 ‘

:@—Mu—n-‘o b

=([1=N*(2-N%

wegen
Xa(A)=0 <= A=1 oder A=2



besitzt A genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 2. Wegen

1 000 1 000 1 0 00
1 011 0 011 0010
A=ME=11 90017000 1]7|oo0o01
1001 0001 0000
0
bildet v; = (1) eine Basis des Eigenraums Eig(A; A1), und wegen
0
0O 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O
1 -1 1 1 0 -1 1 1 0 -1 0 2
A=RE=10 90 017 oo 117 o 0 —1 1
1 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0
0
bildet vy = ? eine Basis des Eigenraums Eig(A; \2). Da hochstens zwei
1

Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig sind, existiert keine Basis von
R* aus Eigenvektoren von A; folglich ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.

b) Wegen det(A) = xa(0) =4 # 0 ist die Matrix A invertierbar.
¢) Da geméiB a) hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig

sind, kann eine Basis des R* auch nur hochstens zwei Eigenvektoren von A,
etwa v; und vy enthalten. Mit B = (e, vy, €3, v9) € R gilt

1000
det(B)zg é ? ? Dmf‘; 1-1-1-1=1%#0;
000 1

damit bilden ey, vy, e3, vy eine Basis von R*.

2.11 a) Wegen

-1 0 0 1 -1 0 0 1
-1 1 -1 1 -1, 1111 0 1 -1 0
A-1-E= -1 1 —1 1 VisI 0 1 —1 0 uiu
3 0 —4 0 0 —4 0
-1 0 0 1 -1 0 0 1
" 0 1 -1 0 . 0 1 -1 0
0 0 0 OJmerv| 0 0 —4 0
0 0 —4 0 0 0 0 O
ist

Rang (A—1-E;) =3 < 4;



folglich ist Ay = 1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen Viel-

fachheit
m =4—Rang(A—1-E;) =1.
Wegen
1 0 O 1 1 0 0 1
-1 3 -1 1 n+ra+1 |0 3 -1 2
A-CD-Bi=1 0 7 1 1| w7 o1 1 2 | ol
3 0 —4 -1 0 0 —4 —4
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
- 01 1 2 - 01 1 2 - 01 1 2
03 -1 2 |ms3sau]0 0 —4 -4 w-rt|0 0 —4 —4
00 —4 —4 0 0 —4 —4 00 0 0
ist
Rang (A — (—1) - Ey) =3 < 4;
folglich ist A\s = —1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen
Vielfachheit

72 =4—Rang (A—(-1)- E,) = 1.



b) Fiir alle A € R gilt

xa(A)

11

(A—1) aus III

Spilte
TI4+I1T

-A 0 0 1

—(A=1)%[(AM(=2=-)) +
A=1)%- (A =2)+1)

Die Matrix A besitzt geméfl b) wegen

1 2—-)\ -1 1
3 0 —4 —2-—)\
-A 0 0 1
12—\ -1 1
0 A—1 1-—2\ 0
3 0 4 —2-)\
A 0 0 1
1 2—)\ -1 1
(A=1) 0 1 -1 0
3 0 -4 —2-)\
A 0 0 1
1 1-X\ -1 1
(A=1)- 0 0 -1 0
3 -4 -4 —2-)
-\ 0 1
A=1)-(=1)-|—-1 1= 1
3 -4 -2\
)\ 0 1
—A=1)-]A—=1 1=\ 0
3 4 2\
X 0 1
~A=1)-A=1|1 -1 0
3 —4 —2-)\

0—4)—(=340+0)]
A=1)%-(A+1)>%.

XaAA) =0 <= A=1°-A+1)°=0 < A=1oder \=—1

genau die beiden Eigenwerte \; = 1 und Ay = —1, welche gemi$ a) jeweils
die geometrische Vielfachheit 74 = 1 und ~9 = 1 besitzen. Damit gibt es
héchstens zwei linear unabhéngige Eigenvektoren der Matrix A, insbeson-
dere also keine Basis von R* aus Eigenvektoren von A; damit ist A nicht

diagonalisierbar.

Alternativ kénnte man auch mit dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Ma-
trizen argumentieren: geméafl b) besitzen die beiden Eigenwerte A; = 1 und
Ay = —1 jeweils die algebraische Vielfachheit oy = 2 und ay = 2, welche
damit nicht mit der in a) bestimmten geometrischen Vielfachheit v = 1
und v = 1 iibereinstimmen; v, < a; wie 5 < g zeigt, da3 A nicht diago-

nalisierbar ist.



2.12 Die Matrix A € R3*® besitzt genau dann die (vom Nullvektor verschiedenen)
Vektoren v;, v, v3 € R? als Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\, Ao, A3 € R,

wenn
A-vp =Xy, A-vy =Xy Vg, A-vz = A3-vs,
zusammengefaflt
A . (Ul,UQ,Ug) = (A . Ul,A . UQ,A . ’U3) = (/\1 + U1, )\2 + Vo, )\3 . Ug),
also

() A-B=C
mit B = (vy,v2,v3) € R¥3 und C = (A; - v1, Ay - 02, A3 - v3) € R¥3, gilt; fiir die
hier gegebenen Vektoren

2 -1 2
vn=\11], wvu=1 2 und vy = |1
—1 0 )
und Zahlen A\; =0, Ay =1 und A3 = —1 ergibt sich also
2 -1 2 0 -1 -2
B=(1 2 1|eR”™ ud C=[0 2 -1|eR¥
-1 0 5 0 0 -5
Wegen
2 =1 2|1 0 0 1 2 1/0 1 0
B|E)=| 1 2 1010 |~ 2 =12[100|"2
1 0 500 1)\ =1 0 5/00 1) "
1 2 10 1 0 12110 10
~10 -5 0|1 =20 ~ 010 _% % 0 -2
02 6/0 1 1/)CHm\o26/0 1 1)
2 1 2 1
1 01 5, 3 0 101 5, 3 0
2 111 1 1 -
006 % 51 6 00 1| % 35 5
11 1
00 1]+ 5 3
ist die Matrix B € GL3(R) invertierbar, und es gilt
PO G | 10 5 —5
3 6 1
Bl'=PB = —% % 0 =35 —6 12 0 | e R¥3,
1 1
Folglich erhélt man
(x) A-B=C < A=C B,
also
0 -1 -2 10 5 =5 1 2 —14 -10
A=10 1] - —[-6 12 0 |==1|-14 23 —5 | eR¥3.
0

9
0o -5/ 30\a2 1 5 30\ 10 -5 —25



2.13 a)

Fiir die gegebene Matrix

010
A=10 0 1| eR®>?
1 00
ergibt sich
010 010 00 1
A2=A-A=1|0 0 1 00 1l=1[100
1 00 1 00 010
sowie
00 1 010 1 00
A=A A=1|1 00 00 1]l=1010]=EF;
010 1 00 00 1
und damit

A2012 _ A3-670+2 _ (A3)670 CA2 = B0 A2 — By A% = A2

Die Matrix A € R3*? besitzt das charakteristische Polynom

-2 1 0
xa(A) =det(A—XFE3) =0 X 1] = (=A)*+13=-X+1
1 0 )\ Sarrus

fiir alle A € R, damit wegen
XYAA) =0 <= NV +1=0 = V=1 A=1

den einzigen reellen Eigenwert A\; = 1, und wegen

-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
1 o0 —1/m g 1 _g/mly o o
1
istv = [ 1| eine Basis des Eigenraums Eig(A; ;). Ferner besitzt die Matrix
1
010 0 01 0o 1 -1
A=A-A=[001|-{100)]=|-1 0 1 |eR¥>
1 00 010 1 -1 0
das charakteristische Polynom
-2 1 -1
XA’()‘) = det(A’ - )\Eg) =|-1 —A 1 =
1 1 ) Sarrus

= (=N 4+ 1P+ (1)) = A+ A+ 2) ==X =31 =2 (N +3)



fiir alle A € R, damit wegen

Xa(A) =0 <= -A(N+3)=0 < A=0
A24+3>0

den einzigen reellen FEigenwert Ay = 0, und wegen

0o 1 -1 -1 0 1 -1 0 1
A=XB=(-1 0 1™ 0o 1 —1] - |0 1 -1
1 -1 o0/ Ny 1 1)\ y o g
1
ist v = [ 1] auch eine Basis des Eigenraums Eig(A’; A2). Damit besitzen
1

die beiden Matrizen A und A’ jeweils nur einen reellen Eigenwert, und die
beiden jeweils eindimensionalen Eigenrdume stimmen zudem iiberein.

¢) Wir zeigen, daf§ der in b) ermittelte Vektor v € R? mit v # 0 ein Eigenvektor
zu jeder Matrix B € U ist; wegen U = (A, A%, A3) C R3*3 ist

B:ozl-A+oz2~A2+oz3~A3 = Oél'A+()éQ'A2+Oé3'E3
A3=F3 gemif a)

mit geeigneten Koeffizienten oy, ag, az € R. GeméB b) ist
A v=N N-v=1-v=w,
damit auch
A2 pv=(A-A)-v=A-(A-v)=A-v=n,
woraus sich schliellich
B'U — (al.A+a2.A2+a3.E3).v

= (- A) v+ (az-A*) v+ (az- E3) v

= (11'(A'U)+Oé2'(AQ'U)+O{3'(E3'U)

= a1Vt ay-v+az-v

= (041+CK2+043>'U
ergibt. Folglich ist v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert aq + as + as.

2.14 Die gegebene Matrix
1 20

M=12 0 2
0 21
ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; insbesondere stehen da-
mit Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht. Fiir das
charakteristische Polynom yj; von M ergibt sich fiir alle A € R

1—X 2 0
xuA) =det(M —ANE3)=| 2 —X 2 =
0 9 1_)\Sarrus
=[-AA=X?+0+0] —[0+4(1-N)+4(1—-N)] =
=(1=XN[A1=N)—-4-4]=-(A-1)- (A2 =A-8);



wegen
xu(A) =0 <= A=1 oder N> —-A-8=0

1+£+v33
2

besitzt M die drei Eigenwerte A\; = 1, Ay = % (1 + \/ﬁ) und A3 = % (1 — \/ﬁ)
Wegen

< A=1 oder A=

0 I+31 020 Lisin 101
0 2 0 0 00 000
-1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 1, und wegen
1
1 /22
2 (1 - 33) 2 0 Iund 111 (14v/33)
M — X\ Es3 = 2 —% (1—1—\/33) 2 -
0 2 1(1-v33) '
-8 14++v33 0 -8 1++33 0

w8 —201+v33) 8 | |0 —(1+v33) 8|
0 1++v33 -8 0 1+v33 -8

-8 1++33 0 —8 0 8
~ 0 —(1+v33) 8] =0 —(1+v33) 8
0 0 0 0 0 0
1++/33
ist vy = 8 ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \y = % (1 + \/@),
1++/33

fiir jeden Eigenvektor v3 der Matrix M zum Eigenwert A3 = % (1 — 33) gilt nun
aufgrund ihrer Symmetrie v3_Lv; und vs_Lvs, so daf

-1 1++/33 -8
v3=v; Xvy=1| 0 | X 8 = 2(1—1—\/@)
1 1++/33 -8

gewihlt werden kann. Damit bilden vy, v, vz eine (Orthogonal-)Basis von R3
aus Eigenvektoren von M.

2.15 a) Fiir das charakteristische Polynom x4 von A ergibt sich fiir alle A € R

-A 1 2

Xa(A) =det(A—AE5)=|1 2—X 0 =
5 01— | @

3—X 3—)\ 3-2)\ 11 1
1 2-)x 0 = (B3-XN-1 2-Xx 0| =
p 0 1-— ) B Meul 2 0 1A%

—A=3)-[(=XNA=XN+0+0)—(22-XN)+0+(1-X)] =
—(A=3)- (M =3A+2—4+2X2—141) =—-(A—-3)(\*-3).



b) Die Eigenwerte der Matrix A entsprechen genau den Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms x 4; wegen

xa(A) =0 <= X=3 oder \=3
<~ A=3 oder A=+3 oder A= —V3

besitzt A genau die drei Eigenwerte \; = 3, Ay = v/3 und A3 = —/3.

c) Wegen
-3 1 2 0 -2 2 1 -1 0
A-MBs=(1 =1 o) ™" (1 =1 o] "™ o 1 -1
2 0 —2/ " \o 2 —2/ =0 \0 0 o0
1
ist v1 = | 1] ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 3 mit dem
1

Eigenraum Eig(A; \;) = R - v1, und wegen

-3 1 )
A—MEs=| 1 2-v3 0 @+y3
2 0 1-y3) e

1
ist vg = | =2 — V3| ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = V3 mit
1++/3
dem Eigenraum Eig(A4;\y) = R - vy; fiir jeden Eigenvektor vz der Matrix
A zum Eigenwert A3 = —+/3 gilt nun aufgrund ihrer Symmetrie v3_Lv; und
v3 Ly, so daf

1 1 3423
V3 = V1 X Vg = 1 X —2—\/§ = —\/g
1 14++3 —3-4/3

gewihlt werden kann und sich der Eigenraum Eig(A; A\3) = R - v3 ergibt.

2.16 Die gegebene Matrix

0 —1 -2
A=|-1 0 —2]| eR>3
—2 -2 -3

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; fiir das charakteristische



Polynom y 4 von A gilt

A -1 =2
Xa(A) =det(A—AE;5)=|—-1 -\ =2 | =
9 —2 3"
R A1 2
— 14 1= 0 |[UUmMT g Ny (c12-1 1 0 | =
9 9 3. (1-X) aus II 9 9 3+)\ Sarrus

=(1-N[AB+N)+0—-4)—(4+0—-(34+1)] =
=—A=DBA+XN—4-4434+ A =—-A-1)(V+41-5) =
=—A=DA+5)A=1)=—-A=1)*A+5)

fiir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert \; = 1
sowie den einfachen Eigenwert Ay = —5, so daf} der Eigenraum FEig(A;\;) ei-
ne (Ursprungs—)Ebene mit dem Eigenraum Eig(A; A\2) als Lotgerade (durch den
Ursprung) ist. Dies eroffnet die folgenden Bestimmungsmoglichkeiten fiir eine
Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A:

e Wegen
-1 -1 -2 -1 -1 -2 1 1 2
A-MEs=[-1 -1 2| &' [0 o o] ~ (000
—2 -2 —4) " \o0o o o/"P\o 0 0
—1 —2
bildenv; = | 1 | und vy = [ 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A; ;).
0 1
Damit ist aber
—1 —2 1
V3 = V1 X Vg = 1 X 0 = 1
0 1 2

eine Basis des Eigenraums Fig(A; \s), so dafl

—1 1 2
vh=vyxvz= |1 | x|1]=]| 2
0 2 -2
wegen vh_L vz ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, mit v Lvj ist. Folglich
ist
vy (7 vh 1 v3 e

w1 I I I I e B
ol =2\ o ) Tl ~ v\, ) Tl = V6 |y

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

N e
so( e m Y (T E ) com
lo 1™ 12l s e

V3 V6



und der Diagonalmatrix

1 0 O
D= dlag ()\1, )\1 )\2) = 0 1 0 € R3X3
0 0 =5
dann STAS = D ergibt.
e Wegen
5 —1 =2 1 1 -1
A=MBy=|-1 5 2| ~ [-1 5 —2| &
2 9 9 Je()m\ 5 1 _g) U
1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
~ 10 6 =3 ~ 0 6 =3 ~ 0 2 -1
0 -6 3/)"™"\oo0 o/™\oo o
1 -1
ist w; = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so dal ws = | 1
2 0

wegen wy o wy = 0 auf w; senkrecht steht und damit ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert )\ ist; des weiteren ist

1 —1 —2
W3 = W1 X Wy = 1 X 1 = —2
2 0 2

wegen ws_Lw; ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; mit wy L ws.
Folglich ist

w1 . 1 } W2 . 1 _11 Ws . 1 :i
Tl = V6 \y) " Tl ~ V2 o) Tl =B\

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

I
oo (o (T TH) o
[ ™ ffwll™ [ws]| oy
V6 V3
und der Diagonalmatrix
-5 0 0
D= dlag ()\2, )\17 )\1) = 0 1 0 € R3X3
0 01

dann STAS = D ergibt.

2.17 a) Die gegebene Matrix



ist als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar und besitzt wegen

1—-Xx 1 0
xs(A) =det(S—AE3)=| 1 =X 1 =
0 1 1— )\ Sarrus

= (A=A 40+0) =0+ (1=X) +(1-X) =
=(1=XA)-(-A+X=2)=—A-1)A+1) (A —2)

fiir alle A € R die drei einfachen Eigenwerte Ay = 1, Ay = —1 und A3 = 2.

Wegen
0 1 010 1 01
S—MNE;=11 -1 1| ™ [10 1] ~ (010
0 1 0/ " \oo o/ \ooo
-1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von S zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
210 210 210
S—XE;=1[11 1| ~ [0 3 > 51
012/ "3 \o 12/ "™ \o o0 o0
1
ist v = | —2 | ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A\, = —1, und wegen
1
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
S—XMFE3=|1 -2 1]~ |0 -1 ~ -1 1
0 1 -1/ \o 1 —1/""\o o0 o0
1
ist v3 = | 1| ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A3 = 2; fiir die ortho-
1
gonale Matrix
S e e
V2 V6 VB
PZ(UI,U2,U3): 0 ~% 7| €0s(R)
[oa]]” vzl [lvs]] EEE A
V2 Ve VB
und der Diagonalmatrix
1 0 0
D:()\l, )\2, )\3): 0 -1 0 ER3X3
0 0 2

gilt dann PTSP = D.



2.18 Die gegebene Matrix

5 —2 —4
S=|-2 8 2| ecR¥®®
-4 -2 5
ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; dabei ist zundchst wegen
2 0 5 —2 —4 2 0
vp=|1]#1|0 mit S-vy=1-2 &8 =2]-[1]=10]=0-v
2 0 -4 -2 5 2 0

vy ein Eigenvektor der Matrix S zum Eigenwert A; = 0. Ferner gilt

5—A -2 —4 9—X 2A—18 0
ys(A) =] -2 8-x —2| 2" _2 8-x -—2|=
4 =2 5-XN"""1 0 2a—18 9-—)
—(A—=9) 2(A—09) 0 N -1 2 0
= -2 8 — A o | ALy g2l 8N 2| =
0 20— 9) —(A—9)| ATl 0o 2 -1
= (A=97 [(B=N)+040) = (0+4+4)]=-A-(A=9)°

fir alle A € R; damit besitzt die Matrix S neben dem (bereits bestimmten)
einfachen Eigenwert A\; = 0 den doppelten Eigenwert Ay = 9. Wegen

4 —9 —4 9 1 2 291 9
S—doBy=|-2 -1 —2| ~ [-2 -1 -2 1o 0o
4 —9 —4) 2T \g4 —9 —4) T\ 0 0

ist

~1
0
)
) =

eine Basis des Eigenraums Eig(.S, 9 L. damit ist aber

Uy =1 X U3 = 1 X O = -4
2 1 1

wegen vy 1 vy ein Eigenvektor von S zum Eigenwert Ao = 9 mit v Lvz. Folglich
ist vy, vy, v3 eine Basis von R3 aus paarweise orthogonalen Eigenvektoren der
Matrix S, so dafl sich mit der orthogonalen Matrix

2 1 1
3 T V2 32
v U U3> i i
T = V2 =1 0o L ]|eoym)
(||v1|| BAREA R
3 V2 3v2

und der Diagonalmatrix

e}

0 0
D - ()\1, )\2, )\2) - 0 9 0 € RBXB
09

e}

gilt dann T7ST = D.



2.19 Die gegebene Matrix
2 11
A=[1 2 1] eR¥3
11 2

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; fiir das charakteristische
Polynom x4 von A gilt

2\ 1 1
Ya\) =det(A—AE5)=| 1 2—-x 1 | &
1 L 9y
bod Al 0 A-1 I -1 1 0
i T N T P CE R Vit U T N
0 A—1 1=\ (A—1) aus III 0 1 _1 (4 1) 111
-1 1 0
—(A=1)2%-]0 4-Xx 0| =
0 1 1 2. Zeile
:“‘1)2'(4‘”"_01 _01\=—(A—1>2<A—4>

fiir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert \; = 1
sowie den einfachen Eigenwert Ao = 4, so da der Eigenraum Eig(A; \;) eine
(Ursprungs—)Ebene mit dem Eigenraum Eig(A; \2) als Lotgerade (durch den Ur-
sprung) ist. Dies ertffnet die folgenden Bestimmungsmoglichkeiten fiir eine Or-
thonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A:

e Wegen
1 11 1 11
A-nE;=|1 11| % (o0 0
111/ ™" \o o o0
-1 0
bilden v; = | 1 | und vy = | —1 | eine Basis des Eigenraums Eig(A; \;).
0 1
Damit ist aber
—1 0 1
V3 = V1 X Vg = 1 X -1 =11
0 1 1
eine Basis des FEigenraums Fig(A; \), so dafl
—1 1 1
v=vixuvz= |1 | x|1]=]|1
0 1 —2
wegen v5_Lvs ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; mit vy Ly ist. Folglich
ist
w1 (T A v 1 (1

=1, Z=—|1], ==—=11
ol ~val o) Tl = Ve \ o) Tl = 3\,



eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A; da nach Defini-
tion des Vektorprodukts vy, v3, vy = v; X v3 und damit auch die normierten
Vektoren

(%1 1 -1 V3 1 1 Ué 1

_— = — 1 7—:— 1 s _—
ol =2\ o ) Tl ~ VB L) Tl = V6 \

ein Rechtssystem in R? bilden, ist die orthogonale Matrix

1 1 1

pe (e iy (F ) o
loall” Jlvs|l” (ol {)5 vovs
V3 NG

wegen det(R) = 1 eine Drehmatrix, und mit der Diagonalmatrix
1
D = diag ()\1, Ao, )\1) =104 0] eR®3
0 01

dann R'AR = D ergibt.

Wegen
-2 1 1 1 1 =2
A-DFs=11 -2 1| ~ |1 —2 1| ™
L 1 o) m\ 5 ) w2
1 1 =2 1 1 -2 1 1 -2
~ 10 =3 3 ~ 0 -3 3 o 01 -1
0 3 —=3/"™"\0o 0o o/"=\o o0 o0
1 —1
ist w; = [ 1] eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so daB wy = | 1
1 0

wegen wi o wy = 0 auf wy senkrecht steht und damit ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert \; ist; des weiteren ist

1 —1 —1
w3 = Wy X Wy = 1] x 1 =1 -1
1 0 2

wegen ws_Lw; ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; mit ws L ws.
Folglich ist

w1 1 1 W2 1 -1 ws 1 -1

_— 17 = — —_— —1
Tl ~ VB \1 )" Tl ~ V2 Twsl ~ V6 \

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

O =

4 1 1

pe (e (E 7 TH) o
lwi ™ Hlwsl| ™ Jwsll o
V3 V6



und der Diagonalmatrix

D = dlag (/\2, )\1, )\1) = < R3X3

S O =
O = O
= O O

dann R'AR = D ergibt. Gemifl der Definition des Vektorprodukts bilden
nun wy, we, w3 = wy X we und damit auch die normierten Vektoren
wn wa w3

lwi I fJwall™ - fJws]]

ein Rechtssystem in R?, so daf§ die daraus gebildete Matrix R € O3(R) die
Determinante det(R) = 1 besitzt und folglich eine Drehmatrix ist.

2.20 Die gegebene 4 x 4—Matrix

101 1 1

l1o-1 1o e

A=, 1 7 1 |€<R
1 1 1 -1

ist gemaB AT = A symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar.

a) Fir \y = —2ist

1 111 1111
1111 -1 0O 00O
A=A By = 1111 III—f,/\_}VfI 0000}’
1111 0 00O
also
Rang(A — A\ - Ey) =1 < 4;
damit ist A\; = —2 ein Eigenwert von A, und
—1 —1 —1
w 1 o 0 e — 0
1 — 0 9 2 — 1 Y 3 — 0
0 0 1
ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; \;). Fiir Ay = 2 ist
-3 1 1 1
1 -3 1 1
A=h-Ba=| 1 g [Ty
1 1 1 -3
1 -3 1 1 1 -3 1 1
- 1 1 1 -3 11, I 0O 4 0 -4 R
1 1 -3 1 IV+31 0 4 —4 0 | 1wv+an
-3 1 1 1 0 -8 4 4
1 -3 1 1 1 -3 1 1
- 0 4 0 -4 - 0 4 0 -4
0 0 -4 4 |Jwyan |0 0 —4 4 |’
0O 0 4 —4 0O 0 0 O



also
Rang(A — Ay - Ey) = 3 < 4;

damit ist Ay = 2 ein Eigenwert von A, und

Ug =

[ ) VR G S s—y

ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; A2). Damit ist uy, ug, ug, uys bereits
eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A, so dal A keinen weiteren Ei-
genwert besitzen kann; dieser wiirde ja einen weiteren linear unabhéngigen
Eigenvektor beisteuern.

Wir konstruieren fiir jeden der beiden Eigenrdume jeweils eine Orthonor-
malbasis (beziiglich des Standardskalarprodukts)

Fiir den Eigenraum Eig(A, A\;) unterwerfen wir die in a) ermittelte Basis
dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

1 1 1 1
— = it = V2, also by = —-a; = —
aj Uq 0 mi Halﬂ \/_, also 01 ||a1“ aq \/i 0 ,
0 0
damit
-1 -1 -1 —1
0 1 1 1 _% 1 -1
CLQ—UQ—(UQObl>'b1— 1 —E—Q 0 = 1 _5 9
0 0 0 0
mit
—1
1 1 1 ]1-1
=-v6, also by = -
0
und damit
CL3:U3—(U3Ob1)'b1—(U3Ob2)'b2:
—1 —1 —1 —% —1
o 11 (1 Lo g 2
0 V2 V3l o NV R L1 =3 -1
1 0 0 1 3
mit
—1
1 1 —1
az|| = V12, also b3 = a3 = —— :
Jaall = v TR avied



221 a)

damit ist by, by, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; A;). Der Basisvektor
uy von Eig(A; A2) ist dagegen nur zu normieren mit

1 1
UL = —
fJua] 2

|lug|| =2, also by =

—_ = = =

Damit ist by, by, b3, by eine Orthonormalbasis von R* aus Eigenvektoren der
Matrix A, und mit der orthogonalen Matrix

-+ _1r 1 1
M = (by, by, by, by) = 65 Yo VP2 1] e OuR)
V6 yiz 2
0 0 g5 3
und der Diagonalmatrix
-2 0 0 0
. 0O -2 0 O
D= dlag()‘la )\b )\17 >\2) = 0 0 -2 0 € R4X4
0O 0 0 2

ergibt sich dann M TAM = D.

€ R3*3 ist symmetrisch und daher (sogar or-

=N W

1 2
Die Matrix A= [2 0
3 2

thogonal) diagonalisierbar.
111

Fir B= [0 2 1] € R¥3 gilt
00 3

1—AX 1 1
) =det(B—AE)=| 0 2-X 1 |=1-XN2-N(EB-)
0 0 3—A

fiir alle A € R; damit besitzt B die drei verschiedenen Eigenwerte \; = 1,
Ao =2 und A3 = 3 und ist folglich als 3 x 3—Matrix diagonalisierbar.

1 2 3
FirC= [0 1 2| € R¥3 gilt

0 01

1—-X 2 3
xcA) =det(C—AE3)=| 0 1-X 2 |=(1-)\)°
0 0 1-2A

fiir alle A € R; damit besitzt C' den Eigenwert A = 1 mit der algebraischen
Vielfachheit o = 3. Wegen

C—)\Egz

o O O
S O N
S N W



ist Rang(C' — AE3) = 2 und damit die geometrische Vielfachheit v = 1;
wegen v < « ist C nicht diagonalisierbar.

Die Matrizen

(01 (1 0 952
A_(l 0) bzw. B_(O _1>€R

sind als symmetrische Matrix bzw. Diagonalmatrix insbesondere reell dia-
gonalisierbar, ihr Produkt

= (000 5)-( 9)

als Drehmatrix D, mit ¢ = 7 jedoch nicht; die Aussage ist demnach im
allgemeinen falsch.

2.22 Fiir die vier gegebenen Matrizen erhélt man:

e Fiir alle A € R gilt

1—A 2 4 7 11
0 3—A 5) 8 12
(A =det (My —AE5) =| 0 0 6-X 9 13 | =
0 0 0 10 — A 14
0 0 0 0 15—X
- 1—A) (3= ) (6 —X) (10— \) (15 — \);

Dreiecksmatrix

damit besitzt M, die fiinf verschiedenen Eigenwerte A\ = 1, Ay = 3, A3 = 6,
Ay = 10 und A5 = 15, und ist demnach als 5 x 5-Matrix diagonalisierbar.

o Fiir alle A € R gilt

1-x 1 1 1 1
0 1-X 1 1 1
Xa,(A) = det (My — AEs) =] 0 0 1-x 1 1 | =
0 0 0 1-X 1
0 0 0 0 1-2A

= L=NA=NA=2)A=NT=N)=1=N%

Dreiecksmatrix

damit besitzt M, den einzigen Eigenwert A = 1 der algebraischen Vielfach-
heit o = 5. Wegen

MQ—)\E5:

cocooo
coc oo
(o Tl Rl R S
OO R =
O R ==

ist Rang (M3 — X\ E5) = 4, weswegen der Eigenwert A die geometrische Viel-
fachheit v = 5 — 4 = 1 besitzt; wegen v # « ist die Matrix My nicht
diagonalisierbar.



e Fiir alle A € R gilt

>

)

)
—_ 0 O

1. Spalte

0
XMs()‘> = det (Mg — )\E5) = 0
0
0

I-x 1 1
=(1-NB=XN-| 1 1=Xx 1| =
1 1 1_>\Sarrus
=1-NB=-)-(1=X’4+1+1-1-XN—-1-XN—-(1-X) =
=(1-X)B=XA)-(1-3X+3X =X —-14+3)) =
=(1=X)B=X) -BN=X)=(1-X)B=N>N\;

damit besitzt M3 den Eigenwert \; = 1 der algebraischen Vielfachheit
a; = 1 (und damit auch der geometrischen Vielfachheit v, = 1) sowie die
beiden Eigenwerte Ay = 3 und A3 = 0 jeweils der algebraischen Vielfachheit
as = ag = 2. Wegen

22 0 0 0
00 0 0 0
Ms—XFEs=|0 0 —2 1 1 |™3V
o0 1 -2 1|V
00 1 1 -2
220 0 0 220 0 0
0 00 0 0 0 01 -2 1
wlo 00 -3 3|Y¥" 0 00 -3 3
001 -2 1]"™Y00 00 0 0
0 00 3 -3 0 00 0 0

ist Rang (M3 — Ay E5) = 3, die geometrische Vielfachheit von Ay = 3 also
Yo =5 —3 =2 = ay, und wegen

12000 12000
03000 03000
Ms—XsBs=100 1 1 1™ o011 1
o011 1] ™ ooo00o0
00111 00000

ist Rang (M3 — A3 F5) = 3, die geometrische Vielfachheit von A3 = 0 also
v3 = b — 3 = 2 = ag; folglich ist M3 diagonalisierbar.



e Fiir alle A € R gilt

-2 1 0 0 0
-1 =X 0 0 0
Xy (A) = det (My — A E5) = 8 8 :i\ _1)\ } HfM
0 0 -1 -1 =X
—A 1 0 0 0
—1-X 0 0 0 0
0 01 1] =
0 0 —1 —)\ 1 2. Zeile
0 0 -1 -1 =X
1 0 0 0
e L B O @+A%-:i-3 .
0 —1 =X 1 | 1. Zeile 1 1 —» !
0 -1 —1 =X

damit beinhaltet das charakteristische Polynom x s, (A) den quadratischen
Faktor A2 + 1 ohne reelle Nullstelle und zerfillt damit nicht vollstindig in
Linearfaktoren; folglich ist die Matrix M, nicht diagonalisierbar.

2.23 a) Fiir alle A € R gilt

-\ —1 0
t+1 b1 —1— |
—A -1
:—(A+1)‘t t+1_)\‘:—(A+1)(—)\(t+1—)\)+t):
=—A+1D) (N —=tA=X+t) = —A+1)A=-t)(A—1).

Vieta

b) Die in a) gezeigte Zerlegung von x; in Linearfaktoren legt die folgende Fall-
unterscheidung nahe:
Fall 1: ¢ ¢ {—1,1}. Die Matrix A; besitzt die drei verschiedenen Eigenwerte
A1 = —1, Ay =t und A3 = 1 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.
Fall 2: ¢ = —1. Die Matrix

ist symmetrisch und damit als reellwertige Matrix auch diagonalisierbar.

Fall 3: t = 1. Die Matrix A; besitzt die beiden Eigenwerte \; = —1 und
Ay = 1 mit den algebraischen Vielfachheiten a; = 1 und ay = 2. Wegen

-1 -1 0 110
A1 - )\2E3 = 1 1 0 ~ 0 01
2 2 =2 000

ist 1o = Rang(A; — A\ F) = 2. Fiir die geometrische Vielfachheit v, von Ag
gilt damit v = 3 — 79 = 1 < an; folglich ist A; nicht diagonalisierbar.



224 a)

GemésB a) besitzt die Matrix Ay die drei verschiedenen Eigenwerte Ay = —1,
Ay =0 und A3 = 1. Wegen

1 -1 0 200 1 00
1 1 0 110 000
0
ist vy1 = | 0 | ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1, wegen
1
0 -1 0 1 0 —1
AO - )\2E3 = 0 1 0 ~ 0 1 0
1 1 -1 00 O
1
ist v = | 0| ein Eigenvektor zum Eigenwert A\, = 0, und wegen
1
-1 -1 0 110
AO - )\3E3 = 0 0 0 ~ 0 01
1 1 =2 000
1
ist v = [ —1 | ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 1. Mit
0
01 1
P = (v,v,v3) = [0 0 —1] € GL3(R)
11 0
und
-1 0 0
D= diag(Al, )\2, )\3) = 0 0 0
0 01

gilt damit P~1Ay P = D.

Die in Abhéangigkeit vom Parameter s € R gegebene Matrix

1 0 1
Ay=1s? s —s| e R¥?
1 0 1

besitzt das charakteristische Polynom
1—X 0 1
xa.(A) = det(A,—AN-E3) =] s* s—\ -—s
1 0 1-—-2AX

Laplace _1\242 . ) 1—A 1
2. S;alte ( 1) (S )\) ' 1 1-— )\‘

= (s=A)-(1=X)>-1%

= (5—)\)-(—)\~(2—>\))

= “A-(A=2)-(A—5s)



fiir alle A € R mit den Nullstellen
AL =0, Ay =2 und A3 = 8;
dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:
e Fir s € R\ {0,2} besitzt Ag die drei einfachen Eigenwerte A\; = 0,
Ay = 2 und A3 = s.

e Fiir s = 0 besitzt Ay den Eigenwert A; = 0 der algebraischen Vielfach-
heit oy = 2 sowie den einfachen Eigenwert A\, = 2.

e Fiir s = 2 besitzt As den einfachen Eigenwert A\; = 0 sowie den Eigen-
wert Ao = 2 der algebraischen Vielfachheit ay = 2.
b) Wir treffen erneut die Fallunterscheidung von a) und erhalten:
e Fiir s € R\ {0,2} besitzt A, drei paarweise verschiedene Eigenwerte
und ist damit als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.
o Fiir s =0 ist

AO — c RSXS

—_ O =
o O O
—_ O =

gemif Aj = Ay symmetrisch und damit insbesondere diagonalisierbar.
e Fiir s = 2 besitzt As den Eigenwert Ay = 2 der algebraischen Vielfach-
heit ay = 2; wegen

10 1 10 1
Ay—Ny-Es=| 4 0 2™ [0 0 2
1 0 -1/ "™ \o 0o

ergibt sich fiir die geometrische Vielfachheit
72:3—Rang(A2—/\2~E3)=3—2:1,
und wegen vy, < ay ist Ay nicht diagonalisierbar.

2.25 Wir betrachten die Matrix

0 ¢ —1-c¢
A=1-1 0 0 e R3*3
0 1 0

in Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢ € R.

a) Fir alle A\ € R gilt mit Hilfe elementarer Spaltenumformungen

xa(A) = det(A— \E3)

-\ ¢ —-1-c A -1 —-1-c
— =1 =x 0 — -1 =) 0

0 1 —=x ™™o o 1-x =\

1-—X -1 —C 1 —1 —c
= D S R S W B0 & [ | [P P RS
1111 )\_1 1_)\ _1 aus I _1 1_)\ _1
= (=N (A el =X) = (meA+A(1=X) ~1))

— (=N (A4 e—eA) — (—eA L A—A2—1))
= —(A=1)-(N+At+e+l).



Es ist Ay = 1 eine Nullstelle von x4 und damit ein reeller Eigenwert der
Matrix A; das in x4 ferner enthaltene quadratische Polynom

PN =N +A+c+1
besitzt die Diskriminante
A=1>—4-(c+1)=-3—4c
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e fiir c = —% ist A = 0, und damit besitzt p die doppelte reelle Nullstelle

A= A3 = —%, so daf} alle Eigenwerte von A reell sind.

o fiir c < —% ist A > 0, und damit besitzt p die beiden verschiedenen
reellen Nullstellen

1 1
A=—=——-vV—-4c—3 und )\3:—§+§\/—4c—3

so daf} alle Eigenwerte von A reell sind.

e fiirc > —% ist A < 0, und damit besitzt p keine reelle Nullstelle, so daf3
A auch zwei konjugiert—komplexe Eigenwerte hat.

Insgesamt sind genau fiir ¢ < —% alle Eigenwerte von A reell.
b) Mit Hilfe der Ergebnisse von a) treffen wir folgende Fallunterscheidung:

e Fiir c > —% zerfallt das charakteristische Polynom x4 nicht vollstandig
in reelle Linearfaktoren, und folglich ist die Matrix A nicht diagonali-
sierbar.

e Fiir ¢ < —% zerfallt das charakteristische Polynom y 4 vollstdndig in
reelle Linearfaktoren; damit ist die Matrix A genau dann diagonalisier-
bar, wenn fiir jeden Eigenwert X die algebraische Vielfachheit v und die
geometrische Vielfachheit 7 {ibereinstimmen.

Fiir ¢ < —% und ¢ # —3 besitzt A die drei verschiedenen Eigenwerte

1 1 1 1
)\1:1, )\2:—5—5\/—4C—3 und )\3:—§+§\/—4C—3;
es ist ndmlich wegen ¢ < —% zundchst Ay # A3, und ferner ist wegen
Ay < 0 zum einen Ay # 1 = A; und wegen ¢ # —3 zum anderen

A # -2+ 1/-4(-3)-3=-1+1V9=—-1+3=1= ). Folglich
gilt a; = ag = ag = 1, damit auch v; = v = 73 = 1, so dafl die Matrix
A diagonalisierbar ist.
Fiir ¢ = —% ist Ay = A3, und fiir ¢ = —3 ist \; = A3; damit besitzt die
Matrix A einen Eigenwert der algebraischen Vielfachheit v = 2. Nun
ist fiir alle c€ R und A € R

-\ ¢ —-1l—c¢

Rang(A — AFE3) = Rang | —1 —A\ 0 > 2
0 1 -2

da die letzten beiden Zeilen unabhéngig von der Wahl von ¢ und A stets
linear unabhéngig sind; ist nun A ein Eigenwert von A, so folgt fiir die
geometrische Vielfachheit

1 <~ =dim(Eig(A,\)) =3 —Rang (A — X Ej3) <1,

-

>2




also es gilt stets v = 1. Damit ist fiir ¢ = —% wegen Ay = A3 und
damit ag = 2 > 1 = 75 und fiir ¢ = —3 wegen A\; = A3 und damit

a; =2 > 1= die Matrix A nicht diagonalisierbar.

Insgesamt ist A genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ < —% und ¢ # —3 gilt.

2.26 Fiir alle A € R ergibt sich fiir das charakteristische Polynom y; der gegebenen
Matrix C; € R3*3

At t—=2
0 0 2\ 3. Zeile
-\t
:(Q—Ay‘l _AM:@_Ay(v_¢y

dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Fiir t < 0 ist ¢ mit ¢(\) = A2 —¢ > 0 fiir alle A\ € R eine quadratische
Funktion ohne reelle Nullstelle; damit zerféllt y; nicht vollstdndig in Line-
arfaktoren, so daf§ C}; nicht diagonalisierbar ist.

o Fiir t = 0ist x;(\) = (2—\)- A% fiir alle A € R, so dafl Ay = 0 ein Eigenwert
von () der algebraischen Vielfachheit ay = 2 ist; wegen

0 0 =2 1 00
CO_)\Q‘ESZ 1 0 —1 ~ 0 0 1
00 2 000

ist Rang(Cy — Ao - E3) = 2, so daBl \y = 0 die geometrische Vielfachheit
Yo = 3 — 2 = 1 besitzt. Wegen a # 7, ist Cp nicht diagonalisierbar.

o Fiir ¢t > 0 ist
W) = @=3- (3= (vD?) = 2= (A +vE) (A= Vi)
damit besitzt x; die Nullstellen
M =2 sowie d=-Vt<0 und X =+vt>0.
Demnach besitzt die Matrix C, fiir
MAN <= 24Vt < 441

drei verschiedene reelle Eigenwerte und ist demnach als 3 x 3—-Matrix reell
diagonalisierbar. Fiir ¢t = 4 besitzt die Matrix Cy den Eigenwert Ay = \3 = 2
der algebraischen Vielfachheit a; = 2 sowie den Eigenwert Ay = —2 der
algebraischen Vielfachheit oy = 1 (und damit auch der geometrischen Viel-
fachheit v = 1); wegen

-2 4 2 1 -2 -1
04—)\1'E3 == 1 -2 -1 ~ 0 0 0
0 0 O 0 0 0

ist Rang(Cy — A1 - E3) = 1, so daB A\; = 2 auch geometrische Vielfachheit
v1 = 3 — 1 = 2 besitzt. Damit ist die Matrix Cj reell diagonalisierbar.



2.27 a)

Fiir das charakteristische Polynom x4 der Matrix A ergibt sich

-\ 0 a N o
xa(A)=det(A—XE3)=|0 2—-X 0 _(2—>\)-' =
1 0 =\ LA

=2-N-(MVP-a)==-N+2 N +a)-2a

fiir alle A € R. Da die Eigenwerte von A genau die Nullstellen von x4 sind,
legt die faktorisierte Darstellung y4(\) = (2 — \) - (A\? — ) fiir alle A € R
die folgende Fallunterscheidung nahe:

Fir a < 0 ist ¢ mit g¢(A\) = A\* — a > 0 fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstellen; damit ist A\; = 2 der einzige Eigenwert
von A.

Fiir a = 0 ist xa(A) = —(A — 2) - A? fiir alle A € R; damit besitzt A die
beiden Eigenwerte A\; = 2 und A\ = 0.

Fiir a > 0 schlielich ist

Xa(A) = =(A=2) (A= va) (A +Va)

fiir alle A € R; damit besitzt A im Falle @ # 4 die drei verschiedenen
Eigenwerte \; = 2, Ay = /a und A3 = —/a sowie im Falle a = 4 die
beiden Eigenwerte Ay = 2 und Ay = —2.

Fiir o < 0 zerféllt das charakteristische Polynom y 4 nicht in Linearfaktoren;
damit ist A nicht diagonalisierbar. Fiir 0 < a # 4 besitzt A drei verschiedene
Eigenwerte und ist daher als 3 x 3—Matrix diagonalisierbar.

Fiir & = 0 besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 mit o; = 1 (und damit
auch 71 = 1) sowie Ay = 0 mit ay = 2; wegen

0 00 100
A—XE;=[0 2 0]~ 10 1 0
1 00 000

ist Rang(A — A2E5) = 2 und damit 2 = 1. Damit ist A fir @ = 0 nicht
diagonalisierbar.
Fiir o = 4 schliellich besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 mit a; = 2

sowie Ay = —2 mit ay = 1 (und damit auch v, = 1); wegen
-2 0 4 1 0 -2
A—MNE;=[10 0 O ~ 10 0 O
1 0 =2 00 O

ist Rang(A — A\ E3) = 1 und damit v, = 2. Damit ist A fiir o = 4 diagona-
lisierbar.

Zusammenfassend ist also A genau dann zu einer reellen Diagonalmatrix
dhnlich, wenn a > 0 ist.

2.28 Die in Abhéngigkeit von den Parametern A\, y € R gegebene Matrix

1 10
Ay=10 X 0| e R¥>
0 0 u



besitzt das charakteristische Polynom

1—t 1 0
Xay, () = det(Ay,—t-E3)=| 0 A=t 0
0 0 pu—t

Dreiecks—
() (A1) ()
fiir alle t € R mit den Nullstellen
tl = 1, t2 = und t3 = WU;

dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Fiir A =1 und p = 1 besitzt

A =

S O =
O = =
_— o O

den Eigenwert ¢; = 1 der algebraischen Vielfachheit oy = 3; wegen

010
Aljl—tl'Egz 0 O O
0 0 O
1 0
ist v = |0, va = [ 0] eine Basis des Eigenraums Eig(A;,t; = 1).
0 1

Damit ergibt sich die geometrische Vielfachheit v = 2 mit 7, < ay, so daf
die Matrix A;; nicht diagonalisierbar ist.

e Fiir A\ =1 und p # 1 besitzt

1 1
A, =01
00

= O o

den Eigenwert t; = 1 der algebraischen Vielfachheit a; = 2 sowie den einfa-
chen Eigenwert 3 = p; wegen

01 0 01 0
Alhu—tl'Egz 0 0 0 ~ 0 0 ,U—l
00 u—1 melt \ o g g
1
ist vy = [ 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A; ,,t; = 1), und wegen
0
1—p 1 0
Alvu—tg'Egz 0 1—/,6 0

0 0 0



0

ist v = | 0| eine Basis des Eigenraums Eig(A;,,ts = ). Damit ergibt
1

sich fiir t; = 1 die geometrische Vielfachheit v; = 1 mit 7, < a, so daf die

Matrix A, ,, nicht diagonalisierbar ist.

Fiir A # 1 und g = 1 besitzt

1
A)\,l - 0
0

S > =

0
0
1

den Eigenwert t; = 1 der algebraischen Vielfachheit a; = 2 sowie den einfa-
chen Eigenwert t5 = \; wegen

0 1 0 010
A)\’l—tl'E;g: 0 A—10 ~ 0 00
0 0 o)AV \g 0 0

1 0
istv; =[0], va= 0] eine Basis des Eigenraums Eig(A,1,t; = 1), und
0 1

wegen
1—X 1 0 1—-X 1 0
A)\’l_tQ'Egz 0 0 ~ 0 1—X
0 01-x/""\ 0 0o o
1
ist 3 = | A—1| eine Basis des Eigenraums Eig(A) 1,3 = A). Damit ist
0

v1, Vs, U3 eine Basis von R? aus Eigenvektoren von Ay 1, so daf die Matrix
A1 diagonalisierbar ist; mit

10 1
S = S,\,l = (Ul,Ug,’Ug) = 00 N—1 < GLg(R)
01 0

besitzt S~1Ay 1.5 Diagonalgestalt.
Fiir A # 1 und p # 1 bei A = p besitzt

11
A>\7)\ =10 X\
0 0

> O O

den einfachen Eigenwert t; = 1 sowie den Eigenwert t; = \ der algebraischen
Vielfachheit ap = 2; wegen

0 1 o 01 0
Aspa—ti-BEs= [0 Ax=1 0 e P
0 0 Xx—1 < 00 0



1

ist v; = | 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A, x,t; = 1), und wegen
0
1—-X 10
Ay —ty- B3 = 0 00
0 0 0
1 0
istvo=|A—1],v3=[0] eine Basis des Eigenraums Eig(A, x,ts = A).
0 1

Damit ist vy, vg, vz eine Basis von R? aus Eigenvektoren von A, », so daf
die Matrix A, » diagonalisierbar ist; mit

1 1 0
S:S)W\: ('Ul,UQ,Ug): 0 A—10 GGLg(R)

=)
S
—

besitzt S~1 A, 1S Diagonalgestalt.
Fiir A # 1 und p # 1 bei A # p besitzt

AML =

o O =
O > =
= O O

den drei einfachen Eigenwerte t; = 1, to = A und t3 = pu; wegen

e Y I
A/\#—tl'Eg: 0 A—1 0 IIM}II 0 0 /1,—1
0 0 pu-—1 < 00 0
1
ist vy = [ 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A, ,,t; = 1), wegen
0
1-X 1 0 1—-X 1 0
App—ts-Bs=[ 0 0 0 | ~ | 0 0 pu=2
0 0 pu—\ T 0 0 0
1
ist v = [ A — 1| eine Basis des Eigenraums Eig(Ay ,,t> = A), und wegen
0
1—pn 1 0
A)\H—tg‘Eg— 0 )\—,u 0
0 0 0
0
ist v3 = [ 0] eine Basis des Eigenraums Eig(A, ,,t3 = p). Damit ist vy,
1

9, v3 eine Basis von R? aus Eigenvektoren von A, ,, so dafi die Matrix A4, ,



diagonalisierbar ist; mit

1 1 0
S = S)\”u = (Ul,U27U3> = 0 A—-10 € GLg(R)
0 O 1
besitzt S~'A, S Diagonalgestalt.
2.29 Fiir alle A € R gilt
1—A 1 1
0 1 2 _ )\ 1. Spalte
—-1-X =2
:(1—)\)-' 1 Q_A' =(1=X)-[(-1=X)-2=XN)—=(-2)-1] =

=(1=XN)(—2=24+X4+2)=(1-X)-A-A=1)==-X-(A=1)%

damit besitzt Y die beiden Eigenwerte \; = 0 mit a; = 1 und damit ; = 1 sowie
Ay = 1 mit ap = 2, und wegen

0 1 1 011
Y—-XE;=10 -2 =2~ 10 0 0
0 1 1 000

ist Rang(Y — A2 F) = 1 und damit , = 3—1 = 2. Folglich ist Y diagonalisierbar,
es gibt also eine invertierbare Matrix P € GL3(R) mit

P Y P = D = diag (A, Ao, \o) =

o O O
o = O
— o O

Damit ist Y = PDP~!, und wegen D? = D erhilt man
Y? = (PDP ")’ = PDP~'PDP~' = PD*P' = PDP' = Y;

folglich konnen wir S =Y wihlen.

_ 9 2 2X2
A_(2 G)GR

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

2.30 a) Die gegebene Matrix

2 6-A
=(9-N)(6-X)—2-2=X—15A+50= (XA —5)(A—10)

Xa(\) = det(A — AEy) = ‘9 —A 2 '

fiir alle A € R besitzt A genau die beiden Eigenwerte \; = 5 und Ay = 10;

wegen
4 2 2 1
o= 31)-(00)



. -1\ . .. .
ist v; = ( 9 ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

-1 2 ~1 2
A_AZEF(Q —4)“<0 0)

ist v = (?) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 10. Folglich ist

1 1 <—1) 1 1 (2)
mw =" = —F—= , Wo = —— + Vg = ——
el T VB 2 el VB

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren fiir A.

GemésB a) ergibt sich fiir die orthogonale Matrix

T = (wy,wy) = % <_21 ?) € O2(R)

und die Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (g 100) € RQXQ

die Bezichung 771 - A-T = D.
Mit Hilfe der Beziehung aus b) ergibt sich zunéchst

A=(T-TY - A (T-T")=T-(T""-A-T)-T'=T-D-T™Y

wir zeigen nun A" = T - D™ - T~ fiir alle n € N mit vollstindiger Induktion:
,n = 1%
A'=A=T-D-T'=T-D"- T

S —n+ 1%

A=A A= (T-D"-T") - (T-D-T7") =
=T-D"-(r"-7)-D-T'=T-D"-D-T'=T-D""".T"".

Wegen
und

ergibt sich mit Hilfe von c)

I (=1 2 1 0 1 /=1 2
n __ R 5 LU it S =< L —
rerer= g (5 )06 ) w )

U5 (—L2) (10 (=1 2\ o (241 22
5 \2 1)\ 2v)\2 1)~ ol 9 onyyq )

J

~~

-1 2n+1
2 %)



2.31

Fir A € R und S € GL,(R) erhalten wir
-1\2 _ 1y | -1\ _ -1 -1 _ 2q-1
(SAS™!)" = (SAS™) - (SAS™!) = SAS 'S AS™ = 54°S7 1.

=En
Fiir die diagonalisierbare Matrix B € R™*" gibt es eine Basis vy, ..., v, des
R"™ aus Eigenvektoren von B zu den Eigenwerten Aq,...,\, € R; mit der

invertierbaren Matrix S = (vy,...,v,) € GL,(R) und der Diagonalmatrix
D = diag (A1, ..., \,) € R™™ ergibt sich D = S™'BS bzw. SDS™! = B.
Da fiir die Eigenwerte von B nach Voraussetzung Ay > 0,..., A, > 0 gilt,
existiert ferner die Matrix F' = diag (\/)\_1, cee \/)\_n) € R™" mit F? = D,
und fiir die Matrix A = SFS™! € R™*" gilt unter Verwendung von a)

A% = (SFS7Y)? = SF'ST =SDS™! = B,
Fiir die Matrix B = <190 :g) € R?*? gilt
10-X =6
X5(\) = det(B — AEy) = ’ o 5. A‘ =

=(10—=XN) - (=5 —=A)+54=X -5 +4=(A—-1)-(\—4)

fiir alle A € R; damit besitzt B die beiden einfachen Eigenwerte A\ = 1 und
Ay = 4. Wegen

9 —6 9 —6 3 -2
B_MEZ_((Q —6)53(0 o)ﬁg(o 0)

ist v; = (g) eine Basis von Eig(B; A1), und wegen

_ (6 —6) 1 (1 -1 Ll
b _AQEQ_(9 —9> i (1 —1> -1 (0 0>

ist vy = (1) eine Basis von Eig(B;\y). Mit der invertierbaren Matrix

S = (01, vp) = (?) D € GLy(R)

und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (é 2) € R2XQ

ergibt sich damit D = S™'BS bzw. SDS~! = B. Fiir F = (é g) € R2x2
gilt F?2 = D, und fiir die Matrix

Capar (2 1) (1 O) 1 (1 -1\ _

()69 4 ()
(2092 (-1 1\ (4 -2 po
_(3 2)'(3 —2>_(3 —1>ER

gilt gemiB b) die Beziehung A% = B.



2.32 a) Ist A € R ein Eigenwert der Matrix B € R™*" so gibt es einen Eigenvektor
0 # v € R® mit Bv = \v; mit der Voraussetzung B? = E,, folgt

v = E,v = B*v = B(Bv) = B(\) = A Bv) = AM(\v) = Mo,
€

und damit
No—v=0, also (/\2 — 1) v =0,

woraus sich wegen v # 0 dann
N —1=0, also N =1

und damit
A=1 oder A= —1

ergibt.

b) Ist A =1 der einzige Eigenwert der Matrix B, so ist insbesondere A = —1
kein Eigenwert von B. Fiir jedes x € R” gilt fiir v = 2 — Bx € R" dann

Bv = B(z — Bz) = Bx — B(Bx) = Bx — B’r =
= Br — FE,x =Br—x=—(x— Bzr) = —v=(-1)v,

also v = 0 und damit Bx = x; ansonsten wire v # 0 und A = —1 ein
Eigenwert von B im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ergibt sich

B = BE, = B(ey,...,e,) = (Bey,...,Be,) = (e1,...,6,) = Ep.

2.33 Die gegebene Matrix A € R™ " ist als invertierbar mit A=! = A vorausgesetzt;
diese Bedingung ist wegen A- A™' = FE, = A™'. Azu A- A = E, gleichwertig.

a) Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R"*™, so gibt es einen Eigenvektor
0# 2 €R"mit A-x = \-x; damit ergibt sich

r=E, x=(A-A)-x2=A-(A-2)=A-(\-x)=
=X A-2)=XA-N-2)=A-N)-2=\" 1

also
()\2—1)-$:)\2-x—x:0,

woraus wegen = # 0 dann
A —1=0, also A=1 oder A=-1

folgt. Somit kommen fiir A nur die Eigenwerte A = 1 oder A = —1 in Frage.
b) Esist

(A+E,)-(A—E,) = A-(A—E)+E, (A-E,)

= (A-A-A-E)+(E,-A—E,-E,)
= (A-A-A)+(A-E,)
A-A-E,=E,—E, =0

dabei geht die Voraussetzung A - A = E,, ein.



c) Wir verwenden die in b) gezeigte Beziehung

und schieflen damit folgendermafien:

e Ist A =1 kein Eigenwert von A, so gilt
xa(l) =det(A—1-E,) =det(A—E,) #0;
damit ist A — F), invertierbar, und wir erhalten
A+E,=0-(A—E,) "=0, also A= —FE,.
e Ist A = —1 kein Eigenwert von A, so gilt
xa(—1) =det(A—(-1)- E,) =det(A+ E,) # 0;
damit ist A 4+ E,, invertierbar, und wir erhalten
A—E,=(A+E,)"-0=0, also A=E,
2.34 a) Fiir eine quadratische Matrix A € R"*" zeigen wir
(A*+2A=0 mit 4 €GL,(R)) < A=-2E,

durch den Nachweis von zwei Implikationen:

o Fiir ,=—* sei A € GL,(R) mit A% + 24 = 0; mit der zu A inversen
Matrix A~! € R™ " ergibt sich

0=A"0=A" (A+24)=A""- A2+ A" (24) =
=AAA+2(AT-A)=A+2E,

—E, =B,
also A= -2F,.
e Fiir ;<" sei A = —2 F,,; damit ist A € GL,(R), und es gilt

A’ 42A=(—2E,)" +2(-2E,) =4E, —4E, = 0.

b) Wir betrachten im folgenden eine nicht notwendigerweise invertierbare Ma-
trix A € R™*" mit A% + 2A = 0; dabei gilt

A* 424 =0 < A*= 2A
Sei v € R" mit Av # 0; dann ist Av € R" wegen
A (Av) =A% v=(=-24)-v=(-2) - Av

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ = —2.
Sei v € R" mit v+%Av # 0; dann ist U—i-%AU € R™ wegen

1 1 1
A-(v+§Av):A-v+A-(§Av> :A-v+§-A2-v:

1 1
:A~v+§-(—2A)-U:A~v—(§~2>~A~v:0

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p = 0.



c)

2.35 a)

Es bezeichne

U — Eig(A;—2), falls A = —2 ein Eigenwert von A ist,
B {0}, falls A = —2 kein Eigenwert von A ist,

sowie

W Eig(A;0), falls p =0 ein Eigenwert von A ist,
{0}, falls =0 kein Eigenwert von A ist;

fiir alle v € R™ gilt geméf b) zunéchst

AveU und U—i-%AUEW

und damit 1 1
U:—§'AU+U+§AU ceU+W,

—_— ——
eUu ew

woraus schon U + W = R™ folgt. Im Spezialfall U = {0} bzw. W = {0} ist
W = R" bzw. U = R”, und es gibt eine Basis von R" aus Eigenvektoren
von A zu 1 = 0 bzw. A = —2; ansonsten gilt U # {0} und W # {0}, und A
besitzt die Eigenwerte A = —2 und p = 0. Dann gilt

UNW = Eig(4; —2) N Eig(4;0) = {0},

da Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten nur den Nullvektor gemeinsam
haben; insgesamt ist U & W = R", und es gibt eine Basis vy, ..., v, von R"
mit

vy, ...,v, €U und vpiq,...,v, €W

fiir ein 1 < r < n, also eine Basis von R™ aus Eigenvektoren von A.
Auf jeden Fall ist damit A iiber R diagonalisierbar.

Die Aussage ist richtig: ist ndmlich A € R ein Eigenwert von B, so gilt
det(B — X - E,) = 0; damit ist aber auch det ((B — A+ E,)") = 0. Wegen

(B=X-E) =B"—(\-E,) =B —\-E,

folgt daraus det(BT — X - E,,) = 0, somit ist A auch ein Eigenwert von B.

Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die Matrix

_ 1 1 2X2,
B_(O 1)6]R ;

) € R? wegen

B.;p:((l) D(é):@ ER -z

ein Eigenvektor von B, wegen

e 19)()- ()

aber kein Eigenvektor von B'.

1

es ist zwar z = (O



c)

2.36 a)

Die Aussage ist richtig: ist ndmlich B diagonalisierbar, so gibt es eine in-
vertierbare Matrix P € GL,(R) und eine Diagonalmatrix D € R™" mit
D = P7'BP; damit ergibt sich aber

DT = (P'BP) =P BT (P)) = PTBT (PT)™"

mit der invertierbaren Matrix @ = P' € GL,(R) und der Diagonalmatrix
D' € R™", somit ist auch B" diagonalisierbar.

Sei v; € R? bzw. vy € R? ein Eigenvektor der Matrix A € R?*2 zum Eigen-
wert A1 € R bzw. Ay € R; wegen \; # A sind v; und vy linear unabhéngig,
so daf} die Matrix S = (v, ve) € R?*? invertierbar ist. Mit

T=8"1€GLy(R) und D =diag(\;,\y) € R¥*?
gilt dann
A'S:A'(U17’l}2):(A'Ul,A"UQ):(/\1'U1,)\2'UQ):S'D,

also A = T71DT; damit ist A reell diagonalisierbar.
Fiir das charakteristische Polynom x4 der Matrix A € R?*2 gilt

xa(A) = A% — Spur(A) - A + det(A);

wegen det(A) < 0 ergibt sich fiir die Diskriminante A dieses quadratischen
Polynoms

A = (—Spur(A))* — 4 - det(A) = (Spur(A))* +4 - (— det(A4)) > 0,

. J .
~~

—
>0 >0

so dafl x4 zwei verschiedene reelle Nullstellen und damit die Matrix A zwei
verschiedene reelle Eigenwerte besitzt, weswegen A € R?*? dann gemif a)
reell diagonalisierbar ist.

Die Matrix

_ O 1 2%2
A_(O O)GR

besitzt das charakteristische Polynom

-2 1

Xa(\) = det(A — A By) = ‘ o

E
fiir alle A € R und damit den doppelten reellen Eigenwert A\; = Ay = 0; da

aber die Matrix
01
ama (0

den Rang r = 1 und damit der Eigenwert A\; = Ay = 0 nur die geometrische
Vielfachheit v = 2 — r = 1 besitzt, wihrend die algebraische Vielfachheit
a = 2 betrégt, ist die Matrix A nicht reell diagonalisierbar.



d)

2.37 a)

d)

Fiir die in ¢) betrachtete Matrix A € R**? gilt

()6 -6

damit ist A2 reell diagonalisierbar, wihrend A selbst nicht reell diagonali-
sierbar ist.

Es ist A = 0 genau dann ein Eigenwert der Matrix A, wenn A = 0 eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms y4(A\) = det(A — A - E,,) ist, also
fiir det(A) = 0. Folglich ist A = 0 genau dann kein Eigenwert von A, wenn
det(A) # 0 gilt, was jedoch zur Invertierbarkeit von A gleichwertig ist.

Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R™*", so gibt es einen Eigenvektor
0# x € R" mit Az = \z; damit ergibt sich

Ar=(AA)r=A(Az)=A (\z) /\:R/\ (Az) =X (\z) = Nz,

so daB = # 0 auch ein Eigenvektor der Matrix A? zum Eigenwert A\? ist. Ist
zudem A invertierbar, so ist geméf a) der Eigenwert A # 0, und wir erhalten
_ _ (2-1 _p-1 41 _ -1
r=FE,z=(A"A)z=A"" (Az)=A ()\x))\gR)\ (A" z),

wegen A # 0 also
Aty = "

damit ist z # 0 auch ein Eigenvektor der Matrix A~! zum Eigenwert AL

Der Nachweis, daf§ mit der Matrix A auch ihr Qu@drat A? reell diagonali-
sierbar ist, 148t sich etwa durch eine der folgenden Uberlegungen erbringen:

o Ist A reell diagonalisierbar, so gibt es eine Basis by,...,b, von R"
aus Eigenvektoren von A; seien Ay, ..., \, die zugehorigen Eigenwerte.
GemiB b) sind by, ..., b, auch Eigenvektoren von A% zu den Eigenwer-
ten A2,..., A2, esist also by, ..., b, eine Basis von R™ aus Eigenvektoren
von A?; damit ist A? reell diagonalisierbar.

o [st A reell diagonalisierbar, also &hnlich zu einer reellen Diagonalmatrix,

so gibt es eine invertierbare Matrix P € GL,(R) und eine Diagonal-
matrix D € R™*" mit D = P~'AP. Damit gilt
D?= (P'AP)? = P7'AP-P L AP = PT'A’P,
——

=E,

so dafl A% dhnlich zur Diagonalmatrix D? € R?*? ist; folglich ist A? reell

diagonalisierbar.
Die Matrix
_ O 1 2X2
A= (_1 0) eR

besitzt wegen

-2 1
Xa(A) =det(A — \Ey) = ‘_1

_\2
_)\‘)\ +1#0



2.38 a)

b)

fiir alle A € R keinen reellen Eigenwert, ist also insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist ihr Quadrat

A% = (—01 (1)) ' (—01 (1)) - <_01 —01) < R
bereits eine Diagonalmatrix, insbesondere also reell diagonalisierbar.
Zu betrachten ist die affine Abbildung
fR*"=SR" f(x)=A-x+0,
mit der Matrix A € R™" und dem Vektor b € R". Fiir alle x € R" gilt

reFix(f) < f(r)=0 <= A z+b=2 <
— A rx—z=-b < (A—E,) z=-b

=K,z

damit stimmt die Menge Fix(f) der Fixpunkte von f mit der Losungsmenge
L des linearen Gleichungssystems

(A—FE,)-x=-b (%)

mit der Koeffizientenmatrix A — E,, € R™"™ und der rechten Seite —b € R"
iiberein; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

e Im Falle
Rang (A — E,,) < Rang (A — E,, | —b)

ist das lineare Gleichungssystem (x) unlosbar; folglich ist L und damit
Fix(f) leer.

e Im Falle
r = Rang (A — E,) = Rang (A — E,, | —b)

ist das lineare Gleichungssystem (x) losbar, und mit einer partikuléren
Losung x, von (x) ist dann

L:I‘p+L0,

wobei Ly den (n—r)—dimensionalen linearen Lésungsraum des zugehori-
gen homogenen linearen Gleichungssystems

(A-FE,) -x=0

bezeichnet; folglich ist L und damit Fix(f) eine affine Teilmenge (ein
affiner Unterraum) von R™.

Es ist A = 1 genau dann ein Eigenwert der Matrix A, wenn
xa(l) =det(A—-1-E,)=0

ist; so ist A = 1 genau dann kein Eigenwert von A, wenn det (A — E,,) # 0
ist, die Matrix A — E,, also invertierbar ist. Damit ergibt sich fiir alle x € R"”

vEFix(f) e (A-En) o=-b < z=—(A-E,) "D,

so dafl in diesem Fall f genau den einen Fixpunkt — (A — En)f1 - b besitzt.



2.39 a) Eine reelle Zahl A € R heifit Eigenwert der Matrix A € R™*" wenn es einen
Vektor 0 # z € R®" mit A-z = X - x gibt.

b) Ist A € R ein Eigenwert von A, so gibt es einen Eigenvektor 0 # = € R™ mit
A-x = \-x, und wegen

Ax=A-(A2)=A-N-2)=X-(A-2)=X-A-2)=)\ 2
sowie
A x=A" (A 2)=A- N-2)=X-(A%2-2)=)X-(\-2) =Xz
ergibt sich
(A3—5En)-x:A3~x—5En~:L‘:)\3'x—5-x:()\3—5)-x;

damit ist A3 — 5 ein Eigenwert der Matrix A® — 5 E,,.

c) Sei A € RV mit A2 —2A+ E, = O. Ist A € R ein Eigenwert von A, so
gibt es einen Eigenvektor 0 # x € R" mit A-x = A -z, und wegen

A2 x=A-(A2)=A-N-2)=X-(A-2)=X-A-2)=)\ 2
ergibt sich
0:O-x:(A2—2A+En)-x:AZ-x—QA-a:—{—En-:U:
=Nz -2XAz+1l-2=N -2 +1)-z2=A—-1) =
wegen = # 0 also (A — 1)? = 0 und damit A\ = 1.
d) Wir verwenden das Kriterium

A € R ist Eigenwert von M € R™" <= Rang(M — \- E,) <n

Ist A Eigenwert von A, so ist Rang(A—\-E,,) < n, und fiir die transponierte
Matrix
(A=XN-E,) =AT—-(\-E,) =AT -\ E,

gilt damit
Rang(A" — \- E,) = Rang(A — \- E,,) < n;

folglich ist A auch Eigenwert der transponierten Matrix AT,



