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Klausurenkurs zum Staatsexamen (SS 2020):
Lineare Algebra und analytische Geometrie 1
— Losungsvorschlag —

1.1 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

221 + 4x9 4+ 6xz3 + 924 = 20
2$1 + 5%2 + 75[?3 + 12 Ty = 27
31’1 + 61’2 + 9]33 + 14[L’4 = 31

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

246 9 20 246 9] 20 ,

-1 m—3-I
A =25 712|217 | lo11 3] 7 I

36 9 14| 31 36 9 14| 31

246 9| 20 2 4 6 9] 20

o1 137 |™fo113] 7 |"3"

000 3] 1 0001 2

2 46 9] 20 202 9] 16

o110l 1 |"™"[o110] 1 |5

000 1] 2 000 1
2020 -2\,,/1010]-1
0110 1 |~2lo110] 1
000 1] 2 000 1] 2

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer ist z3 eine freie Variable,
und mit 23 = A € R beliebig erhalten wir fiir die drei gebundenen Variablen x1,

zo und x4 dann

e r1 +x3=—1,alsoxry =—1— A\,
e o +x3=1,alsox, =1— A, und

® 1y =2

folglich ist also

—1-A —1 —1

1—A 1 —1

L= \ | AeR ) = 0 +R~1
2 2 0

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.



1.2 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

31’1 — 21’2 — 6$3 + 4274 = 5
—x1 + 29 + 223 — 4dxy = -3
2x1 — w9 — 4dx3 + 234 = 3

rT — Tro — 2ZE3 + 2.7}4 = 2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

3 -2 -6 4 5
-1 2 2 —4 -3 oIV
Ay =1 5 1 24 o 3 e

1 -1 -2 2 2

1 -1 -2 2 2 1 -1 -2 2 2

-1 2 2 -4 -3 141 0 1 0 -2 | —1 | 21

2 -1 —4 2 3 2 -1 —4 2 3

3 -2 —6 4 5 3 -2 —6 4 5

1 -1 -2 2 2 1 -1 -2 2 2

0 1 0 -2 -1 Jw-s1| O 1 0 -2 —1 | m-u

01 0 21| 7 (o1 o —2|-1|vmn

3 -2 —6 4 5 0o 1 0 -2 -1
1 -1 -2 2 2 1 0 -2 0 1
0 1 0o -2 —1 L1 o1 0 —-2| —1
0O 0 0 0 00 0 O 0
0O 0 0 0 0 00 0 O 0

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer sind x3 und x4 freie Va-
riablen, und mit z3 = A € R und x4 = p € R beliebig erhalten wir fiir die beiden
gebundenen Variablen z; und x5 dann

e r1 —2x3=1,alsox; =1+ 2\, und

o 1y —2x4=—1,also xo = —142pu;

folglich ist also

142 1 2 0

B —1+2p ! 0 2
L= \ |\, neRp = 0 +R 1 +R 0
L 0 0 1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

1.3 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T + 2x9 — 13 =
To9 + 2%3 — 3ZE4

2[E1 + 41’2 — 2[E3 + Ty
ry + Tog — 3$3 + 3$4 =

Il
—w o



betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1
01 2 —=-3]0 nIr—2.1 01 2 —-3]0 V-1
Mol=19 4 5 103 oo o 11|

11 -3 3 1 11 -3 3 1

1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1

0 1 2 =310 VI 01 2 —-3]0 143111

0 O 0 1 1 00 0 1 1

0 -1 -2 3 0 0O 0 O 0 0
1 2 -1 0|1 1 0 -5 0| =5
01 2 0] 3 I—2.11 01 2 0 3
00 0 11]1 00 0 1 1
00 0 0O 00 0 O 0

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer ist z3 eine freie Variable,
und mit x3 = A € R beliebig erhalten wir fiir die drei gebundenen Variablen 1,
zo und x4 dann

e r1 —Hxy3=—b,alsoxr; =—-5+4+5x3=—-5+DA,

e o +2x3=3,alsoxy =3 —-2x3=3—2), und

o ry=1;

folglich ist also

—5+5A ) 5

3—-2A 3 -2

L= N | AeER p = 0 +R- ]
1 1 0

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

1.4 a) Fir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem

21’1 + 91’2 - 5173 + 12 Ty + x5 = 0
Ty + 4132 — 2?[73 + 5IL‘4 =0
T9 — X3 + 2x4 + x5 = 0

r1 + 51’2 — 3.’13'3 + 6$4 — X5 = 0

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten

29 -5 12 1 0 1 4 -2 5 0 0

1 4 -2 5 0 0 Il 29 -5 12 1 0
Ao=1o1 1392 10" lo1 212 1]o0
1 5 -3 6 -1 0 1 5 -3 6 -1 0

14 -25 010 14 -25 010

21 01 -1 2 1 0 V—I 01 -1 2 1 0
01 -1 2 1 0 01 -1 2 1 0

1 5 -3 6 -1 0 01 -1 1 -1 0



1 4 -2 5 0 0 1 4 -2 5 0 0
111 01 -1 2 1 0 IV-II 01 —-1 2 1 0
> o ard
00 0O 0 O 0 00 O 0 0 0
01 -1 1 =110 00 0 -1 =210
1 4 -2 5 0 0 14 -2 5 0| 0
M1V 01 -1 2 1 0 III-\(;I) 01 -1 2 110
00 0 -1 =210 00 0 1 210
00 O 0 0 0 00 0 0010
14 -2 0 =10 0 10 2 0 2 0
I-51V 01 -1 0 -3 0 1—4.11 01 -1 0 =310
> ~
I-2.1V 00 0 1 2 0 00 0 1 2 0
00 0 0 O 0 00 0 0 O 0

Da es genau zwei freie Unbestimmte, ndmlich x3 und x5, gibt, besitzt der
Losungsraum Ly des homogenen linearen Gleichungssystems die Dimension
dim Ly = 2. Eine Basis u1, us von Lg 1483t sich etwa dadurch bestimmen, daf
man fiir u; zum einen 3 = 1 und x5 = 0 und fiir u, zum anderen x3 = 0
und x5 = 1 wéahlt; dadurch ergibt sich

-2 -2
1 3
w = | 1 und Uy = | 0
0 -2
0 1

Fiir das gegebene inhomogene lineare Gleichungssystem

2.171 + 9132 — 5173 + 121‘4 + x5 = 3

Ty + 4xy — 2x3 + buay =0

To — X3 + 2x4 + w35 = 3

Ty + 51’2 — 3.’13'3 + 61’4 — Xy = 3
ist der Vektor x € R® mit 7 = —12, 25 = 3 und 23 = x4 = x5 = 0 wegen
2-(-12) + 93 — 5-0 + 12:0 + 0 = =24 + 27 =3
(-12) + 4-3 — 2:0 + 5-0 = —12 + 12 =0
3 - 0O + 20 + 0 = 3 =3
(-12) + 53 — 3-0 + 6:-0 — 0 = =12 + 15 =3

eine spezielle (partikulire) Losung.

Die Losungsmenge L eines inhomogenen linearen Gleichungssystems setzt
sich additiv aus einer speziellen (partikuldren) Losung dieses Systems und
dem Losungsraum Lg des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssy-
stems zusammen; damit ergibt sich hier

—12 -2 -2
3 1 3
L=x+Ly= 0 +R 1 1+R-|] 0
0 0 -2
0 0 1



1.5 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T+ T + Axry = 2
Ty — )\.’L’g + )\.1'4 =0

—I + Azs =0
T9 + )\2 Ty = 1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,[b). Es ist

1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
0 1 =X X | O 01 =X M| O
(Ax[b) = 10 A 0|0 ]|mu|lo1 x x| 2 |mn
0 1 0 XN|1 01 0 X|1
1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
01 =X XN]| O 01 =\ A 0
A g A
00 2Xx O 2 Jwv-n | 0O 0 2X 0 2 1
01 0 N1 00 X XN=)X]|1
1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
— 01 =\ A 0 — 01 =\ A 0
00 X 0 1 -t | 0 0 A 0 1|’
00 X XN=X]|1 00 0 AXA=1)|0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fir \e R\ {0,1}ist A # 0 und A (A — 1) # 0, und wir erhalten
— A(A=1)zy =0, also x4 =0,
— Axg =1, also x3:§,
— 29— Ax3+ Azy =0, also z9 = 1, und
—T1+ x4+ Axy =2, also 1 = 1.

Damit besitzt sich fiir jedes A € R\ {0, 1} das gegebene lineare Gleichungs-
(

1
system die einelementige Losungsmenge L = < 1
X
L \0
e Fiir A\ =0 gilt
1 100 2
0100|O0
000O0|O0

wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das fiir A = 0 gegebene
lineare Gleichungssystem unlosbar.

o Fiir A =1 gilt

(Ab) ~

S O O

e Rl R S
[

S O ==

O = O N



damit ist x4 eine freie Variable, und mit x4 = o € R beliebig ergibt sich
r3 = 1 sowie xo —x3+ x4 =0, also ro = 1 — a, und z1 + 9 + x4 = 2, also
x1 = 1. Somit ist

1 1 0

11—« 1 -1

L= 1 laeR ) = 1 +R- 0
«Q 0 1

die Losungsmenge des durch (A;|b) gegebenen Gleichungssystems.

1.6 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

Ty, — Ty + sxs + Ty = 1

To — 2 T3 + Ty = 0
r, — 2x9 + sxy — 28sxy = —1
1 + 2(s—1)xs + 3x4 = 2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (Ag|b). Es ist

1 -1 s 1 1
0 1 -2 1
(Asfp) = 1 =2 s —2s | —1
1 0 2(s—1) 3 2
1 -1 S 1 1
- 0 1 -2 0
I-1I 0 -1 0 —2s—1 -2
1 0 2(s—1) 3 2
1 —1 s 1 1
0 1 —2 1 0
AN
V-1 0 -1 0 —2s—1 -2
0 1 s—2 2 1
1 -1 S 1 1 1 -1 s 1 1
- 0 1 -2 1 0 — 0O 1 =2 1 0
TIT411 0 0 -2 —2s| =2 IV-II 0O 0 -2 —-2s/| =2
0 1 s—2 2 1 0 O s 1 1
1 -1 s 1|1 1 -1 s 1 1
- 0 1 -2 1|0 - 0O 1 =2 1 0
~Lm 0 0 1 s| 1 Jwv-sm| O 0 1 S 1
0 0 s 1 1 0O 0 0 1—¢2 1—s

Dies legt die Fallunterscheidung 1—s% = 0, also s = 1 oder s = —1, und 1—s2 # 0,
also s ¢ {—1,1} nahe:

Fiir s = 1 gilt
1 -1 1 1]1
001 -2 1[0
A~ 19 0 1 11|
00 0 0|0

mit x4 = A € R beliebig erhélt man



e r3t+xry=1alsors=1—x4,=1—- A\,
e 15 —2x3+x4=0alsoxs =223 —24=2(1—X) —A=2-3), und
o v —xytr3tay =1l alsoxr; =14+x—w3—24=1+(2-3N)—(1-A)—A=

2—3X\;
2 — 3\
o 2 -3\ D y
damit ist L, = 1 | A € R} die Losungsmenge fiir s = 1.
A
Fiir s = —1 gilt
1 -1 -1 1 1
0 1 -2 1 0
Aalb =g g 1 |1 [
0O 0 0 0 2
damit ist das Gleichungssystem fiir s = —1 nicht losbar; es ist L_; = ().

Fiir s ¢ {—1,1} ist 1 — s*> # 0, und wir erhalten

2 _ _1-s _ 1
o (1-s)zy=1-s,als0x4={=5= 1,
° x3+sx4:1,alsox3:1—3x4:1—s-1+r8:1+r8,
° x2—2x3+3:4:0,alsoa:2:2x3—.r4:2-l—h—l—;zl—is,und
1 1 1 1
e r1—rot+sx3try =1, alsor; = 1+r9—sx3—74 = 1+m—s-1—+8—1—+5 = 75
1
damit ist L, = { —— L die Losungsmenge fiir s ¢ {—1,1}
i s=4 1 | i g ge fii ,1}.
1

1.7 a) Fir das gegebene lineare Gleichungssystem

I + i) + STy = 2
Ty + sTy + w3 = —1
sty + 1z + x3 = —1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A;|b). Es ist

1 1 s 2 1 1 S 2
1 s 1| -1 |% [0 s—11-5| -3 |"&
s 1 1| —1 s 1 1 —1
1 1 S 2
0 s—1 1-—s -3 R
0 1—s 1—¢2 —-1—-2s
1 1 S 2
0 s—1 1—s5 -3 ;

0 0 2—5—g° —4—2s

wegen
s—1=0 «— s=1



und
2—5—8"=(2+5)(1—8)=0 < s=-2 oder s=1
legt dies die folgende Fallunterscheidung nahe:

e Firse R\ {—2,1}ist s—1#0und 2 —s—s*= (2+s)(1 —s) #0,
und wir erhalten

—4-9s —2(2+s
(25— )y = —d 25, also = i — A 2
—(s=1Dz+ (1 —s)zs = -3, alsozy = 5 (-3—(1—5)- %) =
—— und
—x1+x2+sx3:2,alsox1:2—(—ﬁ)—s-%:—ﬁ
Damit ist
1 -1
L= 1 -1
ST\ 2

die Losungsmenge des durch (A,|b) fiir ein s € R\ {—2,1} gegebenen
Gleichungssystems.

o Fiir s = —2 gilt

11 2] 2
(AL~ [0 =3 3 | =3 |;
00 01 0

damit ist z3 eine freie Variable, und mit x3 = A € R beliebig ergibt
sich =3 x5 +3x3 = —3, also 9 = A + 1, sowie 1 + x5 — 223 = 2, also
r1 = A+ 1, esist also

A+1
L= A+1][AeR
A

die Losungsmenge des durch (A_s|b) gegebenen Gleichungssystems.
o Fiir s =1 gilt
1 11 2
(A1)~ 0 O O | =3 |;
00 0| —6

aufgrund des Widerspruchs in der zweiten (oder dritten) Zeile ist das
durch (A;]b) gegebene Gleichungssystem nicht losbar, es ist also L = ().

b) Ist r = Rang(A) der Rang der Koeffizientenmatrix A, so ist d = 3 — r die

Dimension des Losungsraumes des homogenen Gleichungssystems A -x = 0.
Da sich geméafl den Berechnungen unter a)

1 1 S
A~ 10 s—1 1—s
0 0 2—s5—g2

ergibt, treffen wir erneut die folgende Fallunterscheidung:

e Firse R\ {—2,1}ist s—1# 0 und 2 — s — s* # 0, woraus sich r = 3
und damit d = 0 ergibt.



e Fiir s = —2 erhalt man

1 1 =2
A~ |0 =3 3],
0 0 0

woraus sich » = 2 und damit d = 1 ergibt.

e [iir s = 1 erhalt man

A~ 10 0 0],
000

woraus sich » = 1 und damit d = 2 ergibt.

1.8 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T + Axs + Ax3 + Axy = 1
Ty + )\513'2 + 2\ T3 + 2\ Ty = 2
1 + Azy +  Azy 4+ 223y = 1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|by). Es ist

1 A+1 2\ 2\ | 2 1 A A A 1
(Aslby) = 1 A A A 1 1ol 1 A+1 2\ 22| 2
1 A 20 2\ | 2 1 A 20 2\ | 2
1 A A220 |1 1 A A220 |1
1 A X A1 1 A N0 1
11 01 X x| 1 -1V 01 XN O] 1
m-,iv-i{ 0 0 X A| 1 Juovim—v| 0O 0O X 0] 1
00 0 A|O 000 A|O

1 X0 0] 0 100 0] 0

I-III 01 000 Jiaox|f O1O0O0]O0

mm | 00 A 0] 1 00 AO]|1

000 AN|O 000 AN O

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Fiir A =0 ist
1 00 0| O0
01 00| 0
0O 00O O
und damit

Rang(Ap) = 2 < 3 = Rang(Ao|bo),
folglich ist das lineare Gleichungssystem unlésbar.

e Fiir A\ # 0 ist das lineare Gleichungssystem wegen

Rang(A,) = 4 = Rang(A,[by)



l6sbar, wobei fiir die Losungsmenge L), dann
dim(Ly)) =4 — Rang(A,|by) =4—-4=0

gilt; die eindeutige Losung bestimmt sich zu

0

0

I’)\: l

X

0

1.9 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

xr, + 25173 — Ty = —2
2.731 + To + 7.7}3 = -3
—3r1 + 225 + ary = 8
r1 + 229 4+ 8x3 + 3x4 = b

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A4,|b,). Es ist

1 0 2 —1]| =2 1 0 2 —-1]| =2
2 1 7 0 -3 I—2.1 0O 1 3 2 1
(Aabr) =11 Z5 5 8 Tl =3 2 0 o 8
1 2 8 3 b 1 2 8 3 b
1 0 2 -1 -2 1 0 2 -1 —2
11431 01 3 2 1 V-1 0 1 3 2 1
0 2 6 a—3 2 0 2 6 a—3 2
1 2 8 3 b 0 2 6 4 b+ 2
1 0 2 -1 -2 1 0 2 -1 —2
11211 01 3 2 1 IV—2.1T 0 1 3 2 1
00 0 a—-7 0 0 0 0 a—-17 0
0 2 6 4 b+ 2 0 0 0 0 b

Damit ist das lineare Gleichungssystem genau dann lésbar, wenn b = 0 gilt; dabei

ergibt sich

e fiir a = 7 wegen

1 02 —1| -2
01 3 2 1
00 0 O 0
—2=2X+pu
die Losungsmenge L = 1_3/)\\_2M | A, € R » sowie
1
o fiir a # 7 wegen
1 0 2 -1 -2 1 02 —1| =2
01 3 2 1 |01 3 2| 1
(Aalbo) > 5 0 0 a7 0 “ looo 1| 0
0 0 O 0 0 00 0 O 0



—2-2)
1-3X
A
0

die Losungsmenge L = | eR

1.10 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

2x1 + 19 = 0
x|y + 2332 + T3 =0
To + 23 + e = 0

3 + axry = f

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A, |bg). Es ist

210010 210 0] 0
|t 210[0 |30 321 0]0 |m-3n
albs) =101 910 " loil21]o0 W
001 ol p 001 al| B
2100 210 0 0
0210 0 e 021 0 0
s 2 2
003 1[0 003 1 0
001 al B 000 a-3]23

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fiir a # 3 ist a — 2 # 0 und damit
Rang(A,) = 4 = Rang(Aq|bs),

weswegen das lineare Gleichungssystem genau eine Losung besitzt.
° Fﬁra:%undﬁ#()ist

Rang(A.) = 3 < 4 = Rang(A.|bs),
weswegen das lineare Gleichungssystem keine Losung besitzt.
° Fﬁraz%undﬁinst
Rang (Ag) = 3 = Rang (A%|b0> ,

weswegen das (wegen by = 0 sogar homogene) lineare Gleichungssystem
einen Losungsraum L der Dimension dim(L) = 4 — 3 = 1 besitzt; wegen

21 0 0] 0
0 % 1 010
(A%|b°> Tlo0o 1o
00 0O0]O0
ist x4 eine freie Variable, und einen Basisvektor von L erhélt man etwa durch
die Wahl x4, = 4 mit %.Tg + x4 = 0, also x3 = —3, sowie %xz + x3 = 0, also
x9 =2, und 221 + x5 = 0, also x1 = —1, und folglich ist
-1
2
L=R- 3



1.11 Fiir das in Abhéngigkeit vom Parameter t € R gegebene lineare Gleichungssystem

—x + 3z = 3
(Gy) -2z — ty + =z = 2
r + 2y + tz =1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A; | b) und erhalten

-1 0 3|3 -1 0 3 i
A )= =2 =t 1|2 || 0 —t —5|—-4 |
1 9 +11 IIT4-1 0 9 t—l—?) 4 II 111
1 0 -3 ]-3 10 -3 -3
~ 0 2 t+3| 4 ~ 0 2 t+3 4 ,
0 —t =5 |—4 ) "2\ 00 Lt+3)—5[2¢t—4
wodurch wegen
t t-(t+3)—10 t24+3t—10 (t+5)-(t—2
St+3)—5= <+2) - +2 _ )2( )

die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

a) Firt € R\ {-5,2} ist also £(t +3) — 5 # 0 und damit Rang(4,) = 3 =
Rang(A; | b); folglich ist das lineare Gleichungssystem (G;) 16sbar ohne freie
Variable, also eindeutig 16sbar.

e Bsist (§(t+3)—5)-2=2¢—4, also

2t—4 2t-2) 4
Lt +3)-5  f(t—2)(t+5) t+5

e damit 2 -y + (t +3) -z =4, also

1 4 4 (t+5)—(t+3) 4
=—(4—-(t+3)-—— | =—=" =
Y 2( (t+3) t+5) 2 t+5 (45
e und damit x — 3 -z = —3, also
4 (t+5)—4 —=3(t+1)
:—3 3.—:_3. — .
* * t+5 t+5 t+5

folglich ergibt sich in diesen Fillen die jeweils einelementige Losungsmenge

1 =3(t+1)
Li={ - 4
t+ 4
b) Fiir t = —5 ergibt sich
1 0 =3| =3
(As|b)~ | 0 2 —2| 4
00 0 |-14

und damit Rang(A_5) = 2 < 3 = Rang(A_; | b); folglich ist das lineare
Gleichungssystem (G_j5) nicht losbar, besitzt also keine Losungen.



c) Fir t =2 ergibt sich

1.12 a)

1 0 —3|-3
(A |b)~ | 0 2 5| 4
00 0]0

und damit Rang(A;) = 2 = Rang(A, | b); folglich ist das lineare Gleichungs-
system (G2) l6sbar mit einer freien Variablen, besitzt also mehrere Losungen.

o Mit z = X € R beliebig ist

e damit 2-y+5-z2=4 alsoy=35(4—-5-1)=2—-2 )
e und damit x —3-2= -3, alsoxr = -3+ 3 \;
folglich ergibt sich in diesem Fall die Losungsmenge
-3+ 3A -3 3
Ly = — g)\ |AeRp=| 2 | +R- —g
A 0 1
Es ist
1 1 0 1 2 1 1 0 1 2
2 1 1 0 3|u2aa]O0 -1 1 —2 —11 man
A = o d A
O 2 -2 1 1)wea |0 2 =2 1 1 IV+3II
-1 2 -3 2 0 0o 3 -3 3 2
1 0 1 -1 1 1 0 1 -1 1
. 0o -1 1 -2 -1 . 0 -1 1 -2 -1}
O 0 0 -3 -1]w-ax|O O O =3 -1/’
0O 0 0 -3 —1 0O 0 0 O 0

damit ist Rang(A) = 3, so dass sich fiir den Losungsraum Ly C R® des
homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 dann

dimLy=5—3=2

ergibt. Es sind z3 und x5 die beiden freien Variablen, und etwa durch die
Wahl 3 = 1 und x5 = 0 sowie x3 = 0 und x5 = 3 erhélt man in

-1 —4
1 —1
u =1 1 und up =1 0
0 -1
0 3

eine Basis von Ly mit Lo =R - u; + R - us.

Es ist 2, € R® genau dann eine Losung des inhomogenen linearen Glei-
chungssystems A -z = b fiir ein b € R*, wenn

11 0 12 é 4
2 1 1 03 11
b=Am=19 9 211 31__ -5
12 -3 20 ~12



113 a)

gilt; fiir die Losungsmenge L von A - x = b ergibt sich dann

1 -1 —4
0 1 -1
L=x,+Lo=| 3 |+R-| 1 | +R-| O
-1 0 —1
2 0 3

Fiir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem A - x = 0 mit der
Koeffizientenmatrix

-1 5 4 -6
2 -3 -1 5
A= 3 1 4 2
4 =2 2 6

betrachten wir die zugehdrige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|0); dabei
ergibt sich

-1 5 4 —-61|0
_ 2 -3 -1 5 0 1421
(4]0) = 3 1 4 2 0 HI+3I V441
4 =2 2 6 0
-1 5 4 -6 0 4 -6 0
o 7 7 =7 0 11 0 1 -1 0
o d A o d
0 16 16 —-16 | O 0 16 16 —16 | O
0 18 18 —18 | O 0 18 18 —18 | 0
-1 0 -1 -1 0
1-511 O 1.1 —-11]20
I—16-11, IV—18-11 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Damit sind die beiden Variablen x3 und x, frei, so dafl man den Lésungsraum

~1 ~1
~1 1
Li=R-| [ |+R-| |
0 1

erhalt.

Fiir eine Matrix A € R™*" ist genau dann das lineare Gleichungssystem
A-x = b fiir jede rechte Seite b € R™ losbar, wenn Rang(A) = m erfiillt ist;
da hier

Rang(A)=2<4=m

gilt, gibt es Vektoren b € R*, fiir die das lineare Gleichungssystem A -z = b



unlosbar ist. So ergibt sich etwa fiir b = e3 mit den obigen Umformungen

1 5 4 —6] 0 15 4 —61]0
2 -3 -1 5|0 0 7 7 —710
A)=1 5 1 4 o1 [ 0 1616 —16] 1|
4 -2 2 6 |0 0 18 18 —18| 0
1 5 4 —610 10 -1 =110
o ol ot —1jo |
0 16 16 —16| 1 00 0 o01]1]|°
0 18 18 —18| 0 00 0 010

wegen Rang(A|b) = 3 > 2 = Rang(A) ist also das lineare Gleichungssystem
A -z =0 fiir b= ez unlosbar.

1.14 Fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) gilt

III-11, IV4II

2 3 4 5 91 10
1 2 3 4 5 6
(Afp) - 11 1 1 4| 4
1 0 -1 -2 3 2
1 1 1 1 4 4
- 1 2 3 4 5 6
LTI 2 3 4 5 9| 10
1 0 -1 -2 3 2
1 1 1 1 4 4
-1 0 1 2 3 1 2
II—21, IV—I 0 1 2 3 1 2
o -1 -2 -3 —-1| -2
1 0 -1 =2
-1 0 2
0
0

S O =
(]

S O W

S O NN

damit ergibt sich:

a) Fiir die Koeffizientenmatrix A € R**® gilt Rang(A) = 2, so da8 sich fiir die
Dimension des Losungsraums Ly des homogenen linearen Gleichungssystems
A-x =0 dann dim Ly = 5 — 2 = 3 ergibt. Eine Basis von Lj erhilt man
etwa dadurch, dafl man fiir die drei freien Variablen z3, x4 und x5 die Wahl
r3 = 1 mit x4y = x5 = 0 bzw. 24 = 1 mit 23 = x5 = 0 bzw. x5 = 1 mit
x3 = x4 = 0 trifft; dementsprechend bilden die drei Vektoren

1 p -3
—2 -3 —1
=11, =] 0|, bs=] 0
0 1 0
0 0 1

eine Basis von L.



b) Wegen Rang(A|b) = 2 = Rang(A) ist das inhomogene lineare Gleichungssy-
stem A-x = bl16sbar, und eine partikuldre Losung x,, erhélt man etwa durch
die Wahl der freien Variablen x3 = x4 = x5 = 0, wodurch sich die gebunde-
nen Variablen zu x; = 2 und x5 = 2 errechnen. Die allgemeine Losung von
A - x = b, also die Losungsmenge L des Gleichungssystems, ist dann

2 1 2 -3
2 —2 -3 —1
L=xz,+Lo=|0|+R- | 1 [+R-] 0 |+R-[ 0
0 0 1 0
0 0 0 1

c) Die Matrix M = (e, 3, by, by, b3) € R7*5 ist wegen

10 1 2 -3
01 —2 =3 —1|

det(M)=10 0 1 0 0| 15_1-290
O O 0 1 O matrix
00 0 0 1

invertierbar, so daf ihre Spalten e;, e, by, by, b3 eine Basis des R® sind.

b
1.15 Fiir jeden Spaltenvektor b = 22 € R* gilt
3
by
1 410 by 1 410 by
| -1 =2 0 0 by | 141 0 2 1 0 by+by | m-
(Alp) = 1 42206 |7 1 4 2 2 by
-1 =2 1 2| by -1 -2 1 2 by
1 410 by 1410 by
0 2 1 0| by+bg V11 0 2 1 0| by+b | 1v-n
0 01 2| bs—b 001 2| b3—10
-1 -2 1 2 by 0 2 2 2| by+b
1410 by 1410 by
0 21 0] by+0b V1T 0210 by + by
001 2| b3—10© 001 2 bs — by
00 1 2| by—by 00 0 0 by—0by—bs+b
a) Damit besitzt das lineare Gleichungssystem A -z = b genau dann keine

1

Losung, wenn by — by — by + by # 0 gilt; somit ist L = ) fiir b = 8 € R

0

b) Das lineare Gleichungssystem A - x = b besitzt genau dann (mindestens)
eine Losung, wenn by — by — b3 + by = 0 gilt. In diesem Fall erhélt man aber

1410] b
021 0| bytby |,

A1 001 2] byt |
0000 0



damit ist x4 eine freie Variable, und das lineare Gleichungssystem besitzt
schon unendlich viele Losungen. Folglich kann es kein b € R* gegen, so daf
das lineare Gleichungssystem A -x = b genau eine Losung besitzt.

c) Esist
1 4 10| 1 1 41011
-1 -2 0 0] 1 02101 2
Ab=1 1 422/ 1| |oo0o12|0]
-1 -2 1 2] 1 000O0}O0
mit x4 = A € R beliebig erh&lt man
o r3=—2x4=—-2),
e 21o=2—13=2+4+2\ alsoxy =14+ A\, und
Damit ist
—3—-2A -3 —2
14+ A 1 1
L= o) | AeR ) = 0 +R- 9
A 0 1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.
1.16 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 1 1 1
1 2] fira€eR und b=1]2
2 a

3

A, = | —a
-2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|b). Es ist

1 1 1] 1 11 1 1
Ap)=| =a 1 2] 2] " [0 14a 24a| 24a | ~
9 9 ¢ 3 IIT+2-11 0 4 2—|—CL 5 IIT1I
11 1 1 11 1 1
0 4 2+a| 5 ~ 0o 4 2+a 5
0 1+a 2+a| 24a )™\ 0 4(1+a) 42+a) | 42+0)
11 1 1
~ 0 4 24+a ) ,
M=\ g 0 3-a)(24a) | 3—a

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Firae R\ {—2,3} ist 3—a # 0 und 2+ a # 0, und wir erhalten

- B3—a)2+a)xz3=(3—a), alsoxgzﬁ,

24a __ —
— 4wy + 570 =5, also xy = 1,

*x1+1—|—2_+a:1,a180$1:—2_+a.



Damit besitzt das gegebene lineare Gleichungssystem genau eine Lésung mit

1

"~ 2+a
L, = 1
1
24a
o Fiir a = —2 gilt
1111
(Alb)~ 1 0 4 0| 5 |;
00 0] 5
wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das gegebene lineare Glei-
chungssystem fiir a = —2 unlésbar.
e Fiir a = 3 gilt
11 11
(Aglb)~ [ 0 4 5| 5 |;
0 00| O0
damit ist x3 eine freie Variable, und mit z3 = A € R beliebig ergibt sich

42945\ =5, also x5 = 3 — 3\ sowie xl—l—%—%)\—l—)\ =1, alsoxr; = —}L—i-}l/\.

4 4
Somit ist
1 1 1
Ls = S_2x ) [xeRy=[ 3 | +R-| -5
A 0 4

die Losungsmenge des durch (As|b) gegebenen Gleichungssystems.

1.17 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 2 3 1
A=1]2 t 7 und b=13
3 t+2 t+4 4
betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b); dabei ergibt
sich
1 2 3
Apy=|(2 ¢ 7 =
3 t4+2 t+4| 4 )
1 2 3 1 2 3 1
~wlot—4 1 |1 |"™"[0o¢t-a 1 |1],
0 t—4 t—5 1 0 0 t—6 1] 0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
o Fiirt € R\ {4,6} ist t — 4 # 0 sowie t — 6 # 0 und damit
Rang(A|b) = 3 = Rang(A),

weshalb das lineare Gleichungssystem A - x = b losbar ist; da keine der
Variablen frei ist, ist das System eindeutig losbar.



e Fiirt =4 ist

1 2 3 1 1 2 3|1
Ay~ oo 1|1 |"™E" (00 1] 1],
00 =20 00 0] 2
und wegen
Rang(A|b) =3 > 2 = Rang(A)
ist das lineare Gleichungssystem unlosbar.
o Fiir ¢t =6 ist
1 2 31 10210
Apy~lo 211 | 1o21]1],
00 0] O 00 0] O

und wegen

Rang(A|b) = 2 = Rang(A)

ist das lineare Gleichungssystem lésbar; da fiir die Losungsmenge L dann
dimL =3 —Rang(A)=3—-2=1

gilt, ist das System mehrdeutig 16sbar, und es gilt

L= +R- | -1

oni= O

1.18 Das lineare Gleichungssystem A - x = b mit der Koeffizientenmatrix A € R™*"
und der rechten Seite b € R™ ist genau dann losbar, wenn

Rang(A) = Rang(A|b)
gilt; in diesem Fall gilt fiir die Dimension d des Losungsraumes

d =n — Rang(A).

Hier ist
1 2 0 « 1
A=[2 6 -2 0 | eR¥ und b= 0 e R3.
36 a o 3+ 0
a) Wegen
1 2 0 « 1
Ap) =2 6 -2 0 0 o
36 a 2| 3+p )"
1 2 0 «Q 1
> 0 2 -2 —2« —2
00 o a®?=3a| B

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:



e Im Fall o # 0 ist
Rang(A) = 3 = Rang(Alb);
damit ist das Gleichungssystem (unabhéngig von £3) lsbar, und es gilt
d=4—-3=1.
e Im Fall o =0 ist

2, falls g =0,

R A)=2 d R Alb) =
ang(4) =2 und  Rang(AJ}) {3’ B 520

damit ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn = 0 ist, und
esgiltd=4—-2=2.

b) Im Fall o = 8 = 0 ergibt sich

12 0 0] 1 10 2 0] 3
Ap)~02 20| 2|~ (02 20| —2];
o0 0 o/ 0o /J"™\Xo0oo0 0o ol o

damit sind x3 und x4 die freien Unbestimmten, und man erhélt die Losungs-

menge
3—2A\
-1
L= A N |\ peR
I
Im Fall a = 8 =1 ergibt sich
12 0 1 1
(Alp) ~ | 0 2 -2 —2| =2 ~
00 1 -9 ) 142111

120 111 100 7|1
020 6|0|~ (020 -6|0]:
001 -=211/""\oo0o1 —2|1

damit ist z, die freie Unbestimmte, und man erhalt die Losungsmenge

1-7A
3\
L=31142x|1*ER

A

1.19 a) Die Matrix A € R3*3 ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist;
wegen

~+
[\

RV (612 4 Y) — (282 + 12+ 312) =

Sarrus

1 ¢
det(4) = |t 2 t
1t 3

_ 44 2 Satz von 2 2
=t' =5t 46 " =" (7 -2) (- 3)

ist dies genau dann der Fall, wenn t* # 2 und t* # 3 ist, also genau fiir

te R\ {£v2,£V3}.



b) Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem betrachten wir die zugehorige
erweitere Koeffizientenmatrix und erhalten

1 ¢t 21 1 t 2 1
A=t 2 ¢]2 " 02— t—8|2-1t ],
1 ¢ 3/1/)™"\o o 3-¢| 0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir t € R\ {£v2,+/3} ist die Koeffizientenmatrix A € GL3(R) in-
vertierbare und damit das lineare Gleichungssystem eindeutig losbar;
wegen 2 — t2 # 0 und 3 — 2 # 0 ergibt sich

— zunéchst (3 —t?) z3 = 0, also z3 = 0,
2—1

— dann (2= )2y + (1 %) 2y =2~ t, abso 1y = -,

und

— schliefllich z; + t zo + t? x5 = 1, also

2—t (2—#)—&2—ﬂ::2—2t

r1=1—-1- = ,
! 212 212 212
zusammen also
2-2¢
22_—ttz
L=q\2o2
0

e Fiir t = +/3 ist 2 = 3 und damit

1 t 3 1
(Alb)~ [ 0 -1 —2t|2—¢t | ~
0 0 0 0 I+4+¢-11
1 0 3—=2#|142t—1¢>
~ 10 -1 —2¢ 2t s
0 0 0 0 (=D

1 0 =3|2t-2
~ 101 2t t-2
00 O 0

wegen Rang(A) = 2 = Rang(A | b) ist das lineare Gleichungssystem
losbar, und fiir die Losungsmenge L mit dim L = 3 — Rang(A) = 1
ergibt sich

2t -2 3
L=1t-2 | +R-[-2¢
0 1

e Fiir t = +/2 ist #2 = 2 und damit

1t 2| 1
(A[b)~ [ 00 —t|2—t | =
00 1] 0 “
1t 2] 1 1t 2] 1
~ oo 1] 0 e 0010 :
00 —t|2—¢ N0 0 02—t



wegen 2 —t # 0 ist Rang(A) = 2 < 3 = Rang(A | b), und damit ist das
lineare Gleichungssystem unlosbar.

1.20 Das lineare Gleichungssystem M -z = b mit einer quadratischen Koeffizien-
tenmatrix M € R™ ™ und der rechten Seite b € R™ ist genau dann eindeutig
losbar, wenn M € GL,(R) invertierbar ist; in diesem Fall ist die Losungsmenge
L = {M~" b} einelementig. Ansonsten ist Rang(M) < n, und M -z = b ist im
Falle Rang(M) < Rang(M|b) unlosbar sowie im Falle Rang(M) = Rang(M|b)
wegen dim L = n — Rang(M) > 1 mehrdeutig 1osbar.

a) Fiir die in Abhingigkeit von a € R gegebene Matrix A, € R*** gilt

a 0 0 11—« a 0 0 11—«
- 1 1 0 0 Spaiten 0 1 0 0 Laplace
det(Aa) =11 1 3 0 | T 001 =1 0 |1 s
1 1 -1 -1 0o 1 -1 -1
1 0 0 .
— ()" a1 =1 0| PES e (1 (=1) - (<) = o,
1 _1 _1 matrix

so daB sich fiir B, = A A € R¥* unter Verwendung des Determinanten-
multiplikationssatzes

det(B,) = det(A, - Ag) = det(A,) - det(Al) = (det(Aa))2 = a?
(Aa)
=det(Aan

ergibt. Damit ist das lineare Gleichungssystem B, - = b genau dann ein-
deutig 16sbar, wenn det(B,) # 0 ist, also genau im Falle o # 0.

b) Fiir a = 1 besitzt das lineare Gleichungssystem B; - x = b gemif} a) eine
eindeutig bestimmte Losung; dabei gilt

= Al-(AlT-x):b — (Al-y:b und AlT-x:y).

Wegen
10 0 0] 3 10 0 013
11 0 0]-1 11 0 0 -1
Ay =11 7 25 o2 |wiu| 11 21 02 |u
11 -1 —1|—4 00 0 —-1]-2
10 0 0] 3 10 0 0] 3
lrr o0 of-t | 01 0 0]
00 -1 0|-1]uz1| 00 -1 0]-1
00 0 —1[=2 00 0 —1|-=2
ist zunéchst
3
v=1 4 e R%,



und wegen

11 1 1713 10 0 017
Ty 101 1 1 |—4 01 1 1 |—4
Al =100 -1 -1/ 1 [l oo -1 —1]1 |
00 0 -1 2 00 0 —-1]2
10 0 0|7 10 0 0|7
o1 0 0)=3 " 01 0 0]-3
00 -1 —-1|1 m-v [ 0 0 =1 0 | -1
00 0 —1]2 00 0 —1]2
ergibt sich schlielich die Losung
7
xr = _13 c R
—2
x
1.21 Esist P = | y | € R? genau dann ein gemeinsamer Punkt der drei Ebenen
z
E, + z — ty — 2z + 1 =0
Ey, @ 22 — gy — 5z — A =0
Es : 4z + Ay — 62z — pu = 0

wenn seine Koordinaten den drei Ebenengleichungen geniigen, er also Losung des
inhomogenen linearen Gleichungssystems

r — 4113/ - 2z = -1
22 — gy — 5z = A
dr + Ay — 6z = L

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A[b) fur

1 -3 =2 -1
A=12 —g —5] e R3S und b= )N | eR?
4 N -6 W

1 1
1
det(A): 2 —g — :(15—1—5—4/\)—(20—5)\+3):)\—3,
4

so daB fiir A € R\ {3} die Matrix A wegen det(A) # 0 invertierbar ist; folglich
ist in diesem Fall das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem eindeutig
l6sbar, die drei Ebenen E;, Fs und E3 schneiden sich also in genau einem Punkt.



Fiir die hier zu betrachtenden Félle mufl also A = 3 gelten, und dabei gilt

1 -1 -2|-1 4 -1 -8 |4
(Apy=| 2 -2 —5| 3 Zji»III 4 -5 —10| 6 :1 II
4 3 —6| u 4 3 -6
4 -1 —8| -4 4 -1 —8| -4
0 —4 —2| 10 — [0 -4 —2| 10 |,
II+IV

0 4 2 |pu+4 0 0 0 |p+14

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
o Fiir p e R\ {—14} ist u+ 14 # 0 und damit
Rang(A) = 2 < 3 = Rang(A|b);

folglich ist das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem unlosbar, und
die drei Ebenen E;, F5 und E3 haben keinen gemeinsamen Punkt.

e Fiir p = —14 ergibt sich

4 -1 —8|—4
(Alp)~ | 0 —4 =210 |,
00 010

so dafl das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem wegen
Rang(A) = 2 = Rang(A|b)

l6sbar ist und die Losungmenge L die Dimension 3 — Rang(A) = 1 besitzt.
Folglich schneiden sich die drei Ebenen E;, E5 und F3 in der Geraden

4 15
L=-4]+R.-| 4
3 8
1.22 a) Wir betrachten fiir das durch die beiden Parameter a, b € R gegebene lineare
Gleichungssystem
r + (2—b)$2 — 2233 = 1-b
Tg — 223 + x4 = a-—1
2, — 2bxy + w3 — x4 = 3—a—2b
die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten
1 2-b =2 0 1—-b
o 1 -2 1 a—1 ~

II1-2-1

2 =20 1 —-1| 3—a—20

1 2—-b =2 0 1-b
~ 0 1 -2 1 a—1 ~
0 —4 5 1l 1-a I44-11
1 2—-6 -2 0 1-b
~ 0 1 -2 1 a—1 ~
0 0 -3 3| 3a—3 ) (=5)m
1 2—-b =2 0 1-5
~ 0 1 -2 1 a—1

0 0 1 -1 1-a



Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar, und besitzt in x4 genau eine
freie Variable; folglich ist die Losungsmenge L eine (affine) Gerade. Fiir
eine partikuldre Losung =, des inhomogenen Gleichungssystems (also einen
Tréagerpunkt von L) ergibt sich fiir x4 = a dann

e r3—xy=1—a,alsoxs=(1—a)+z4=1,

e 1y —2x3+xy=a—1,alsoxs =(a—1)+2x3 — x4 =1,

e 1+ (2—b)xyg—2z3=1—-b,alsor; =(1—-0)—(2—-0)zy+ 223 =1,
insgesamt damit

=01 11 a)';

fiir einen Basisvektor u des Losungsraums des homogenen Gleichungssy-
stems (also einen Richtungsvektor von L) ergibt sich fir z4 = 1 dann

o 13—1x4=0,also z3 =24 =1,

e 1y —2x3+1x4=0, also 19 =223 — x4 = 1,

[ $1+(2—b>l’2—2l’3 :0, also T = —(Q—b)372+21’3 :b,
insgesamt damit

wu=0b 11 1)".
Folglich erh&lt man

1 b
1 1
L=xz,+R-u= 1 + A 1 | eR
a 1
Der Punkt
1 b 14+ Ab
|1 Il | 1+A
r=14 + A = 14 el
a 1 a—+ A

fir ein A\ € R liegt genau dann in der Hyperebene H des R* mit der Glei-
chung
1+ X2+ T3+ x4 :0,

(L4 AD)+ (L+A) + (1+X)+ (a+A) =0,

also
b+3)A+B3+a)=0 bzw. (x) (b+3)A=—-(3+a)

gilt; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:
o Fiir b # —3 besitzt (%) genau eine Losung, ndmlich \ = —i’j—g; folglich
ist L N H ein Punkt.
e Fiir b = —3 besitzt () die Gestalt 0 = —(3 + a) und damit
— fiir a # —3 keine Losung, weswegen dann L N H leer ist, sowie
— fiir a = —3 die Losungsmenge R, weswegen dann L C H gilt.



1.23 a) Der gegebene Teilmenge

U:{xER”zn:xi:O}
i=1
ist der Losungsraum der homogenen linearen Gleichung
(1) T +xo+ ... +x,=0
in den n Unbestimmten 1, x», . . . , x,; da die zugehorige Koeffizientenmatrix
Ar=(1 1 ... 1) eR™
den Rang 1 besitzt, ergibt sich fiir den Unterraum U von R™ dann
dim(U) =n — Rang(A;) =n — L.

b) Da U’ als der Losungsraum der in Abhéngigkeit von aq,as,...,a, € R
gegebenen homogenen linearen Gleichung

(I1) a1 + asxo + ... +apx, =0

definiert ist, stellt U N U’ den Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems

(1) T + Ty + ... + z, = 0
(IT) ary + asrs + ... + apxr, = 0

dar; fiir die zugehorige Koeffizientenmatrix ergibt sich

(1 1 ... 1) (1 1 . 1 )
A2 — A
ar Qs ... Qp) H-a 1 \O ax—a; ... a,—a

und damit

1, falls ap—a; =0 firalle k €{2,...,n},

R Ay) =
ang(As) {2’ falls ar, — ay # 0 fur ein k € {2,...,n},

so dafl wir fiir die gesuchte Dimension

dim(UNU") = n — Rang(A4y) =
_Jn—1, fallsay =a firalle k€ {2,...,n},
~|n—2, falls a; # ay fir ein k € {2,...,n},

erhalten.

1.24 Fir n € N mit n > 2 ist das inhomogene lineare Gleichungssystem in den n

Unbekannten x1, ..., z, mit den n Gleichungen
k n
ij— Z rj=1 firk=1,2,...,n—1 (Gleichung 1 bis n — 1)
j=1 j=k+1
Z r;=1 (Gleichung n)

j=1



zu betrachten; es besitzt damit die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 -1 -1 ... =1 —1]|1
11 -1 ... -1 —-1]|1
= o b T T [ermen,
1 1 1 ... 1 —-1]1
1 1 1 ... 1 1|1

Subtrahiert man zunéchst Gleichung n—1 von Gleichung n, dann Gleichung n —2
von Gleichung n — 1, usw., dann Gleichung 2 von Gleichung 3 und schlief8lich
Gleichung 1 von Gleichung 2, so erhélt man

1 -1 -1 ... -1 —-1]1
o 2 0 ... 0 010
DR I o B A
o o0 0 ... 2 010
o o0 0 ... 0 210

multipliziert man nun Gleichung 2 bis Gleichung n mit dem Faktor % und addiert
diese n — 1 Gleichungen zu Gleichung 1, so ergibt sich

1 00 0 0]1
010 0 010
A I
0 00 1 010
000 0 1]0

Damit besitzt das gegebene lineare Gleichungssystem genau eine Losung, ndmlich
x = e; € R", und die Lésungsmenge ist L = {e;}.

1.25 Es bezeichne L4, die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A -z = b
mit der Koeffizientenmatrix A € R?*2 und der rechten Seite b € R2.

a) 1) Die Aussage ist falsch: Fiir

_ (10 22 _ ([t 2
A—(O O)GR und _<b2 eR
gilt
by
Cor = \ |AeR,, falls by =0,
Ap =
0, falls by #£ 0;

damit besteht £ fiir kein b € R? aus genau einem Punkt.

ii) Die Aussage ist wahr: Fiir alle b € R? betrachte man die Einheitsmatrix
A= E, € R2X2, und
Lap={b}

besteht aus genau aus einem Punkt.



iii) Die Aussage ist wahr: Ist £, ein Untervektorraum, so ist z = 0 eine
Losung des linearen Gleichungssystems A - x = b, und es gilt

Wir ermitteln zunéchst die notwendige Gestalt einer Koeffizientenmatrix

A= (an a12) e R**?, so daf fiir b= (_1> € R?

Q21 Q22 1

das lineare Gleichungssystem A -z = b die Losungsmenge

Lap=z,+R-u mit T, = (1) und u = (_12>

besitzt. Damit ist zum einen z;, € R? eine Losung des inhomogenen linearen
Gleichungssystems A -z = b, also

a1 Q19 ) 1 _ —1 brw (I) a1 —+ 12 — —1,
Q21 Q22 1 1)’ ' (II) asy + axp = 1,
und zum anderen u € R? eine Losung des homogenen linearen Gleichungs-

systems A - x = 0, also

(an @12) . ( 1 ) _ (0) —_— I an — 2a2 = 0,
as1 Q99 -2 0/’ (I1") s — 2ayp = 0;
iiber (I) und (I') ergibt sich
(I) = (T') : 3ap = —1, also 19 = —% und ay = —
und iiber (II) und (IT") ergibt sich
(IT) — (I1") : 3ag =1, also = % und a9 = %,

und wir erhalten als einzige Option

2 1
A= < )’ 3) € R>2,
3

Wir iiberpriifen nun, ob die ermittelte Matrix A € R?*? tatsiichlich das
Gewiinschte leistet: wegen

Wl

ergibt sich



