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Differential- und Integralrechnung 8
— Losungsvorschlag —

Bei der zu betrachtenden Differentialgleichung

2
(D) y’:<1+5)y fir >0

handelt es sich um die homogene lineare Differentialgleichung 3’ = a(x) y mit der

stetigen Funktion

2
a:R" >R, a(z)=1+-=.
T

Da
A:RT =R, Alx)=2z+2Inuz,
eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(z) ex+2 Inz

0o R—=R, ¢ (x)=ce™™™ =c¢ =ce’ (e

fiir ¢ € R die allgemeine Losung von (D) dar.

Fiir alle z € 0, oo gilt
/ 2 / 2 / 3
zy +3y—>H2x" =0 <= 2y =-3y+52° < y =—-y+5ou1;
x

folglich ist die inhomogene lineare Differentialgleichung y' = a(x)y + b(x) erster
Ordnung mit

a:RY =R, a(z)=-——, und b:R" - R, b(z)=5uz,

zu betrachten. Da
A:RY" >R, A(z)=-3Inz,

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(x) —3Inz

=ce :c(elnx)fg’— -3

we :RY 5 R, .(x) =ce =cx°,

fir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(z)y dar.



Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun

den Ansatz ¢ : RT — R, ¢(z) = u(x) 23, der Variation der Konstanten mit
einer differenzierbaren Funktion v : RT — R. Wegen

¢'(z) = (z) 2 + u(z) - (—327%)
fiir alle 2 € RT ist ¢ genau dann Losung von ¢’ = a(z) y + b(x), wenn

3
u(z) ™ = 3u(z) e = —= (u(z)27°) + 5,
T
also

uW'(r)2? =52  bzw.  u/(z)=52"
fiir alle x € R* gilt.

e Um eine partikuldre Losung ¢, : Rt — R der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten, konnen wir speziell

u(z) = 2°
und damit
op(z) =u(x)r? =2 27% = 2°

fir alle x € R* wihlen. Die allgemeine Losung von ' = a(z)y + b(z) ist
damit die Gesamtheit der Funktionen

0p+ 0 :RY 2R, x> 2?4 ca®,
mit ¢ € R.

e Um gleich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung zu erhalten, wahlen wir

u(z) =2°+c¢

fiir ¢ € R und damit

fiir alle z € RT.

8.3 Fiir alle z € }—%, g[ gilt cosz > 0 und damit

o i
y'(z)-cosz—2-y(z) -sinz =2 <= ¢'(z) = e

X
() + ——;
COS ™ COS ™

folglich ist die inhomogene lineare Differentialgleichung y' = a(x)y + b(z) erster
Ordnung mit den stetigen Funktionen

o 2sinx Tom v
a:]-5.5[ =R, a(z) = sz nd b:]-5.3[ >R, b(w):cosx’
zu betrachten. Da

A:]-T [ =R, Alr) =

cos x>0

—21In |cos x| —2In(cos z),
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eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
—2
Do : :|_%’ %[ N R, SOc(l‘) _ CeA(:):) _ 66721n(cosm) —c (eln(cosx)) _ C(COSQ?)iQ,

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(r)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz der Variation der Konstanten

e:]-2, 2[R, o(z)=u(z)(cosz)?

mit einer differenzierbaren Funktion w : }—g, 5 [ — R. Wegen

O'(x) = u'(x)(cosx)” ) - ((=2)(cos z) ™ (—sinz))

= u/(z) (cosw)™* + ( ) 2(cosx) sin x

fiir alle z € }—%, g[ ist ¢ genau dann Losung von ¢ = a(z)y + b(x), wenn

2sinw r
/ -2 =3 -
u'(x) (cosz) ™ 4+ u(x) - 2 (cosx) °sinx p—— u(z) (cosz) ™" + o5z’
also x
’ -2 !
= b . =
W' (z) (cos ) — zw.  u(z) =zcosx

fiir alle € }—%, %[ gilt. Wegen

r -cosydr=_x -sinx— 1 -sinx dx =
NNt RSV S
v(z) w'(z) v(z) w(x) v'(xz)  w(z)

=z Sin:v—/sinxdm:x sine — (—cosz) +C =x sinx 4 cosz + C

ergibt sich
u(r) =x sinx +cosx+c  firein ceR
und damit

o(0) = ula) (can)2 = BT F CO5T + e

cos? x

fir alle z € ] 2,5[' die Gesamtheit dieser Funktionen stellt die allgemeine
Losung der gegebenen Differentialgleichung dar.

Zu betrachten ist die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Yy = a(zr)y + b(z) mit
1

a:l]—o00;2[ = R, a(av):x_Q, und b:]—o00;2[ =+ R, b(x)=2>—2z.

Da
A:]—00;2[ > R, A(x)=In|z—2| =, In(2 — ),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

@o 1 ]—00:2[ = R,  @.(z) = cet® = e = (2 — 1),



fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(z)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : |—00;2[ = R, p(z) = u(z) - (2 —x), der Variation der Konstanten
mit einer differenzierbaren Funktion u : |—o0; 2[ — R. Wegen

¢'(x) = (z) (2 —2) +u(x)- (-1)
fiir alle z < 2 ist ¢ genau dann Losung von ¢ = a(x) y + b(z), wenn
1

u'(z) (2 —2) —ulx) = x_2-(u(x)(2—x))+ (2* —22),

also

fiir alle z < 2 gilt.

e Um eine partikuldre Losung ¢, : Rt — R der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten, konnen wir speziell

und damit
eol@) = ufa) (2 —2) = = - (2 - )

fiir alle z < 2 wihlen. Die allgemeine Losung von y' = a(z) y+b(z) ist damit
die Gesamtheit der Funktionen

2 2
OpF+@e:|—00;2[ > R, z— —%-(2—1)—#0(2—1) = (—% + c) (2—1x),

mit ¢ € R.

e Um gleich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung zu erhalten, wéhlen wir

fiir alle z < 2.

SchlieBlich bestimmen wir die noch freie Konstante ¢ € R, so daf§ (1) = 3 gilt;
wegen

3 1 3
1:— —_— = — :2
©(1) 5 & —pte=g5 &=

: pil-ocil SR, ola) = (-5 +2) - (2-a)



die maximale Losung des Anfangswertproblems
y’:$y+x2—2x fir =<2 mit  y(1) =3;
der Funktionsterm von ¢ 148t sich noch zu

o) =5 (4-2) 2-2)= 7 (2+2) (2~ 2’
fiir alle z < 2 umformen.

Zu betrachten ist die homogene lineare Differentialgleichung v’ = a(z) y mit der

stetigen Funktion
a:R—=R, a(x)=—e"

Da
A:R—=R, A(z)=—¢",

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(x) —e”

. : R—=>R, ¢ (z)=ce™ =ce

fiir ¢ € R die allgemeine Losung von ¢y = a(z)y dar. Wegen

1

0e(0)=—1 & ce @ =—-1 & ce'l=-1 < c=—¢

ist die Funktion

T

p:R—=R, —e-e“,
die Losung des gestellten Anfangswertproblems

/ .

y = —e"y, y(0) = —1.

Zur Bestimmung der Menge ¢(R) ihrer Funktionswerte verwenden wir die be-
kannten Eigenschaften der Exponentialfunktion: wegen

{e* | x € R} =]0;00], also {—=e" |z € R} =]—00;0],
ergibt sich
{e=" |z e R} =]0;1], also p(R)={-e-e |z € R} =]—¢0[.
Bei der zu betrachtenden Differentialgleichung
D) y=zey

handelt es sich um die homogene lineare Differentialgleichung 3’ = a(x) y mit der
stetigen Funktion
a:R—=R, a(r)=uze.

Mit Hilfe partieller Integration ergibt sich

/a(x)d:c:/:c ce dr=_x - €e" —/ 1 - e do=
(@) V(=) (@) v(z) "(z)  w(@)

:xex—/exdz:xex—ex—l—(?:(x—l)ex—l—C,
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so daf} etwa
A:RY >R, A(z)=(x—1)¢€",

eine Stammfunktion von a ist; folglich stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(z)

_ T
:Ce(x 1)e ,

v :R—=R, p(x)=ce
fiir ¢ € R die allgemeine Losung von (D) dar. Wir haben nun diejenigen ¢ € R
zu bestimmen, fiir die die Losungsfunktion ¢. den Wertebereich ¢.(R) = [1, +o0]
besitzt; wegen
>0, fiirec>0,
pe(x) = c- @V =0, fiir e =0,
>0 <0, furec<0,

fiir alle x € R kommen hierfiir lediglich positive Werte ¢ > 0 in Frage. Damit ist

. | <0, fiirallex <0,
(D) i) =ale)-pula) =a- & ¢ NTI T 0
~N Y~ | >0, firallez >0,
>0 >0
so daf ¢, auf |—o0, 0] monoton fallend und auf [0, 400 monoton wachsend ist;
fiir alle x € R ergibt sich demnach

ve(x) > p(0) = ce0D — (o1

und folglich zunéchst ¢.(R) C [ce™!, +oo[. Fiir ,2“ sei y € [ce™!, +o0; es ist

©0.(0) = ce™! <y, und wegen

ee(z)=_c_exp((z—1)- € ) — +o©
~~ —_—— N ztoo
>0 —+00 el

7

—+00

TV
—+o00

gibt es ein b > 0 mit y < @.(b), so daf fiir die stetige Funktion . nach dem
Zwischenwertsatz ein £ € [0,b] mit p.(§) = y existiert, es ist also y € @ (R).
Zusammenfassend ist

@o(R) = [ce™!, +oo[ mit @ (R)=[l,400] < ce ' =1 <= c=¢

damit ist
z—1)e*

0. :R= R, poz)=ce-e
die gesuchte Losungsfunktion von (D).

Es handelt sich um die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
y' = a(z)y + b(x) mit den beiden stetigen Funktionen

1 2z
a:R— R, a(x):1+x2:§-1+x2,

und
1
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Da
1
A:R =R, A(x):§-ln(1+x2):ln\/1+x2,

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

0. R =R, @(z) =cet@ =cemVIH" — ¢ \/1 442,
fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(z)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : R — R, ¢(x) = u(z) - v/1 + 22, der Variation der Konstanten mit
einer differenzierbaren Funktion v : R — R. Wegen

2x
2V1 4 22

fiir alle z € R ist ¢ genau dann Losung von ¢ = a(z)y + b(x), wenn

1
W(2) VIt 2?4 u(t) e = — 2 u(z) - 1+22+ —,
() -V (1) s = ) —

¢'(r) =u'(z) - V1+ 22+ u(r)

also

fiir alle x € R gilt; wir erhalten
u(x) = arctanz + ¢
fiir ¢ € R und damit
o() = u(z) - V1 + 22 = (arctanz + ¢) - V1 + 22

fiir alle x € R. Schliellich bestimmen wir die noch freie Konstante ¢ € R, so dafl
©(0) = 0 gilt; wegen

©(0) =0 <= (arctan0+¢) - V1+0? < ¢c=0

1st
¢:R—=>R, ¢(x)=arctanz-Vv1+ a2

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

Es handelt sich um die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
y' = a(x)y + b(z) mit den beiden stetigen Funktionen

T sin x
J-ZIT LR — tanz =
a] 2’2[ » a(z) = tanz cosx’
und -
b ] T T[SR, ) = corta
Sig | b(x) = cos” x
Da

A:]—%;%[—)R, A(r) = —In|cosz| = —In(cosz),

N
Al
A

wl
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eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

1

cosz’

—ce” In(cos )

= C-

fir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(z)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : |—-3;2[ = R, ¢(z) = u(z) - -, der Variation der Konstanten

272 cosx’

mit einer differenzierbaren Funktion w : }—g; 5 [ — R. Wegen

1 n ( ) sin x
u x - —_—
COS T cos? x

¢ (x) = u'(x) -
fiir alle z € | —Z; Z[ ist ¢ genau dann Losung von y' = a(z)y + b(z), wenn

, 1 sin sinx 1
. +u(r) ——— = ~u(z) -
COS T cos*xT  cosx COS T

+ cos? z,
also
u'(r) = cos® x = (1 —sin®z) - cosz
fiir alle z € }—g; %[ gilt; wir erhalten
sin® x

3

u(z) =sinx —

fiir ¢ € R und damit

( ) ( ) 1 . sin3x+ 1
z) =u(x) - = (sinz — c)-
14 COS X 3 Ccos T

fiir alle z € ]—%; 5 [ Schliellich bestimmen wir die noch freie Konstante ¢ € R,

so daB ¢(0) = 1 gilt; wegen
p(0)=1 <= c=1

st
3

i 1
@:]—Z'E[—HR, gp(x):(sina:—81nm+1). ’
3 cosT

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

Wegen

bz S y/:(_a)y+ebx

y+ay=e
ist die lineare Differentialgleichung ¢y’ = a(x) y+(x) mit den stetigen Funktionen
a:R—=R, alx)=—a, und B:R—=R, Bz)=e",
in Abh#ngigkeit von (a,b) € R? zu betrachten. Da

A:R—->R, A(x)=-az,



eine Stammfunktion von « ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(x) —ax

0. :R—=>R, ¢ (z)=ce™™ =ce

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(z)y dar. Zur Behandlung der gegebenen inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung wéhlen wir nun den Ansatz

¢:R=>R, ox)=u(r) e

der Variation der Konstanten mit einer differenzierbaren Funktion v : R — R.
Wegen
¢'(z) =u(z)- e " +uz)- (7" (—a))

fiir alle z € R ist ¢ genau dann Losung von y' = «a(z) y + (x), wenn
u'(z) - e —a-u(x) e = (—a)-u(z) - e " + e,

also

'LLI(.CC) — 9% . eb:): — €(a+b)x

fiir alle z € R gilt; wir erhalten

» et e fallsa+b#0,
ul\xr) =
x +c, fallsa—i—bzoa

fiir ¢ € R und damit

Loelathr 4 o) emar falls a+ b # 0,

o(x) =u(z) e " = {(a+b

(x +c)e *?, falls a +b =0,

fiir alle z € R. Fiir die Bestimmung der noch freien Konstante ¢ € R iiber die
Anfangsbedingung ¢(0) = 0 und die Untersuchung der Losungsfunktion auf R
treffen wir demnach die folgende Fallunterscheidung;:

e Im Fall a + b # 0 erhélt man

1
a+b

Y

0(0) =0 — ! 4c)e =0 = c=—
a+b

damit ist ¢ : R — R mit

1 1 1
— (a+b)z —ar _ (a+b)z 1) e~ 9% —
#() (a—irbe a—l—b)e a+b(e e
1

1
_ = (a—i—b)x‘ —ax _ ,—azx) _ br _ _—ax
e e = e

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems; diese ist wegen
a+ b # 0 und damit b # —a genau dann auf R* beschriankt, wenn b < 0
und —a < 0, also b < 0 < a, gilt.
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e Im Fall ¢ + b = 0 erhélt man
0(0)=0 <= (0+c)e’"=0 < c=0;

damit ist
ax

e:R—=R, ¢x)=xe?",
die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems; diese ist genau

dann auf R* beschrinkt, wenn —a < 0, also 0 < a, gilt.

Es handelt sich um die autonome Differentialgleichung 3’ = g(y) mit der stetigen
Funktion

g:]-Loo[ =R, g(y)=-—.

Wegen g(y) # 0 fiir alle y > —1 erhalten wir

/%:/mx bzw. /(1+y)dy:/1dx

1
5(1+y)2:ac+c

fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen

und damit

1 1
y(0) =1 < 5(1+1)2=O+c — 5-2220 = c=2
erhilt man

1
5(1+y)2:x+2 bzw. (1+y)° =2x+4,

woraus sich wegen 1+ y > 0 schliefSlich

l+y=vV2x+4 bzw. y=-1++vV2x+4

ergibt. Nachdem die Wurzelfunktion zwar auf RJ definiert und dort stetig, aber
nur auf R* differenzierbar ist, enthilt das maximale Losungsintervall alle z € R,
fiir die der Radikand positiv ist; wegen

204+4>0 < 2z > -4 <— x> -2

ist also

@ :]—2;00] = R, p(x)=—-1+vV2x+4,

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Es handelt sich um eine Differentialgleichung ' = h(x) - g(y) mit getrennten
Variablen; dabei ist

1
1+2y

1
h:R—R, h(zx)=—-(1+2z), und g:]—é;oo{—HR, g(y) =

Wegen ¢g(y) # 0 fiir alle y > —% erhalten wir

/%:/h(x)dx bzw. /(1+2y)dy:—/(1+2x)da:



und damit
y—l—y2:—(az—|—x2) +c
fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen

y(0) =0 <= 0+0*°=—=(040*)+¢c <= 0=—04c < c=0
erhélt man
y+y*=—(z+2%),
woraus sich mit quadratischer Ergdnzung zunéchst

2
<%+y)::—+y+y2=——(x+xﬂ

und wegen % + y > 0 schlieBlich

1 /1 1 /1
§+y= Z—@UJF???) bzw. y:—§+ Z—($+$2)

ergibt. Nachdem die Wurzelfunktion zwar auf R definiert und dort stetig, aber
nur auf R* differenzierbar ist, enthilt das maximale Losungsintervall alle z € R,
fiir die der Radikand positiv ist; wegen

1 ) 1 ) 1 1 , (1 2
——(:E+x)>0<:>1>x+x = > _tart+rt=|2+1] =

4 24 2
< 1 <1—|— < 1 < ! ! <r< 1+1
V2 o2 V2 2 V2 2 V2
ist also
—1 -2 —14++2 1 1
90:] 2 U R ) =y @)

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

8.12 Es ist das Anfangswertproblem

Y = flz,y) mit y0)=1

fiir die Funktion

sinx
A(z,y) eR? |y > -1} = R, r,Y) = ,
f{(z.y) |y J fly) ="
gegeben; zu betrachten ist damit
, sinx . .
= fiir > —1 mit 0)=1.
V= y y(0)

Es handelt sich um eine Differentialgleichung ' = h(zx) - g(y) mit getrennten
Variablen; dabei ist
1

h:R—R, h(x)=sinz, und g:]-1,00 =R, g(y):m.



Wegen ¢(y) # 0 fiir alle y > —1 erhalten wir
/ dy /h(x) dx b /(y +1)dy /Sinxda:
—_— = ZW . =
9(y)

1
§(y+1)2 = —cosx+c

fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen

und damit

1
y(0) =1 <= 5(1+1)2:—cos0+c < 2=-1+4+c & c=3

erhalt man

1
§(y+1)2:—cosx—|—3 bzw. (y+1)*> =6 — 2cosux,

woraus sich wegen y > —1 bzw. y +1 > 0 dann

y+1=+6—2cosz bzw. y=—1++6—2cosz
ergibt. Wegen 6 — 2cosx > 4 > 0 fiir alle x € R ist
v:R—=R, o(z) = —1++6 —2cosz,
die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

8.13 Bei der gegebenen Differentialgleichung

, 2 2
y = — = - e
24+2x 22422

mit

2’ +22=0 < z-(2+2)=0 < z€{0,-2}
handelt es sich um eine Differentialgleichung 3y’ = h(z) - g(y) mit getrennten
Variablen; dabei ist

—2
R+ _ : -
h:RT — R, h(x)—m, und g:R=>R, gy =e?,
wobei fiir A im Hinblick auf den gegebenen Anfangswert y(1) = 0 dasjenige
maximale Definitionsintervall zu wéhlen ist, das x = 1 enthélt.

Wegen g(y) = e ¥ # 0 fiir alle y € R erhalten wir
dy v -2
/@—/h(x)dx bzw. /edy—/x2+2xdx,

-2 rz—(z+2) x x4+ 2 1 1

h(z) = = = — =

2+2 z-(x+2) z-(x+2) z-(x+2) z+2 =z

wegen

fiir alle z € R damit

e/ =In|z+2| —Injz|+c = In(x +2) —lnz +c
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fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen
y(1) =0 <= =In(1+2)—Inl+c <= 1=In3+c < c=1-In3
erhélt man
e/ =In(zr+2)—lnzr+1—-In3

und damit
y=In(In(z+2)—Inz+1—-1In3).

Das maximale Losungsintervall umfafit dabei alle z € R*, fiir die das Argument
des duBleren Logarithmus positiv ist; wegen

In(z+2)—lnz+1-In3>0 < In(r+2)+ne>hr+h3 <

1=Ine

In(e (z+2)) > In(3 ) <(——)> e(r+2)>3r < erx+2e>31r

2
2e>3r—ex <= 2e>(3—e)x <— -

3—e>0 3 — ¢

wobei in (%) das Monotonieverhalten der Exponentialfunktion und des natiirli-
chen Logarithmus eingeht, ist also

2
@:}0,3—6{%1& () =In(In(z +2) —Inz + 1 —In3),
—e

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.
Die zu betrachtende Differentialgleichung

vy(@®+1)+z(y+1)=0
148t sich in

2y , 2z

y/y(x2+1):—x(y2—|—1) bzw. m.y:_m

umformen; damit sind die beiden Variablen x und y bereits getrennt, so dafl man
durch Integration auf beiden Seiten

/yfildy:/(_xfil)dx’ also o (y*+1) = —ln(2® +1) +c

fiir eine Konstante ¢ € R erhalt. Wegen

y(0)=1 <= I (1’+1)=-In(0*+1) +¢c < In2=c

ergibt sich weiter

2
In(y?+1)=—-In(z?+1)+In2=In——
D+ 1) = (e 1) 2 =t
woraus sich
2 2 2—(22+1) 1-—2a?
2 2
vt 2+ 1 2w y 2 +1 2 +1 14+ 22



8.15

und damit wegen y(0) = 1 dann
1 =P
YTV 2
[1— 22
SO:DAO_>R7 QO(Z'): m7

die Losung des gestellten Anfangswertproblems; da die Wurzelfunktion zwar auf
Ry definiert und stetig, aber nur auf R differenzierbar ist, beinhaltet das maxi-
male Definitionsintervall D, genau diejenigen x € R mit

ergibt. Folglich ist

1— 2
L o= 12250 e 22<1 = —l<a<l;
1+ 22
es ist also D, = ]—1,1][.

Die gegebene Differentialgleichung besitzt wegen
yy' —e" =0 <= yy =¢"

bereits ,,getrennte Variablen“, so daf} sich durch Integration

/yy’dmz/e”’dx bzw. /ydy:/emdx

und damit
v .
3 =e" +c
fiir eine geeignete Konstante ¢ € R ergibt. Wegen
12 0 1 1
y(0) =1 <= 5 =¢tec = §:1+c = c=—

erhélt man fiir die Losung des gestellten Anfangswertproblems
—=e"— - bzw. y?=2e" — 1.

Die Annahme, eine Losungsfunktion von yy’ —e* = 0 besitze eine Nullstelle, fiihrt

m

0-y —e” =0, also —e” =0,

zu einem Widerspruch, so dafi die gesuchte Losung des Anfangswertproblems
wegen y(0) = 1 komplett oberhalb der z—Achse verlduft; wegen y > 0 gilt also

y=+v2e*—1,
mit
1 1
2" -1 >0 < 2" >1 — e”>§ = x>ln§:—ln2.

Damit ist
p:]=In2 00 > R, ¢(x)=+v2e*—1,

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.



8.16 Es handelt sich um eine Differentialgleichung v’ = h(x) - g(y) mit getrennten
Variablen; dabei ist

NI

h:RT — R, h(az)::c%, und g:RY =R, g(y) =y2.

Wegen ¢g(y) = y% fiir alle y > 0 erhalten wir

/%_/h(x)dx baw. /y—édy_/x%dx

und damit
1 3 2
2 1
%I%—i—c, also Qy%:—:c%—l—c und yz(—x?—l—f)
5 5 3 3 2

fiir ein ¢ € R. Wegen

ist

3 3

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

N 1 s 2\°
y:R _>R7 y([L’): S22+

8.17 a) Bei dem gegebenen Anfangswertproblem
Yy =e"V=¢" e mit  y(0) =1n2

handelt es sich um eine Differentialgleichung y' = ¢(y) - h(z) mit getrennten
Variablen mit den beiden stetigen Funktionen

g:R—=>R, g(y)=e?, und h:R—=R, h(z)=c¢€".

Wegen g(y) = e ¥ # 0 fiir alle y € R erhalten wir

d
/_y - /h(m)dx bzw. /eydy = /ezdac, also e’ =¢€" +c,
9(y)

fiir ein ¢ € R; dabei gilt

In2

y(0)=In2 <= "?=e"4¢c = 2=14+¢c < c=1

und damit
e/=e"+1 < y=In(e"+1),

so daf
p:R—=>R, o¢(x)=Im("+1),

die auf ganz R definierte Losungsfunktion des gestellten Anfangswertpro-
blems ist.



b) Fiir die Losungsfunktion ¢ von a) erhdlt man die Grenzwerte

$1—1>I—noo ¢(.I') - mgr—noo ln ( veo _'_1) In s?etig ln 1= O
NG
—1
sowie
et +1
li — = i | T+ 1)—1ne*) = 1 | =
:B—1>r—il:loo <¢<$) x) $—1>I—Poo( n<€ T ) ne ) ;B—1>I-Poo n er
= Jim In(1+e™) = lim In(1+g¢ : ) =L BL=0
4/
—1

so daf} sich fiir ihren Graphen G, die folgende Skizze ergibt:
v Y

4+ G %

21
1*
4 -3 -2 -1 0 1 9 3 4 x

8.18 a) Zu betrachten ist die autonome Differentialgleichung y' = g(y) mit der ste-
tigen Funktion
2
Y2+ 1

dabei liefert die Nullstelle yy = 0 die konstante Losung

g:R—=R, gy

v:R =R, 9¥(x)=0,

deren Graph Gy, die z—Achse ist. Da g (als gebrochenrationale Funktion)
sogar stetig differenzierbar ist, kann wegen des Existenz— und Eindeutig-
keitssatzes jede weitere Losung ¢ : D, — R der gegebenen Differentialglei-
chung keinen gemeinsamen Punkt mit ¢/ haben, ihr Graph G, verlduft also
entweder komplett oberhalb oder komplett unterhalb der xz—Achse. Hierfiir

ist g(y) # 0 mit

und wir erhalten

/%:/ldx bzw. /<1+%)dy=/1dl’7



also
(%) y—lzaz—irc
Y

fiir eine Konstante ¢ € R, durch Multiplikation mit y # 0 demnach
v —1=(r+c)y bzw. v —(x+c)-y—1=0,

wodurch sich iiber die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

1+t /CErIP—2-() @+o+/aroi+4

2 2

ergibt; wir erhalten demnach die Losungsfunktionen

r+c)++/(x+c)2+4
P R—= R, @ei(z) = wrotyiotod ,

2
und
ez R—= R, peo(z) = (z+c) - 2(:1: + )2 + 47
wobei G, , komplett oberhalb und G, _, komplett unterhalb der x—Achse
verlauft.

b) Der Graph der (eindeutig bestimmten) maximalen Losungsfunktion der Dif-
ferentialgleichung ' = ¢(y) mit dem Anfangswert y(0) = 1 verlauft komplett
oberhalb der x—Achse und ist demnach

(x4c)+/(r+c)?+4
2 )

Y1 :R= R, poi(z) =
fiir eine geeignete Konstante ¢ € R; wegen () gilt fiir diese
1
1_I:O+C’ also c=0,

und wir erhalten

244
p:R—R, w(m)Z%;
diese besitzt schon den groffitmoglichen Definitionsbereich R und 148t sich
damit nicht weiter fortsetzen.

8.19 Es handelt sich um die Differentialgleichung ' = h(z) - g(y) mit getrennten

Variablen fiir die stetigen Funktionen
h:R—R, h(x)=2z, und g:R—=R, g(y) =1y
dabei liefert die Nullstelle yy = 0 die konstante Losung
v :R—=R, (x)=0,

deren Graph G, die z—Achse ist. Da g sogar stetig differenzierbar ist, kann we-
gen des Existenz— und Eindeutigkeitssatzes jede weitere Losung ¢ : D, — R



der gegebenen Differentialgleichung keinen gemeinsamen Punkt mit ¢ haben, ihr
Graph G, verlduft also entweder komplett unterhalb oder komplett oberhalb der
x—Achse. Hierfiir erhalten wir

/ﬁ%:/ﬂ@@: baw. /g§=/%ML

1
——=2+c
y

fiir eine Konstante ¢ € R, die wir nun fiir die gegebenen Anfangswerte bestimmen:

also

e Fiir y(1) = 1 ergibt sich

=1’4+c <= 2=1+¢c < c= -3,

| =

wodurch man 1 ]
2
—gzl’ -3 bzw. y:m,
erhélt; von den maximalen Definitionsintervallen }—oo; —\/g[, ]—\/3; \/3[
und ]\/3, oo[ ist dabei dasjenige zu wéhlen, das den Anfangswert zy = 1

enthélt. Folglich ist die maximale Losung des Anfangswertproblems

go:}—\/g;\/g[%R, o(x) = L

3— a2

e Fiir y(1) = —1 ergibt sich

1
——=1"4c <= 2=1+4c & c=1,
T2
wodurch man
1, 1
Y vt “w Y 1+ 22

erhélt; diese Funktion ist auf ganz R definiert. Folglich ist die maximale
Losung des Anfangswertproblems

1

‘R >R =
@ , o) 22

8.20 Wegen
y=azy—zy’=z-(y -y’
ist die Differentialgleichung 3’ = h(x) - g(y) mit getrennten Variablen fiir die
stetigen Funktionen

h:R—R, h(z)=z, und ¢g:R—=R, g(y)=y(l—-y),

zu betrachten; da ¢ dariiber hinaus stetig differenzierbar ist, gibt es zu jedem
Punkt (z9,y0) € R? genau eine maximale Losung ¢ : D, — R mit ¢(xq) = yo.



Zunéchst liefern die beiden Nullstellen y; = 0 und y» = 1 von ¢ die beiden
konstanten Losungen

wl :R%RJ wl(x)zoa und ¢2 :R%R7 ¢2(x):17

welche insbesondere den Anfangsbedingungen ;(0) = 0 und 15(0) = 1 geniigen;
da nun die Lésungen ¢, : D, — R und ¢, : D,, — R der Differentialgleichung
mit den Anfangswerten ¢1(0) = —1 und ¢2(0) = 2 keinen gemeinsamen Punkt
mit ¢, und v, haben, verlduft zum einen G, komplett unterhalb von Gy, und
zum anderen G, komplett oberhalb von G,. Hierfiir erhalten wir

/%:/h(m)dm bew. /ﬁdyz/fcdx,

1 _(1—y)+y_1+L
y(l—y)  y(l-y) y 1-y

wegen

also
1,
Infy| -l —y[=g2"+c

fiir eine Konstante ¢ € R. Wir treffen die folgende Fallunterscheidung;:

e Fiir die Losung ¢ mit 1(0) = —1 ergibt sich
1
In|—1]—In|1 - (-1)] :§-02+c < c=—1In2,
wegen y < 0 also
1
In(—y) —In(1l —y) = 5 2? —In2
und damit

—2
x2:1n(—y)—ln(l—y)+ln2:ln1_‘2 ==

woraus man dann

erhélt; wegen

1
27 9= = 1% =9 59[:2:1r12 —
— 22=2In2 < z=+v2In2

ergibt sich schliellich die Losungsfunktion

o1 ;]—\/2 m2; V2 ln2[—>]R, o1(z) = =



e Fiir die Losung ¢o mit 9(0) = 2 ergibt sich
1
|2l —In|l—-2|= §-o2+c < c=1In2,

wegen y > 1 also

1
Iny —In(y — 1) = §x2+1n2

und damit
2 Yy
—z°=lny —1 —1)—In2=Iln———
300 =y Iy = 1)~z = In g o,
woraus man dann
1,2 Yy 1.2
e = ——— = 2e2" (y—1)=y <=
2(y—1)
1.2 1.2 262962
<:><2ez —1>y=262 = y=—s
227 —1

erhalt; wegen

22>0  und damit 2e2® —1>22—1=2.1—-1=1

N | —

ergibt sich schliellich die Losungsfunktion

2e2?®
P2 R R, @o(r) = ————.
2e2% —1
8.21 Dem gegebenen Anfangswertproblem
2 cos?(y) 7r
! : _
V=g i w0=g

liegt die Differentialgleichung y' = h(x) - g(y) mit getrennten Variablen fiir die
stetigen Funktionen

B 2
1= a2

h:]-1;1] = R, h(x) und ¢g:R =R, g(y) = cos?y,

zugrunde; dabei wahlen wir fiir A das maximale Definitionsintervall, welches den
Punkt zy = 0 beinhaltet. Die Nullstellen von g, also die Nullstellen 7 + k7 mit
k € Z des Cosinus, liefern die konstanten Losungen der Differentialgleichung;
da nun g sogar stetig differenzierbar ist, kann wegen des Existenz— und Ein-
deutigkeitssatzes jede weitere Losung der gegebenen Differentialgleichung keinen
gemeinsamen Punkt mit einer konstanten Losungen besitzen. Folglich verlauft
der Graph G, der maximalen Losung ¢ : D, — R des gestellten Anfangswert-

problems wegen ((0) = % komplett zwischen y = —F und y = 7. Wir erhalten

d d 2
/_y = /h(x) dx bzw. / i —/ dx,
9(y) cos? y 1 — a2

2 l-z)+1+z) 1 1

1—22 (1—2)-(1+x) _1+x+1—:z:

wegen




8.22

also
tany =In(1+2z) —In(l —x) + ¢

fiir eine Konstante ¢ € R; wegen

y(O)zg = tangzln(quO)—ln(l—O)—i—c — V3=c

erhalten wir

1
tany = In ] e +/3 bzw. y = arctan (ln
x

1+
$+J§),
11—z

und damit die maximale Losung

1
v:]-1;1[ > R, ¢(x)=arctan (ln N e + \/§> :
—x
Es handelt sich um die Differentialgleichung ¢ = h(z) - g(y) mit getrennten
Variablen fiir die stetigen Funktionen

1
h:R—R, hx)= und ¢:R—=R, gy)=y—1;

241’

dabei liefert die Nullstelle yp = 1 die konstante Lésung
v :R—-R, Y(z)=1,

deren Graph G, die Parallele y = 1 zur z—Achse ist. Da g sogar stetig differenzier-
bar ist, kann wegen des Existenz— und Eindeutigkeitssatzes jede weitere Losung
¢ : D, — R der gegebenen Differentialgleichung keinen gemeinsamen Punkt mit
¥ haben, ihr Graph G, verlduft also entweder komplett unterhalb oder komplett
der Geraden y = 1:

o [iir die Losungen ¢ : D, — R, deren Graph komplett unterhalb der Geraden
y = 1 verlduft, gilt p(z) < 1 und damit unter Verwendung der gegebenen
Differentialgleichung

fir alle x € D,,; folglich sind diese Losungen aber streng monoton fallend.

e Fiir die Losungen ¢ : D, — R, deren Graph komplett oberhalb der Geraden
y = 1 verlauft, gilt ¢p(z) > 1 und damit unter Verwendung der gegebenen

Differentialgleichung

>0
——

/ _9037)_1
#x) = 22+ 1
——

>0

>0

fir alle z € D,,; folglich sind diese Losungen streng monoton wachsend, und
wir erhalten hierfiir

d d d
/—y:/h(:c)da: bzw. —y:/ -
9(y) y—1 z? +1




8.23 a)

wegen y > 1 bzw. y — 1 > 0 also
In(y — 1) = arctanx + ¢ bzw. y = eirctanate |

fiir eine Konstante ¢ € R. Es ergeben sich also die streng monoton wachsen-
den Losungsfunktionen

Qpc . R N R7 Sﬁc(x) — earctanx—l—c + 1,
fiir reelle Konstanten ¢ € R.

In Abhéngigkeit des reellen Parameters a > 0 sind alle reellen Losungen
¢ : D, — R der Differentialgleichung

y—a
ar + 1

xy = fiir z €]|—31;+o0]

zu bestimmen; ist 0 € D,,, so ergibt sich aus der Differentialgleichung

©(0) —a

e 0= Co5T

also ©(0) = a.

Fiir z # 0, also fiir x € I mit [ = } —i; 0[ oder I = |0; +oo[, erhdlt man

xy’:y_a y/: 1
ar +1 z(ar + 1)

.(y_a)7

also eine Differentialgleichung v’ = h(z) - g(y) mit getrennten Variablen fiir
die stetigen Funktionen

1
h:I—R, h(x):m, und ¢g:R — R, g(y):y_a;

diese 148t sich auch in die Gestalt

1 a

(D) V= wlaz+1) v z(axr +1)

einer linearen Differentialgleichung 3/ = h(zx) - y + b(x) erster Ordnung mit
den stetigen Funktionen

1
h:I—R, hx)=—— und b:I—>R, b(x):—L7
r(ar + 1) x(ax + 1)
bringen. Wegen
1 _(ax +1) —ax

rlaz+1) z(ar +1)
ar +1 ax 1 a

rlar+1) zlaxr+1) z  ax+1

fiir alle z € I ist

H:I—-R, H(z)=Ih|z|—Injax+ 1] =1In
ar




eine Stammfunktion von h, so dafl die Gesamtheit der Funktionen

T
ar + 1

H(z)

= C- s

eI =R, pr)=c-e

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialglei-
chung ¢y = h(z) - y darstellt; da nun die Nullstelle y = a der Funktion ¢ in
der konstanten Funktion

o, I =R, py(x) =a,

insbesondere eine partikuldre Losung von (D) liefert, stellt die Gesamtheit
der Funktionen

Y

o=p,+p.: I >R, px)=a+c

. ar + 1

mit ¢ € R die allgemeine Losung von (D) auf I dar.

Wir setzen nun die auf den Teilintervallen I = |—%;0[ bzw. I =]0; oo[ gefun-
denden Teillosungen zu einer auf dem Gesamtintervall }—%; oo[ definierten
Gesamtlosung zusammen; es ist also

. a—c iy, firae <0,
gp:]—a;oo[—)]R, o(z) =< a, fir x =0,
a+cr i, fiir z > 0,

mit Konstanten ¢, ¢o € R. Damit ist die Funktion ¢ zunéchst (unabhéngig
von ¢; und ¢) in allen Punkten = # 0 differenzierbar und erfiillt dort die
gegebene Differentialgleichung; wegen

T

o) —p(0)  (a—a-Zh)—a —a-gty
0

xr — <0 X xr
1 1
= —Cp - — —C—— = —(
ar +1 z—0- a-0+1
und
x—0 x>0 T x
1 1

_> CQ'—:
ar +1 z—0+ a-0+1

ist ¢ genau dann auch im Punkte x = 0 differenzierbar, wenn —c; = ¢, gilt,
und in diesem Fall erfiillt sie auch dort die gegebene Differentialgleichung.
Insgesamt stellt demnach die Gesamtheit der Funktionen

1
=200 = R - :
@ } a,OO[ , plr)=a+c L

mit Konstanten ¢ = —c; = o € R die allgemeine Losung der gegebenen
Differentialgleichung dar.



b) Fiir die in a) bestimmten Losungsfunktionen ergibt sich

T
Jm ) = Jim (‘”C ar + 1>

: 1 1 c
=lim (a+c- - =a+c- —a4 -
200 a+ < a+0 a

sowie wegen

1
lim z=--<0  und lim (azx+1) =0+

1 1
T—=——+ a Tt

also
T

lim
-1y ar+1

damit

—oo, falls ¢ >0,
> =< a, falls ¢ = 0,
400, falls ¢ < 0.

x
ar +1

lim ()= lim (a—i—c

8.24 Es handelt sich um die Differentialgleichung ¢ = h(z) - g(y) mit getrennten

Variablen fiir die stetigen Funktionen
h:R—R, h(x)=2z, und ¢g:R—=R, g(y)=y{y—1);

damit existiert fiir jeden Punkt (a,b) € R? eine maximale Losung der Differen-
tialgleichung mit dem Anfangswert y(a) = b, welche im Hinblick auf die stetige
Differenzierbarkeit von g sogar eindeutig bestimmt ist. Fiir b = 0 oder b = 1
sind dies die durch die beiden Nullstellen y; = 0 und y» = 1 von g gegebenen
konstanten Losungen

P1:R—=R, ¢i(z) =0, und ¢:R—=R, y(z) =1,

welche jeweils auf R definiert und beschrénkt sind.

Jede weitere Losung ¢ : D, — R der Differentialgleichung kann keinen gemein-
samen Punkt mit ¢, oder 1), haben, ihr Graph G, verlduft also entweder kom-
plett unterhalb von Gy, (bei b < 0) oder komplett zwischen Gy, und Gy, (bei
0 < b < 1) oder komplett oberhalb von Gy, (bei b > 1). Hierfiir erhalten wir

/%:/h(:c)dx bzw. /ﬁdy=/2xdl}

1 y-(w-1) 1

yly—1)  yly-1) y-1 y

wegen

also
Iy —1| —Inly| = 2* + ¢



und damit
y—1

1
In ’:x2+c bzw. ‘1——’26”62“
Y Y
fiir eine Konstante ¢ € R; fiir diese gilt
2 b—-1 2
yla) =b <= In =a"+c << c=h e

Wir treffen die folgende Fallunterscheidung;:

e Iiir 0 < b < 1 verlduft G, komplett zwischen Gy, und Gy,, weswegen ¢ auf
jeden Fall beschrénkt ist. Wegen 0 < y < 1 ist zl/ > 1; damit erhélt man
1 e 1

bzw. SR —
y W Y= T e

und die Losung
1
R—R =
@ s ople) =+ gt

ist auf R definiert.

e Fiir b < 0 oder b > 1 verlduft G, komplett unterhalb von G, oder komplett
oberhalb von G,. Wegen y < 0 oder y > 1 ist i < 1; damit erh&lt man

1 e 1
1 — ; =€ bZW. Yy = 1——e$2+6’
und die Losung
1
v:Dp =R, 0(2) =T,

z2+c

ist genau dann auf R definiert, wenn der Nenner 1 — e ihres Funktions-

terms ohne Nullstelle ist. Wegen
l—e" =0 < =1 22 +c=0 < 2>=—¢

fiir alle x € R ist dies genau dann der Fall, wenn ¢ > 0 ist; dabei gilt

c>0 <= In

-1 1
bb ‘—a2>0 — ln(l—g)>a2,

3<1
wodurch wegen a? > 0 hierfiir notwendig
1 1 1
In 1—5 >0 <= 1_5>1 = _5>0 <~ b<0

gelten mufl. Insbesondere sind alle Lésungen ¢ : D, — R fiir b > 1 nicht
auf ganz R definiert; fiir b < 0 ergibt sich weiter

1 9 1 2
c>0 << In({l—=)>a" << a=0oder 1 — - >¢¥ <
b 1-1>1 b

(a:O oder 1—%>e“2) “— <a:O oder —%>e“2—1) “—

1
1) = (a:O oder b>1_€a2>.

(azO oder —b<

e?® —



In diesen Féllen ist aber die auf R definierte Lésung ¢ : D, — R wegen

1 1
1 —e¢ = 1 — er?tc

<0 fir alle z € R

auch beschrankt.

8.25 Zu betrachten ist die Differentialgleichung v’ = f(x,y) mit
f:R+XR_>R7 f(x,y):y?’—y,
x

wobei f stetig und beziiglich y stetig partiell differenzierbar ist; folglich existiert
fiir jeden Punkt (x0;50) € Rt X R eine eindeutig bestimmte maximale Losung
¢ : D, = Rvon y = f(x,y) mit der Anfangsbedingung ¢(x¢) = yo. Dabei ist
die Nullfunktion

wo:RT =R, o(r) =0,

wegen
%0 (l‘)
X

wo(2) =0 = (o())" —

fiir alle # > 0 eine maximale Losung der Differentialgleichung mit ¢o(1) = 0 < 3.
Folglich kann aber der Graph G, der gesuchten Losung des gegebenen Anfangs-
wertproblems ¢ = f(z,y) mit y(1) = 3 keinen gemeinsamen Punkt mit G,
besitzen und verlduft damit komplett oberhalb der z—Achse, besitzt also insbe-
sondere nur positive Funktionswerte. Fiir die Substitution

1 —2

z:E:y gilt z’z(—?)y‘g-y’:—ﬁy’
geméf der Kettenregel, und wir erhalten
Y 2 2 Y
y/:yg—— —_3y/:—_3<y3__><:>
x Yy Yy x
= Sy =2+ 5 = S=--2-2
x x

Wir behandeln zunéchst die inhomogene lineare Differentialgleichung
2 =a(z) 2+ b(x)

mit den stetigen Funktionen
2
a:RY =R, a(z)=-, und  b:RT =R, b(z)= -2
x

Da
ARt - R, A(x)=2Inz,

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
Yo : RY 5 R, tho(z) = ce@® = e = 22,

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
2/ = a(x) z dar.



Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : RT — R, ¢ (z) = u(x) 2%, der Variation der Konstanten mit einer
differenzierbaren Funktion u : RT — R. Wegen

V(z) =u'(z)2® +u(z) - (22)

fiir alle z € RT ist ¢ genau dann Losung von 2’ = a(z) z 4+ b(x), wenn

2
u(z) 2 +u(z) - (22) = = (u(z)2®) — 2,
x
also 5
u'(r) = 3
fiir alle x € RT gilt. Daraus ergibt sich
2
u(z) = - +c

fiir eine Konstante ¢ € R und damit
2 2 2 2
Y(r) =u(r)x® = <—+c) " =2x+cx
T

fiir alle x € RT. Geméaf der gewihlten Substitution
1 , 1 1
y? Y% RV
ergibt sich fiir die Losung ¢ : D, — R des gegebenen Anfangswertproblems
1 1

P(x) T V2ztca?

p(z) = 7

mit
(1) L = ! L — ! ! — 2
= — —_— = — = — Cc = ,
v 2 V2-14+ec-12 2 24+c 4
also

1 1
o) V2x + 222 2z (1+x)

wegen 22 + 222 > 0 fiir alle 2 > 0 ist D, = RY.

8.26 a) Bei der gegebenen Differentialgleichung
(x) Yy =2xy—6x

handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung ' = a(x) y+b(x) erster
Ordnung mit den stetigen Funktionen

a:R—R, a(r)=2z, und b:R—R, b(x)=—6z.

A:R =R, Alr)=2?



eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit aller Funktionen

Alz) 2

0. :R=>R, ¢ (z)=c-e™ =c-e”,

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialglei-
chung ¢’ = a(z)y dar. Wegen

(%) y =2zxy — 62 =2z (y—3)

148t sich (%) auch als Differentialgleichung ¢ = h(x) - g(y) mit getrennten
Variablen mit den stetigen Funktionen

g:R—=R, gy =y—3, und h:R—R, h(x)=2x,

auffassen, und die Nullstelle yo = 3 von g liefert die konstante Funktion
v, : R =R, ¢,(x) = 3, als partikuldre Losung von (x); insgesamt stellt also
die Gesamtheit der Funktionen

Y=p.+¢,: R=R, gp(x):c-ex2+3,

mit ¢ € R die allgemeine Losung von (k) dar.

Sei zunéchst y : J — R eine Losung der Differentialgleichung
(*) ¥ =22y —6a,
mit y(z) # 0 fiir alle « € J; demnach ist y differenzierbar mit
y'(r) =2z -y(x) —6x  firalle xe€J
Damit ist auch die Funktion

z:J =R, z(zx)=——= (y(:t))_l,

1 1
=— @) - (2zy(x) — 62) = —2x - o) + 6x - @)
1\’ 1 2 .
= 6z - (@) —2x-mz6x-(z($)) —2x - z(x);

folglich ist z eine Losung der Differentialgleichung
(xx) 7 =6x2— 22
Sei nun umgekehrt z : J — R eine Losung der Differentialgleichung

(xx) 2 =6x2° —2x 2,



8.27 a)

mit z(z) # 0 fiir alle 2 € J; demnach ist z differenzierbar mit
Z(x) =6z (2(2)) — 2z - 2(x) fir alle z € J.

Damit ist auch die Funktion

y:J =R, ylz) = = (2(2))",

= _W . (6:10 (z(x))" =2z - z(a:)) =
1

1
= — 2 PR 2 . _ — 2 . o .
6z + 2x ) x ) 6z = 2z - y(z) — 6x;

folglich ist y eine Losung der Differentialgleichung
(x) Y =2xy— 6.
GeméB b) ist die Funktion z : J — R, die auf dem Definitionsintervall J C R

ohne Nullstellen ist, genau dann eine Lésung von (%), wenn die Funktion

y:J >R ylx)= ﬁ, eine Losung von (%) ist; gemé&f a) ist demnach

y:J =R, ylz)=c-e” +3,

wobei sich fiir die Konstante ¢ € R wegen der Anfangsbedingung

1 1 2
= — = — = 2 . 0 = 2 = —1
2(0) 5 = y(0) 0) < c-e +3 — ¢
ergibt. Folglich erhélt man
1 1
J =R = =

wobei J = } —v/In 3;v1In 3| das maximale Definitionsintervall der Funktion

1
3—ex?

T

ist, welches den Anfangswert xy = 0 enthélt.

Fiir zwei stetige Funktionen f : RT™ — R und g : Rt — R ist die homogene
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

() ¥+ @)y +g@)y=0
zu betrachten; fiir die Losung ¢ : RT™ — R von () gilt also
O (x)+ f(z) - ¢ (x) +g(x) - p(x) =0  fiir alle =€ R,

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion h : Rt — R ist auch das
Produkt

iRY =R, () = h(z) - p(z),



zweimal stetig differenzierbar, und fiir alle x € R* gilt

x) = W (x)-p(z)+h(z) ¢(z)
Vix) = (B(x) - p(x) + h(x) - ¢'(2) + (W(2) - ¢'(2) + h(x) - " (7))
= h(z)- (@) +2-W(z) - '(x) + h(z) - ¢"(2)

und damit

(@) + fz) - (2) + ( ) - ¥(x) =
= (h”(x) p(z) +2-W(x) - ¢'(2) + hx) - ¢"(2)) +
+f(@) - ((2) - p(z) + (x) '(3?)) g(x) - (
= (W'(2)-plz) +H(z)- (2¢ ) -
h(z) - (¢"(@) + f(z) - ¢ (x )+g(x)'90(fv))j

-~

=0, da ¢ Lésung von (x)
= W'(z) o)+ W (2) 2¢' (@) + f(2) - o(2));

folglich ist ¢» genau dann eine Losung von (x), wenn

(@) + f2) () + g(z) () =0

und damit

h'(z) - p(x) + 1 () - (2¢'(2) + f(z) - p(2)) =0
fiir alle x € RT gilt.

b) Bei der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

(x) ¢ +y+<1—3>y—0

sind die stetigen Funktionen
n i 1 2
fPRT =R, f(z)=1, uwnd g:R" =R, g(r)=--—,
x

gewiihlt; die angegebene Funktion ¢ : Rt — R, ¢(z) = I, ist wegen

1 2
Jo)=—t  wmd Pw)=2
und damit
1 2 2 1 1 2 1
)+ (2-2) = S-S+ (1-2) 1-0

fiir alle x € RT eine Losung dieser Differentialgleichung. Um nun eine weitere
(von der Nullfunktion verschiedene) Losung von (%) zu erhalten, haben wir
gemif a) eine Funktion A : RT — R mit

T
<~

e(z) 2¢'(z)  f(2)p(2)

Wi(z) . = +h'(a:)-(——+ . )z



und damit

T

W (x) = (3 - 1) W ()

fiir alle x € R* zu ermitteln. Die Ableitung // ist also Losung der homogenen
linearen Differentialgleichung 3’ = a(x) y mit der stetigen Funktion

2
a:RT =R, a(z)=--1,
x

iiber deren Stammfunktion
A:RT - R, A(r)=2Inx -z,
sich demnach
W (z) = cel@ _ op2ma—z _ (elnx)Q e =cale®,

mit einer Konstante ¢ € R ergibt. Wegen

22 e de = 2° -(—e”“") —/ 2x -(—e’x) dx
Ragamet e e
u\xr v\ ulxr ’U(ﬁ) u (xr ’U(Z‘)

= —1:269”—1—2/ z e % dx
o

u(z) v (x)

= —z?e 42 N (—e"”) — \1/_/ (—e’m) dx
“ @) RACES

= —$26_I—2[E6_$+2/6_$dl‘

= —2?e T —2xe " —2e"4+C

—(:L‘2+2$+2)e_x+0
erhalt man dann
hz)=—c(z®+2z+2)e "+

mit einer weiteren Konstante ¢ € R, so dafl schliellich

Y:RT SR, Y(x) =h2) @)= (—c(z®+2z+2)e " +) - 1,

T

die allgemeine Losung der Differentialgleichung () darstellt. Mit der spezi-
ellen Wahl ¢ = —1 und ¢ = 0 erhélt man als eine weitere Losung etwa

v :RT SR, ¢z)= (az+2+%) e’

8.28 a) Fiir jede Losungsfunktion f : R™ — R der Differentialgleichung

ry =2y + 2> mit x>0



gilt
z-fl(r)=2f(x) +2*  firalle z€RT;

da f nach Voraussetzung mindestens dreimal stetig differenzierbar ist, ergibt
sich daraus unter Verwendung der Produktregel zunéchst

L-fllx)+z- f"(x)=2f'(z)+2z  firalle z€R",

also
- f"(x) = f(x)+22  firalle z€R",

und danach
L f"(x)+ - f"(x) = f'(z) +2 fir alle z € RT,

also

2
z- f"(x) =2 bzw. f"(x) =~ fiir alle z € RT.
x

Sei f: Rt — R die Losung des Anfangswertproblems

2 1

f/”(ﬂf) _ E mit f(l) _ _57 f’(l) =0, f//(l) = 2.

Aus 5
fM(x)y==  firalle xeR"
T

folgt durch Integration zunéchst
/() =2Inz + ¢y fiir alle x € RT,
wobei sich fiir die Integrationskonstante c; € R iiber den Anfangswert

f"1)=2 <= 2Inl+c=2 < =2
In1=0

und damit
() =2lnz+2=2(nz+1) fir alle z € R™
ergibt. Wegen

1
/2 -(lnx—l—l)dx:2x-(1nx+1)—/2x- — dr =
~N ——— N —— ~~ =z

V()
=2z (lnz+1) —/de:2x(1nx+1) —2x+C=2xlnz+C
erhélt man durch erneute Integration
f(x)=2xInz+c  fiiralle zeR",
wobei sich fiir die Integrationskonstante ¢; € R iiber den Anfangswert

f(1)=0 < 2-1-1n1+01=01<f>0 c1=0



und damit
fl(x) =2z Inz  fiiralle zeR"

ergibt. Wegen

1

/2x Inx dr = x2~lnw—/x2 — dx =
~~ ~~ ~~ ~~ ~~ =x
u'(z)  w(z) u(z)  o(z) u(z) V/( )

72
:m21nm—/a:dx:x21nx—5+0

liefert eine abschliefende Integration

2
f(x):x2lnx—%+c(] fiir alle z € RT,

wobei sich fiir die Integrationskonstante ¢y € R iiber den Anfangswert

1 ) 12 1
ﬂn_fa«ﬁél~m&—§“Hb——§§iB%—0
und damit )
f(:c):thlx—% fir alle x € R*

ergibt.
8.29 a) Wir nehmen zum Widerspruch die Existenz eines L € R mit
[f(2) = fy)l < L]z -yl

fiir alle x, y > 0 an; mit der Wahl x = # fiir ein n € N mit L < n und
y = 0 ergibt sich wegen

1 1 1
)= 500l = |1 () - 10 :‘\/ﬁ—m =
und X )
lz—yl= E_O =2
damit
1 1
—<L-— bzw. n < L,
n n

also ein Widerspruch zur Wahl von n mit L < n.
b) Zunéchst ist sicherlich die Nullfunktion

o : [0,00[ = R, ¢o(x) =0,
eine Losung des gestellten Anfangswertproblems
vy =vy,  y0)=0.

Ferner betrachten wir diese autonome Differentialgleichung 3/ = f(y) mit der
stetigen Funktion f : [0,00[ = R, f(y) = /¥, nur auf der oberen Halbebene



U =R xR", also fiir y > 0; dort besitzt diese wegen der Nullstellenfreiheit
von f auf ]0;o00[ fiir jeden Punkt (zo;y0) € U eine eindeutig bestimmte
maximale Losung ¢ : D, — R mit ¢(zg) = yo. Dabei erhalten wir

%
/y%dy:/ldx, also yT::E+c,
2

und damit

2
T +c T +c

fiir eine Konstante ¢ € R, wobei das maximale Losungsintervall im Hinblick
auf die Einschrankung y > 0 und damit /y > 0 alle = € [0; oo[ mit

x4+ c
>0 <= z4+c>0 << x> ——c

umfafit. Etwa fiir die Wahl ¢ = —1 erhélt man die Lésung

p1:]Lioo[ =R, poa(x) = (x ; 1>2,

die sich aber durch die konstante Losung ¢ stetig differenzierbar auf ganz
[0; oo[ fortsetzen 148t; die Funktion

(%‘1)2, fir z > 1,

1 :R—=R, () =
o P-1() {0, fiir 0 < z < 1,

ist ndmlich stetig und zunéchst in jedem Punkt x # 1 differenzierbar mit

=l fiirz > 1
/ ) = 2 )
Paala) {O, fir 0 <z <1,

wegen
lim 90—1@)_90—1(1) m 0—-0 —0
r—1— x—l r—1— 1 —
und
() — (1 2=1)? _ -1
i £o@) —ea@) () -0 e —0
T—1+ xr—1 r—1+ x—1 T—1+4+ 4

ist ¢_; auch im Punkt x = 1 differenzierbar mit ¢’ ;(1) = 0. Demnach gilt

/ (Qj) — % = gO,l(I'), fiir z > 17
0=+/¢_1(x), fir 0 <z <1,

weswegen ¢_1 : [0;00[ — R eine weitere Losung des Anfangswertproblems
y' = /y mit y(0) = 0 ist.



8.30 a)

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +4y +3y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom
XYA) =N +4X+3=A+1)(A+3)

mit den beiden einfachen Nullstellen A\; = —1 sowie Ay = —3; damit bilden
die beiden Funktionen ¢, @5 : R — R mit

Az —x -3z

=e und  py(z) = ™% =¢

ein Fundamentalsystem von (Dy). Folglich ist die Gesamtheit der Funktionen

p=cr o1+ e RoR, @) =ce™+cee™,

mit Konstanten ¢;, co € R die allgemeine Losung von (D).

Die rechte Seite
b:R—R, b(x)=10cosz,

ist von der Form b(z) = p(z) e** cos(kx) mit der Polynomfunktion p(z) = 10
vom Grade m = 0 sowie a = 0 und k& = 1. Da a + ki = 7 keine Nullstelle von
X ist, wahlen wir fiir die partikuldre Losung ¢, der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

(D) y'+4y +3y=10cosx
den Ansatz
op(x) = q1(x) cosx + qa(x) sinx
mit Polynomfunktionen ¢;(x) = r und ¢2(x) = s vom Grade m = 0. Wegen
@ (x) = —rsinz + scosx und ¢)(x) = —rcosz — ssinz
ist ¢, genau dann Lésung von (D), wenn

(—rcosx — ssinzx) +4 (—rsinx + scosx) + 3 (rcosz + ssinz) = 10 cos z,

also
(2r+4s)cosz+ (—4r+2s)sinz = 10cos z,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich 2r +4s =10 und —4r + 25 = 0, also
r =1 und s = 2, und folglich ¢,(z) = cosx + 2sinz.

GeméB a) und b) ist die Gesamtheit der Funktionen
p=crp1t+caps+,  R=>R, pz)=cre”+c e 3% + cosx + 2sinx,
mit ¢;, co € R die allgemeine Losung von (D) mit

3 _gingx + 2cosx

O (r)=—c1e® —3cpe”
fiir alle x € R; damit ist

00)=0 < ¢, 1+¢c-14+14+2-0=0 < ¢, +c+1=0
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und

P0)=0 <= —c;-1-3¢-1-0+2-1=0 <= —c;1—3c2+2=0,

_5

5 und ¢y = % ergibt. Damit ist

woraus sich ¢; =

5 3
0 R=R, ¢@)=—-e"+=e > +cosz+2sinz,

2 2

die gesuchte Losung des gestellten Anfangswertproblems.
Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +2y +2y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

XA) =42 0 +2= A+ 1) +1=A+1—4) (A +1+1)

mit den beiden einfachen komplexen Nullstellen Ay = =147 und A\ = —1—1
mit dem Realteil p = —1 und dem Imaginérteil 0 mit o = 1; damit bilden
die beiden Funktionen ¢, ¢s : R — R mit

p1(z) = €°®cos(ox) = e * cosx und @y(z) = €°“sin(ox) = e sinx

ein Fundamentalsystem von (Dy).

Die rechte Seite
b:R—R, bx)=—42"-2,

ist von der Form b(z) = p(x) e*® mit der Polynomfunktion p(x) = —4 2% — 2
vom Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von y ist, wahlen wir
fiir die partikulére Losung ¢, von

(D) ' +2y +2y=—42%—2

den Ansatz
op(z) =qx) =ra’+sx+t

mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rz? + sx +t vom Grade m = 2. Wegen
e () =2rz+s und  @(z)=2r
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
2r+2Q2rz+s)+2(ra*+ sz +t) = —41” -2,

also
2ra® + (4r+2s)r+ (2r+2s+2t) = —42”° - 2,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
2r=—4, 4r+4+2s=0 und 2r+2s+2t= -2,
alsor = —2, s =4 und t = —3, und folglich

op R R, @,(z)=—-22"+4x - 3.
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Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ =Ty +12y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom
XA) =X —TA+12=(A—3)(\—4)

mit den beiden einfachen Nullstellen \; = 3 sowie Ay = 4; damit bilden die
beiden Funktionen ¢q, ¢s : R — R mit

A1x 3x

= und o) = e =t

p1(x) =e =e

ein Fundamentalsystem von (Dy), und die Gesamtheit der Funktionen
o=cipr+cap: R= R, o) =c e +cye®,
mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von (Dy).
Die inhomogene lineare Differentialgleichung
(D) y' =Ty +12y=¢€""
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt die rechte Seite
b:R—=>R, bx)=e",

von der Form b(x) = p(x)e®* mit der konstanten Funktion p(x) = 1 sowie
a = —1. Da nun a keine Nullstelle von y ist, wahlen wir fiir die partikulére
Losung ¢, von (D) den Ansatz

mit der ebenfalls konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen

—X —Z

e, (x)=—re™ und ¢p(r) =re

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(r e’”) -7 (—7" eﬁ) +12 (r e’x) =e °,

also
20re *=e"%,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich 207 = 1 und damit r = %. Damit ist

1 —x
v, : R—= R, gpp(x)ZQ—Oe ,

eine spezielle Losung sowie die Gesamtheit der Funktionen

1
p=crp1+caps+ ¢, R =R, @($)20163$+6264x+%6_w,

mit ¢, ¢y € R die allgemeine Losung von (D).



8.33 Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung
D) ' -5y +6y=122>-262+15

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; wir betrachten zudem die zu-
gehorige homogene lineare Differentialgleichung

(Do) y" =5y +6y=0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
a) Es besitzt (D) das charakteristische Polynom
XA)=A2=5X+6=(A—2)(A—3)

mit den beiden einfachen reellen Nullstellen Ay = 2 sowie A\ = 3; damit
bilden die beiden Funktionen ¢1, @2 : R — R mit

= und o) = M =
ein Fundamentalsystem von (Dy). Ferner besitzt (D) die rechte Seite

b:R—R, blz)=122>— 26z + 15,

der Form b(z) = p(z) e*® mit der Polynomfunktion p(x) = 12 2% — 26 + 15
vom Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von y ist, wahlen wir
fir die partikuldre Losung ¢, von (D) den Ansatz

op(z) = q(z) =12’ + sz +t
mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rz? + sz + ¢t vom Grade m = 2. Wegen
() =2rz+s und  @)(z)=2r

ist ¢, genau dann Lésung von (D), wenn

2r —52rz+s)+6(ra®+sx+1t) =122 — 262 + 15,
also

6r2° + (=107 +6s)x+ (2r =55+ 61) = 1222 — 262 + 15,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

6r=12, —10r4+6s=-26 und 2r—5s+6¢ =15,
alsor =2, s = —1 und ¢t = 1, und folglich

0p R R, p,(z)=22"—2+1.
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen
p=c-pr1+c2-p2+p, : R=>R, ¢o(x) = e+ e +22% —x+1,

mit ¢, ¢y € R die allgemeine Losung von (D).



b) Fiir die in a) ermittelte Losungsfunktion ¢ : R — R mit
o) =cre* +ce® +22° —x+1

gilt
O (x) =2c1e* +3cpe™ +dx—1

fiir alle x € R, und wir bestimmen die noch freien Konstanten ¢y, ¢y € R,
so daf} ¢ die gestellten Anfangsbedingungen erfiillt. Wegen

0(0)=0 <= 1"+ +2-0°-04+1=0 < ¢, +cy =1
und
W 0)=0 <= 2c1°+3c2e°+4-0-1=0 < 2¢;+3c,=1
ergibt sich ¢; = —4 und ¢, = 3, und wir erhalten die Losungsfunktion
0:R=R, ¢@)=—4e*+3e¥ 4222 — 2+ 1.
8.34 Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +y' =0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA) =N+ A=A\ +1)

mit den beiden einfachen reellen Nullstellen A\; = 0 und Ay = —1; damit bilden
die beiden Funktionen ¢y, 3 : R = R mit

Ao x —x

or(z) =M= =1 und po(r) =% =e

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die rechte Seite
b:R—=R, bx)=uz,

ist von der Form b(z) = p(x) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = x vom Grade
m =1 und a = 0. Da a eine Nullstelle von y der Vielfachheit o« = 1 ist, wahlen
wir fiir die partikulére Losung ¢, von

D) Yty =2

den Ansatz
oplw) = ale) =12 + 57+

mit einer Polynomfunktion ¢(z) = ra? + sz + ¢t vom Grade m + a = 2; da
©1(x) = 1 bereits eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung (Dy)
ist, konnen wir ¢ = 0 setzen und erhalten

ep(x) =12’ +sz mit ¢ (r)=2rz+s und ¢)(z) =2r
Damit ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

2r+ 2rzx+s) ==z,



8.35

also
2re+ (2r+s) ==,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
2r=1 und 2r+s=0

also r = % und s = —1, und folglich

1

1,2
—QIL' Z.

op R R, ()
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen
p=ci-p1+c-p2+e,  R=2R, o(z) :Cl+C2€7x+%$2—377
mit ¢p, co € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist
P'(x)=—cpe "+ —1

fiir alle z € R, und wir bestimmen die noch freien Konstanten ¢;, ¢ € R, so dafl
© die gestellten Anfangsbedingungen erfiillt. Wegen

p(0)=3 <= c1+0e’+1.0°-0=3 < 1+ =3
und
P0)=-1 = —4+0-1=-1 <= —cy—1=-1 < =0
ergibt sich auch ¢; = 3, und wir erhalten die Funktion
¢:R—=R, o¢(z)=3+32"—uz,
als eindeutig bestimmte Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do)  y" =y —6y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA =X = A—6=(A-3)(A+2)

mit den beiden einfachen Nullstellen A\ = 3 sowie Ay = —2; damit bilden die
beiden Funktionen ¢y, @9 : R — R mit

Az — 3z

e’ und @o(x) =e

901(55) —e Aox — 6—233

ein Fundamentalsystem von (Dg). Die rechte Seite

b:R—R, bx)=e",

ist von der Form b(x) = p(x)e*® mit der konstanten Funktion p(x) = 1 sowie

a = —1. Da nun a keine Nullstelle von y ist, wiahlen wir fiir die partikulédre Losung
©p Vou

(D) yl/_y/_6y:e—x
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den Ansatz
X

op(x) =q(r)e ™ =re”
mit der ebenfalls konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen

—X —T

pp(x) = —re™ und () =re

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(7’ e_x) — (—7’ e_x) -6 (T e_x) =e 7,

also

—4re*=e",

fiir alle z € R gilt; damit ergibt sich —4r = 1 und damit r = —i. Damit ist die
Gesamtheit der Funktionen

p=crp1+cpr+ e, R=R, go(m):clegquch_Qw—Ze_“”,

mit ¢, ¢o € R die allgemeine Losung von (D). Wegen

+o00, fiir ¢; > 0,

3z —2x —x ..
r)=c - e’ +cg-e T —=-¢e — 0 fiirc; =0
90( ) 17, , 2 * T PR ) 1 )
—teo 0 —0 —oo  fiir ¢; < 0,
—0

ist die Losung ¢ genau dann im Intervall [0;00[ beschriankt, wenn ¢; = 0 ist;
dabei erfiillt

1
0:R—=R, o@)=ce® — Z—le_z,
die Anfangsbedingung y(0) = 0 wegen
o 1 1 1
P0)=0 <= e’ —— =0 <= ¢y —~ =0 <= ¢y =~
4 4 4
genau fiir ¢, = i. Es gibt also genau eine Funktion mit den geforderten Eigen-
schaften, ndmlich
6—236 —e
v:R=>R, o) = 1

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +2y +5y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

X =24 204+5=A+1)2+4=A+1-2)(\+1+2i)

mit den beiden einfachen komplexen Nullstellen A\; = —1 4+ 2¢ und Ay = —1 — 2i
mit dem Realteil p = —1 und dem Imaginérteil 0 mit 0 = 2; damit bilden die
beiden Funktionen ¢;, @2 : R — R mit

p1(x) = e?Tcos(ox) = e “cos(2x) und po(z) = e®“sin(ox) = e *sin(2z)
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ein Fundamentalsystem von (Dg). Die rechte Seite

b:R—R, bxr)=10e*,

ist von der Form b(z) = p(z)e*® mit der konstanten Funktion p(z) = 10 und

a = —2. Da a keine Nullstelle von y ist, wiahlen wir fiir die partikuldre Losung
©p von
(D) y' +2y +5y=10e"*"

den Ansatz

wp(x) = q(2) R

ebenfalls mit einer konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen

2x 2z

o, (x) = —2re” und  pp(z) =4re”

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
dre 42 (—2 r e’QI) +5 (r e’2x) =10e 22,

also
Sre ? =10e %" und damit r=2

ist; folglich erhalten wir
0p  R=R, @,(z) =22,

Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung (D) ist demnach die
Menge aller Funktionen

p=ci-p1+c- g2+, R=R,
¢(x) = c1 e " cos(2x) + ey e T sin(2z) + 2,

mit ¢y, co € R.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +y —6y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA) =N+ A=6=(\—-2)(A+3)

mit den beiden einfachen Nullstellen \; = 2 sowie Ay = —3; damit bilden die
beiden Funktionen ¢q, o : R — R mit

A1z 2

=2 und po(z) =M =7

pr(r) = e
ein Fundamentalsystem von (Dg). Die rechte Seite

b:R—R, b(x)=-cosz,
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ist von der Form b(z) = p(z) e*® cos(kx) mit der Polynomfunktion p(z) = 1 vom
Grade m = 0 sowie ¢ = 0 und k = 1. Da a + ki = i keine Nullstelle von y ist,
wihlen wir fiir die partikuldre Losung ¢, von

(D) y'+y —6y=cosz
den Ansatz

op(x) = q1(x) cosx + ga(x) sinx
=r

mit Polynomfunktionen ¢ (x) und ¢o(z) = s vom Grade m = 0. Wegen

¢ (x) = —rsinz + scosx und ¢)(z) = —rcosz — ssinz
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(—rcosx — ssinz) + (—rsinz + scosx) — 6 (rcosx + ssinz) = cosz,
also
(=7r+s)cosz+ (—r —Ts)sinx = cosz,

fiir alle € R gilt; damit ergibt sich —=7r+s=1und —r—7s =0, also r = —%

und s = 5—10, und folglich ¢,(z) = — & cosz + % sinz. Damit ist die Gesamtheit
der Funktionen

50

3z _ 7 cosx + 1 sin x
50 ’

p=c1pr1tcprt+p,: R=>R, 90@):016235-1—026_ 50
mit ¢, ¢o € R die allgemeine Losung von (D).

Die partikuldre Losung ¢, ist (als Linearkombination von Sinus und Cosinus)
beschréankt. Damit ist die Losung ¢ wegen

lim p1(z) =00 und lim @po(x) =0
T—00 T—00

genau dann auf Rt beschrinkt, wenn ¢; = 0 gilt, und wegen

lim ¢i(z) =0 und lim @o(z) =00

T—r—00 T—r—00

genau dann auf R™ beschrankt, wenn c; = 0 gilt. Insgesamt ist ¢ genau dann
eine in R beschriankte Funktion, wenn ¢; = ¢o = 0 gilt, also fiir ¢ = ¢,,.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) " =6y +9y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA) =A2—6A+9=(\+3)
mit der doppelten reellen Nullstelle A = 3; damit bilden die beiden Funktionen

)\z: 3z

¢1:R_>R7¢1(I):6 e,

und

02 R = R; po(x) =z er® =237,
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ein Fundamentalsystem von (Dg). Die rechte Seite

b:R—=>R, b(z)=c¢e"

ist von der Form b(x) = p(z)e®® mit der konstanten Funktion p(z) = 1 und

a = 1. Da a keine Nullstelle von y ist, wéhlen wir fiir die partikuldre Losung ¢,
von
(D) ¥ =6y +9y=¢
den Ansatz
op(x) =q(z)e” =re”

ebenfalls mit einer konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen
() =re’ und  ¢j(z)=re
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
re’ —6re”+9re” = e,
also
dre” = e" und damit r=-

ist; folglich erhalten wir

1

T

v, R >R, gop(x)zze.

Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung (D) ist demnach die
Menge aller Funktionen

1
SD:CI'QDI"FCQ’(,DQ"’QOPZR—)R, @(x):cle3x+c2x63$+16z’

mit C1, Cg € R.

In Abhéngigkeit von einem positiven Parameter & € R" ist die lineare Differen-
tialgleichung
D) Y +2ky +kPy=32"—-2

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu betrachten.

a) Die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¢ +2ky + Ky =0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom
X)) =N +2kXA+ k= (A +k)?

mit der doppelten Nullstelle A = —k; damit bilden die beiden Funktionen

o1 R—=> R, p(x) = e_lm, und w2 R =R, po(x) = xe‘kx,



ein Fundamentalsystem von (Dy), und die Gesamtheit der Funktionen

p=cp1+cp:R=>R ox)= cre FT f ey xe ke

mit ¢;, co € R stellt die allgemeine Losung von (D) dar. Die noch freien
Konstanten passen wir den gegebenen Anfangswerten

y(0)=0 und  ¥'(0)=1

an; dabei ist
o(x) = (c1 + o) e ™

und damit
P(@)=cre ™ + (1 + o) (" (=k)) = ((c2 — k1) —keam) e 7
fiir alle x € R. Wegen
0(0)=0 <= ce"=0 <= ¢, =0

und
P0)=1 = (g—kec))e" =1 <= =1

c1=0

ist die Funktion

v:R=>R, px)= re ke,

die Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Die inhomogene lineare Differentialgleichung (D) besitzt die rechte Seite

b:R— R, bx)=32"-2,

der Form b(x) = p(x)e*® mit der Polynomfunktion p(x) = 32* — 2 vom

Grade m = 2 und a = 0. Wegen k > 0 ist a keine Nullstelle von y, und wir
wihlen fiir die partikuldre Losung ¢, von (D) den Ansatz

op(z) =q(x) =ra’+sx+t

mit einer Polynomfunktion ¢(x) = r %+ sz +t ebenfalls vom Grade m = 2.
Wegen
() =2rz+s und  ¢(z)=2r

ist ¢, genau dann Lésung von (D), wenn
2r +2k(2ra+s)+ k> (ra® + sz +t) =32 -2,

also
k*ra? + (4kr+k23)$+ (27’+2k8+k2t) =32% -2,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
Er=3, 4kr+k’s=0 und 2r+2ks+k’* = -2,
also

dkr 12
T:ﬁ, dann 3:—]{;2 ==




schlie3lich
_—2—(27“—1—2ks) 2 18

b= = “ TR T

und folglich
3 12 2 18
v, R =R, gop(:v)zﬁxQ—ﬁx—ﬁ—l—ﬁ.
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen
p=ci-p1+ca- 2+, R—=R,

3., 12 2 18

() :cle_kx—i-che_kx—i-ﬁ:U _ﬁx_ﬁ—i_ﬁ’

mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von (D).

8.40 Die gesuchten Funktionen f : R — R mit f(0) = 1, deren Graph Gy symmetrisch
zur y—Achse ist und fir die f’(z) = f(z) fir alle x € R gilt, sind zunéchst
Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

(Do) y' =y  bzw. y' —y=0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N =-1=A-1)(A+1)

besitzt die beiden einfachen reellen Nullstellen \; = 1 und \y = —1, so daf} die
beiden Funktionen
o1 R =R, () =eM® =",

und

Ao x — e—x7

p2: R R, o(z) =€
ein Fundamentalsystem bilden; damit stellt die Gesamtheit der Funktionen
o=c-p1+c-p:R=>R px)=ce’ +cye™®
mit Konstanten ¢;, ¢y € R die allgemeine Losung von (Dg) dar. Dabei gilt

p(0)=1 = 1 +e’=1 <= ¢+ =1,
und der Graph G, ist genau dann symmetrisch zur y-Achse, wenn ¢(z) = ¢(—x)
fiir alle x € R gilt; wegen
o) =p(—2) <= et uet=cefeue Y =
(1—)e’=(c—c)e ™ < (c1—c) (" —€e ) =0

fiir alle x € R ist dies (betrachtet man etwa x = 1) zu ¢; — ¢o = 0 gleichwertig,.
Aus den beiden Bedingungen

cp+ec=1 und cp—cy =0
erhédlt man wegen ¢; = ¢o dann ¢; = ¢y = %, so dafl genau die Funktion

1 1 T —T
¢:R—R, cp(x):§e$—l—§e_w:%:coshx,

die geforderten Eigenschaften besitzt, es ist also f der Cosinus hyperbolicus.
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Die in Abhéngigkeit von ¢ € Rt gegebene homogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung
(x)  Y'+cfy=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
XA) =X+ =2 —(ci)? = (A —ci)- (N +ci)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen \; o = *ci mit dem Realteil
0 = 0 und dem Imaginéarteil £0 mit o = ¢; damit bilden die beiden Funktionen

1 :R—=>R,  p1(z) = e cos(ox) = cos(cx),
o R—= R, () = e®sin(ox) = sin(cz),
ein Fundamentalsystem von (x), und die Gesamtheit der Funktionen
p=cr-p1+c-ps: R=>R, p(x)=c-cos(cx)+ cy-sin(cx),
mit c1, c3 € R stellt die allgemeine Losung von (x) dar. Dabei wird wegen

©(0) =0 <= ¢;-cos0+cy-sin)=0 < ¢; =0
=1 =0

die erste Anfangsbedingung ¢(0) = 0 genau von den Lésungen

v:R—=>R, ¢(x)=c- sin(cx),
erfiillt; wegen ¢'(x) = cyc - cos(cx) fur alle z € R ergibt sich fiir die zweite
Anfangsbedingung ¢'(1) = 0 damit

P'(1)=0 <= cyc-cosc=0 ? cy - cosc =0,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fiir cosc # 0 ist ¢'(1) =0 <= ¢y = 0, und damit ist die Nullfunktion die
einzige Losung von (%) mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0.
o Fiir cosc = 0 ist /(1) = 0 fiir alle ¢ € R erfiillt, und fiir jedes co # 0

ist die Funktion ¢ : R — R, ¢(x) = ¢ - sin(cx), eine von der Nullfunktion
verschiedene Losung von (%) mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0.

Damit besitzt die gegebene Differentialgleichung () genau dann eine von der
Nullfunktion verschiedene Losung ¢ : R — R mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0, wenn
cosc = 0 gilt, also genau fiir c € § + Ny - .

Die in Abhéngigkeit von (a,b) € R? gegebene homogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

(%) y' ' —2ay +by=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
xA) =X —2aX+b
mit den Nullstellen

(—2a) £/ (—2a? —4-b 2a+ /4@
(—2a) 2( a) b: a 2(@ b):aj:\/m;

wir treffen hinsichtlich des Radikanden A = a? — b folgende Fallunterscheidung:




e Im Falle A > 0 besitzt x(A) zwei reelle Nullstellen Aj, Ay € R mit \; # Ao,
und wir kénnen \; # 0 annehmen; damit besitzt (x) insbesondere die Losung

01 R—= R, ¢ (z)=eM?,
die wegen
lim ¢(z) = +o0 fiir A1 >0

T—+00

und
lim ¢i(z) =400  fir A <0

T——00
auf R nicht beschrankt ist.

e Im Falle A = 0 besitzt x(A) eine doppelte reelle Nullstelle A € R; damit
besitzt (x) insbesondere die Losung

2 R—= R, @oz) =€,
die wegen

lim po(z) = lim (z- ¥ )=+4o0 fiir A>0

T—+00 T—+00 ~~~
>1 fiir 20
und
. T Az . ..
lim @o(z) = lim (z- e ) =—o00 fiir A<0
r——00 z——00 ~~~
>1 fiir <0

auf R nicht beschrankt ist.

e Im Falle A < 0 besitzt x(\) zwei konjugiert—komplexe Nullstellen ¢ +io
mit 0 = a € R und 0 = Vb — a2 € R*; damit bilden die beiden Funktionen

01 : R =R, pi(x) =e®cos(ox), und ¢o: R = R, po(x) = e sin(ox),
ein Fundamentalsystem von (x). Dabei ist die Losung 1 von (%) wegen

901(_> = 62;(79” COS(Z??JT) = 62%” — +00 fiir 0o>0

n—o0

und

901(_21%”) = 6_2%}” COS(—2’[’L7T) = 6—%71 — +00 fiir 0<0

n—oo
auf R nicht beschrénkt. Fiir o = 0 ist die Gesamtheit der Funktionen
po=cr-p1+tce-p: R=>R, p(x)=c - cos(ox) + ¢y - sin(ox),

mit c1, co € R die allgemeine Losung von (x); wegen

lo(x)| = |e1 - cos(ox) + o - sin(oz)| <
< Jer] - [cos(om)| +[eaf - [sin(oz)] < ler| + e
<1 <1

fiir alle x € R ist jede Losung ¢ von (x) auf R beschrankt.
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Zusammenfassend gilt: es ist genau dann jede Losung der Differentialgleichung
(%) auf R beschrénkt, wenn

A=a*>—b<0 und o=a=20
ist, also genau fiir a = 0 und b > 0.
Die gegebene homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
(Do) y'+2y +2y=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
XA) =N +2A0+2=(N+2 1+ 1)+ 1=
=A+1)? = =A+1—-i)(A+1+1)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A\ o = —1=£14; dabei ist p = —1
der Realteil sowie +0 mit o = 1 der Imaginérteil. Folglich bilden die beiden
Funktionen

o1 :R—=R, ¢(r) =e*cos(ox) =e “cosz,

und
w2 R =R, ¢ox) =e*sin(ozr) = e “sinz,

ein Fundamentalsystem von (D), und die Gesamtheit aller Funktionen
po=c1-p1+c-p:R>R px)=c e cosx+cy-e “sing,

mit ¢, co € R ist die allgemeine Losung von (Dg). Damit nun die auf ganz R
definierte und differenzierbare Funktion ¢ in a = 0 ein lokales Extremum besitzt,
muf} notwendig ¢’'(0) = 0 gelten; wegen

¢'(x) = c1-(—ecosz+e *(—sinz)) + ¢+ (—e “sinz + e " cosx)

= (ca—c1) e cosx— (1 + ) e “sinx
fiir alle x € R mit

@(0)=0 <= (cg—c1)-€’cos0— (c; +c3)-e’sin0 =0
— (p—c1)-1—(c14+¢)-0=0
— =0+ =0

kommen hierfiir also nur die Losungsfunktionen
v:R=>R, ¢x)=c e *(cosx+sinx),
mit ¢; € R in Frage. Fiir alle x € R gilt
O'(x) = —2¢; - e Tsinx

und damit
¢"(z) = —2¢; - (—e “sinz + e “cosz),
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also
<0, fire >0,

¢"(0) = —2¢; - (—€”sin0+ € cos0) = —2¢; ¢ =0, fiir ¢; = 0,
> O, fiir < 0.

Folglich besitzt ¢ in @ = 0 fiir ¢; < 0 ein isoliertes lokales Minimum und fiir
c1 > 0 ein isoliertes lokales Maximum, insbesondere also kein lokales Minimum;
fir ¢; = 0 ist ¢ die Nullfunktion, die in @ = 0 ein (nicht isoliertes) lokales
Minimum besitzt.

Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
y" =2y "+5y =0
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N =2 X +5 X=X (N =2X+5)

besitzt die einfache reelle Nullstelle Ay = 0 sowie (unter Verwendung der Losungs-
formel fiir quadratische Gleichungen) die beiden konjugiert—komplexen Nullstel-

len
1
Aoy = 5 (—(-2) £ V(2P =4 75) = (2:t\/—1)—1:|:2z
so daf die drei (reellwertigen) Funktionen ¢y, ¢, @3 : R — R mit
p1(r) = e’ =1 sowie @o(x) =e"cos(2z) und 3(x) = e”sin(27)

ein Fundamentalsystem von y"” —2y"” +5y" = 0 bilden; damit ist die Gesamtheit
der Funktionen

p=cr-p1+c-patcz-p3:RR) p(z) =c + e’ cos(2x) 4 ¢35 e” sin(2z)

mit den Konstanten ¢y, ¢z, c3 € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" —2y" + 5y = 0, welche nun den gegebenen Anfangsbedingungen y(0) = 0,
y'(0) = =3 und y”(0) = —11 anpafit werden. Wegen

¢'(x) = co (" cos(2z) — 2€” sin(2x)) + ¢3 (e” sin(2z) + 2 €” cos(2x)) =
= (co + 2c3) €” cos(2x) + (=2 co + ¢3) €” sin(2x)

und

() = (ca-+ 2ca) (e cos(20) — 2€%sin(20) +
(2ot e (€ sin(2e) + 26 con(2)) =
= (=3¢ +4c3) e cos(2x) + (—4 g — 3¢3) €” sin(2x)

fiir alle z € R ergibt sich
0(0)=0 <= 1+ 14c-0=0 <<= c;+c=0

sowie entsprechend
¢'(0)=-3 < cg+2c3=-3
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und
¢"(0) = —11 <= —3cy+4cy=—11,

woraus man zunéchst co = 1 und c3 = —2 und dann ¢; = —1 erhélt. Folglich ist
die Funktion

v:R—=R, f(xr)=—-1+¢e"cos(2z)—2e"sin(2x),
die Losung des gestellten Anfangswertproblems.
Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
y" —16y =0
vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; das charakteristische Polynom ist
XA) =21 =16 = (N> —4) (N +4) = (A= 2)(A+2)(A — 20) (X + 2i)

mit den beiden reellen Nullstellen \; = 2 und Ay = —2 sowie den beiden kom-
plexen Nullstellen A3 = 27 und Ay = —2¢ mit dem Realteil o = 0 und dem
Imaginarteil £0 mit o = 2.

Folglich bilden die Funktionen ¢y, ¢ : R — R mit

gol(x) = 6)\1:17 — 6290 und g02(1,) — e)\ga: — e 2
sowie @3, ¢4 : R — R mit
p3(x) = cos(ox) = cos(2z)  und  pu(z) = sin(ox) = sin(2z)

ein reelles Fundamentalsystem der Differentialgleichung. Damit ist die Gesamt-
heit der Funktionen

© = c1p1 + cap2 + 33 + 04 1 R = R,
o(z) = 1€ + cae™* + c3cos(2x) + ¢4 sin(2),

mit ¢y, ...,c4 € R die allgemeine Losung von (Dg); wegen
00)=0 <= 1+c+ci=0 <<= cg=—(c1+ )
16sen genau die Funktionen
0:R—=R, o) =cie® + coe ™ — (¢1 + ¢) cos(21) + ¢4 sin(2z),
mit ¢, co, ¢4 € R die gestellte Anfangswertaufgabe.
a) Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ =3y"+y -3y=0

dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

YA = NP =3N+A-3=A=-3)-AN+(\-3)
A=3)(N+1) = A=3)A—i)(A+1i)



mit der einfachen reellen Nullstelle \; = 3 sowie den beiden einfachen
konjugiert-komplexen Nullstellen \g3 = £¢ mit dem Realteil ¢ = 0 und
dem Imaginérteil +0 mit o = 1; damit bilden die drei Funktionen

01 : R =R, o1(z) = M = e,
w2 : R =R, pa(x) = e?" cos(ox) = cosz,
v3:R =R, g03(x) = e?Tsin(ox) = sinzx,

ein Fundamentalsystem von (Dy), und die Gesamtheit der Funktionen
p=crp1tcpstcezps : R=>R p(x)= c1 €% 4 ¢y cosx + ¢y sinz,

mit ¢, ¢, c3 € R die allgemeine Losung von (Dy). Dabei sind beispielsweise
@2 und @3 periodische Losungen von (D), wihrend etwa die Losung ¢
nicht periodisch ist.

Die inhomogene lineare Differentialgleichung
(D) y" =3y +y —3y=17e"
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt die rechte Seite
b:R—= R, blx)=17¢e",

von der Form b(z) = p(z) e** mit der konstanten Funktion p(z) = 17 sowie
a = 4. Da nun a keine Nullstelle von y ist, wihlen wir fiir die partikulére
Losung ¢, von (D) den Ansatz

mit der ebenfalls konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen
o (x) =4re', en(x) =167e* und @) (z) = 647re*
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(647’ 643”) -3 (16r 64I) + (4?" 64:0) -3 (7" 64:0) =17¢e%,

also
17re'® =17,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich 17r = 17 und damit » = 1. Damit ist
op  R= R, @,(z) ="

eine spezielle Losung sowie die Gesamtheit der Funktionen

p=crp1+caprt+czps+ o, R=R,

o(z) = c1€* + ¢y cosz + 3 sinx +
mit ¢, ¢z, c3 € R die allgemeine Losung von (D). Wegen

¢ (2) =3¢ ¥ — ¢y sina 4¢3 cosx + 4e”



fiir alle x € R ergibt sich

0(0)=0 <= c1e’ + ¢ co80+c3sin0+e’ =0 <
<= ct+ct+l=0 << 02:—(Cl+1)

und

@' (0)=0 <= 3c1e’ —cysin0+c3cos0+4e =0
<— 3 +c3+4=0 < c3=—(3c1+4)

stellt die Gesamtheit der Funktionen
0:R—=R, ¢@)=ce*—(c;+1)cosa— (3¢, +4)sina + ',

mit ¢; € R die allgemeine Losung des gestellten Anfangswertproblems dar.

8.47 Die homogene lineare Differentialgleichung

(DO) y//// + Qy”/ o 8y// — 0

vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Poly-
nom

XO) = A 422 —8A2 = (A2 42X —8) - A2 = (A —2)- (A +4)- A2

mit den beiden einfachen reellen Nullstellen \; = 2 und A\ = —4 sowie der
doppelten reellen Nullstelle A3 = 0; damit bilden die vier Funktionen

01 R =R, g(x) =eM®=¢e** und y:R =R, py(z) =™ =2e77,

sowie
psR=R, p3(z) =€ =1, und ¢, :R =R, gu(z) =" =1,
ein Fundamentalsystem von (Dy). Die rechte Seite

b:R—=R, b(z)=c¢e",

ist von der Form b(x) = p(z)e®® mit der konstanten Funktion p(z) = 1 und

a = 1. Da a keine Nullstelle von 'y ist, wéhlen wir fiir die partikuldre Losung ¢,
von
(D) y//// + 2y/// o 8y// — 63}

den Ansatz
op(x) =q(z)e” =re”

ebenfalls mit einer konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen

gogo(x) =re’, gog(:c) =re’, @) (z)=re

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

re’+2re’ —8re’ =e”,
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also
—5re® =e" und damit r=—=

ist; folglich erhalten wir

1
o, R= R, @,(z) = ~E e”.
Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung (D) ist demnach die

Menge aller Funktionen

p=cr-pr+ca-patczp3tcs ot R=R,

1
o) =cre?® + e fegtegr— gez,

mit ¢y, ¢, c3, ¢4 € R.
Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +2y +y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom
XA =X +2 0 +1=(A+1)°

mit der doppelten Nullstelle A = —1; damit bilden die beiden Funktionen
p1: R R, gi(z) =e™, und w2t R =R, po(z) =xe™,

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D) y//+2y/+y:€—l‘

besitzt die rechte Seite
b:R—R, blx)=e",

ax

der Form b(z) = p(z) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = 1 vom Grade m = 0
und der Nullstelle @ = —1 von x der Ordnung o = 2. Fiir die partikulére Losung
¢, von (D) wihlen wir den Ansatz

ep(x) =q(x)e™ = (ra® +sx+t)e”

mit einer Polynomfunktion ¢(z) = r 2? + sz 4+t vom Grade m + o = 2; nachdem
e~% und z e " die homogene Gleichung (Dy) 16sen, kénnen wir s = ¢ = 0 wéhlen.
Wegen

x —T

o(x)=2rze” —rate™ = (2rz—ra’)e

und
on(x) = (2r—2rz)e ™ — (2rz— ra*)e = (2r—4drz+ra’)e”
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

(27"—47"33+rx2) e_x+2(27"a:—7":1:2) el tratet=e"",
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also

2re f =e ",

fiir alle 2 € R gilt; damit ergibt sich » = 1 und folglich ¢,(z) = 1 2? ¢~*. Damit
ist die Gesamtheit der Funktionen

1'2
p=crpr1t+cpst+e,  R=>R, oz)= (Cl+021‘+5) e ",

mit ¢1, ¢o € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

P(z) = (2 +a)e" — (01 +er+ ?) e’ = ((62 —a)+(1—c) z— %) e”
fiir alle z € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich
p0)=1 < ¢-e"=1 < ¢ =1

und damit
P0)=1+= (a—c) =1 <+= cy=1+¢ <= c=2;

folglich ist

2
e:R=>R, ¢x)= (1+2x+%> e ",

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

In Abhéngigkeit von einem Parameter a € R ist das lineare Anfangswertproblem
Y —2ay + da’y = 2™ mit y(0)=0 und %(0)=0

zu betrachten, und dabei diejenigen a € R zu bestimmen, fiir die die Losung die
zusétzliche Bedingung y(1) = 1 erfiillt.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) y' —2ay +a*y =0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA =X —2aX+a®> = (\—a)
mit der doppelten Nullstelle A\ = a; damit bilden die beiden Funktionen

ax ax

priR=R, pi(e) =€ und 2R =R, gow) = ze?,

ein Fundamentalsystem von (D). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D) y//_2ay/+a2y:2€ax

besitzt die rechte Seite

b:R—R, blx)=2e"",



ax

der Form b(z) = p(z) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = 2 vom Grade m = 0
und der Nullstelle a von x der Ordnung o = 2. Fiir die partikuldre Losung ¢,
von (D) wéhlen wir den Ansatz

op(x) = q(x) €™ = (ra® + sz +t) **

mit einer Polynomfunktion ¢(x) = rz? + sz + ¢t vom Grade m + o = 2; nachdem
e und z e* die homogene Gleichung (D) l6sen, kénnen wir s =t = 0 wihlen.
Wegen

o (x) =2rz e +ra’-ae™ = (2rz+raz®) e

und
on(x) = (2r + 2rax) - e + (2rz + rax?) - ae™ = (2r + 4rax + ra’z?) e*
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(2r + 4drax + ra2:c2) e — 2a (27“1: + ra:z;Q) e 4 a? (r:cze‘””) = 2e™,

also

2rae®® = 2e%*,
fiir alle z € R gilt; damit ergibt sich » = 1 und folglich ¢, (x) = z?€**. Damit ist
die Gesamtheit der Funktionen

p=cprt+apmte:R=R, )= (01+02$+!E2)€M7

mit ¢, ¢y € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

¢'(x) = (2 +22) - € + (c1 + cax + 2%) - ae™ =
= ((c2 + ac1) + (2 + acz) © + az®) ™

fiir alle x € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich
0(0)=0 < ¢,-e"=0 <= ¢, =0

und damit
@' (0)=0 < cy+ac-e"=0 = cy =0,
c1=
insgesamt also
o:R—=R, ox)=2?e™

Diese Losung des gestellten Anfangswertproblems erfiillt nun wegen
p()=1 = 1" ¢"=1 = " =1 = a=0

genau dann die zusétzliche Bedingung y(1) = 1, wenn a = 0 gilt; in diesem Fall
ergibt sich als Losungsfunktion

p:R—=R, or)=2"



8.50 Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do)  y'+4y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA) = N4 = (X — 20)(\ + 26)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A\; o = ¢ £ 40 mit p = 0 und
o = 2; damit bilden die beiden Funktionen

o1 :R—= R, ¢(r) =€ cos(ox) = cos(2z),

und
R =R, ¢o(x) = e sin(ox) = sin(2x),

ein Fundamentalsystem von (Dyg). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D) y" 4+ 4y = sin(2z)

besitzt die rechte Seite
b:R—R, b(x)=sin(2x),

der Form b(z) = p(z) e*® sin(k z) mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade
m = 0 und der Nullstelle a+ik = 2i von x der Ordnung o = 1. Fiir die partikulére
Losung ¢, von (D) wihlen wir den Ansatz

op(x) = q1(x) cos(2x) + ga2(x) sin(2x)

mit Polynomfunktionen ¢;(z) = ma + $1 und g2(x) = myx + so vom Grade
m + « = 1; nachdem cos(2z) und sin(2z) die homogene Gleichung (Dy) 16sen,
konnen wir s; = s = 0 wihlen. Wegen

@ (x) = 711 (cos(2x) — 2 sin(2x)) + 75 (sin(2x) 4 2z cos(2z))
= (ry + 2rex) cos(2z) + (ry — 2rz) sin(2x)

und

oo(x) = (2rycos(2x) — 2 (r1 + 2ryx) sin(2x)) +
+ (=2rysin(2z) + 2 (ry — 2rz) cos(2x))
= 4(ry —rz)cos(2x) — 4 (r; + rox) sin(2x)

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

4 (ry — rx) cos(2x)—4 (11 + rax) sin(2x)+4 (rx cos(2x) + rexsin(2z)) = sin(2z),

also

471y cos(2x) — 4ry sin(2z) = sin(2x),
fir alle z € R gilt; damit erhélt man r; = —% und r, = 0, insgesamt also
¢p(x) = —1 z cos(2x). Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

x .
p=capitapte, R=R, o) = (Cl - Z> cos(2x) + ¢z sin(2z),
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mit ¢, ¢y € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

o'(r) = _}L cos(2x) — 2 <01 — %) sin(2x) 4 2¢5 cos(2x)

1
= [ 2co— = | cos(2x) — 2 <01 - f) sin(2z)
4 4
fiir alle x € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich
©(0) =0 <= c¢1cos0+csin0 =0 <= ¢, =0

und
1

1 1
©'(0) =0 <= (2c2—1> cos0 —2c15in0 =0 = 20, = 7 = =

folglich ist
1
v:R=>R, )= —2 cos(2z) + 3 sin(2z),
die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) y'+y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA =X +1=(A—i)(A+1i)
mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A\j 5 = ¢ £ i0 mit ¢ = 0 und
o = 1; damit bilden die beiden Funktionen

o1 :R—= R, ¢(z) =€ cos(ox) = cosz,
und
2R =R, ¢o(x) =e*sin(ozr) =sinz,

ein Fundamentalsystem von (D). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D) y'+4y=2cosx —2sinx

besitzt die rechte Seite
b:R—R, b(xr)=2cosz—2sinz,

der Form b(z) = pi(z)e*® cos(kx) + pa(x) e®” sin(k x) mit Polynomfunktionen
p1(z) = 1 und po(x) = 1 jeweils vom Grade m = 0 und der Nullstelle a + ik = i
von x der Ordnung o = 1. Fiir die partikuldre Losung ¢, von (D) wihlen wir
den Ansatz
ep(z) = qi(x) cosz + go(x) sinw

mit Polynomfunktionen ¢(x) = r1x + s; und ¢a(x) = rox + s3 vom Grade
m + a = 1; nachdem cos x und sin x die homogene Gleichung (Dy) 16sen, kénnen
wir s; = s9 = 0 wahlen. Wegen

¢ (z) = ri(cosz —xsinz)+ 7y (sinz + z cosx)

= (ry +rex)cosx + (ro — rx)sine
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und

@y(x) = (rocosx — (ry +rex)sine) 4 (—rysinz + (ry —r12) cos x)

= (219 —rix)cosx — (2r; + rox) sinx
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(2719 —mz)cosz — (271 + rox) sinx + (rrcosz + rexrsinz) = 2 cosz — 2sinz,

also
2719 cosx — 271y sinx = 2 cosx — 2sinz,

fiir alle x € R gilt; damit erhélt man ry = 1 und r, = 1, insgesamt also die parti-
kuldre Losung ¢, (z) = x cos z+z sinz. Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

Y=C1p1+ 2P+ @y R — R, 90(93) = c0SxT + cosinx + xrcosxT + rsinz,
mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von (D).
In Abhingigkeit von einem Parameter a € R* ist die Differentialgleichung
(D) ¢ +a’y=cosx

zu betrachten, und dabei diejenigen a € R* zu bestimmen, fiir die jede reellwer-
tige Losung unbeschrankt ist.

Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
(Do) ¥ +a*y=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
YA =N +a® =2 —(ai)’ = (A —ai)- (A +ai)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A;» = £a¢ mit dem Realteil
0 = 0 und dem Imaginérteil +0 mit ¢ = a; damit bilden die beiden Funktionen

1 :R—=> R,  ¢1(x) = e cos(ox) = cos(ax),
2R =R, o) = e sin(ox) = sin(az),

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung (D) besitzt die rechte Seite

b:R—R, b(z)=cosz,

der Form b(x) = p(z) e“® cos(k x) mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade
m = 0 sowie ¢ = 0 und & = 1; zur Bestimmung einer partikuléren Losung ¢, von
(D) treffen wir beziiglich des Parameters a € R die folgende Fallunterscheidung:

e Im Falle a # 1 ist ¢ + ki = 7 keine Nullstelle von y, und wir wéahlen fiir die
partikuldre Losung ¢, von (D) daher den Ansatz

op(x) = q1(x) cosx + qo(x) sinx



mit Polynomfunktionen ¢; (x) = r1 und go(z) = 5 vom Grade m = 0. Wegen
@ (x) = —risinz +rycosz und  @(x) = —rycosx — rysing
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(—ricosx — rysina) + a* (ry cosw + rysinx) = cosz,

also
(a2 — 1) r1Ccosx + (a2 — 1) roSinT = cosz,

fiir alle x € R gilt; damit erhélt man
(a2 — 1) ry=1 und (a2 — 1) ro = 0,

wegen 0 < a # 1 und damit a® # 1 bzw. a®> — 1 # 0 also

1
7"1:@2_1 und ro =0,
insgesamt also die partikuldre Losung ¢,(z) = ﬁcos x. Damit ist die
Gesamtheit der Funktionen
1
p=crp1t+cp2te, R =R, p(x) = ¢ cos(azr) +cysin(ax) + 7 COS T,
mit ¢, ¢; € R die allgemeine Losung von (D); wegen
) 1
lp(x)] = |c1cos(ar) + cosin(ar) + — T cos T
a J—
) 1
< |eicos(az)| + |easin(ar)| + | T CosT
a/ —_—
= |e1] - [eos(az)| + || - [sin(az)| + | ’ - |cos x|
<1 <1 a1 <1

< lea| + |eo| +

| — 1

fiir alle x € R sind sogar alle Losungsfunktionen ¢ beschriankt.

Im Falle a =1 ist ¢ + k¢ = i eine Nullstelle von x der Ordnung o = 1. Fiir
die partikuldre Losung ¢, von (D) wéhlen wir daher den Ansatz

op(x) = q1(x) cosx + qa(x) sinx

mit Polynomfunktionen ¢;(x) = r « + s; und ¢o(z) = ro x + s vom Grade
m + a = 1; nachdem cosz und sinz die homogene Gleichung (Dy) lsen,
konnen wir s; = s9 = 0 wihlen. Wegen

@,(x) = ri(cosw —xsinx) +ry (sinw +x cosx)

= (r1+rex)cosz + (ry — rz)sinx



und

h(x) = (rocosx — (ry + rex)sine) 4 (—rysinz 4 (ry — r12) cos x)

= (2ry—mzx)cosx — (2r; + rox)sinz
ist ¢, genau dann Lésung von (D), wenn
(279 — mz)cosz — (271 + rox) sinx + (ryx cos T + rexrsinz) = cosx,
also
21y cosx — 21y sinx = cos z,

fiir alle z € R gilt; damit erhélt man 7, = 0 und ry = %, insgesamt al-
so die partikulire Losung ¢,(x) = jasinz. Damit ist die Gesamtheit der
Funktionen

. A
p=c1p1+cpr+¢, : R=R, go(x):clcosx+6281nx+§smx,

mit ci, c; € R die allgemeine Lésung von (D); fiir x, = 2nm + § mit n € N
gilt

Ln .
o(r,) = cpcosx, + <02 + 7) sin @,

T 2nm+ 5\ . s
= (108 <2n7r + 5) + | o+ s sin <2n7r + 5)

T + ( + + 7T> LT
= (1 COS — C nm — ] SINn —
159 2 4 9

T
= Cc+nm+—- — +00,
4 n—oo

so daf} alle Losungsfunktionen ¢ unbeschrankt sind.

8.53 Fiir die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥+ (n=1)y —ny=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ergibt sich das charakteristische

Polynom
XA =X+ n—-DA—n=A-1)(A+n),

das wegen n € N mit n > 2 die beiden einfachen reellen Nullstellen \; = 1 sowie
Ao = —n besitzt; damit bilden die beiden Funktionen

T

01 : R — R, gol(x):eA”‘":e,

und

Ao x —nx

SOQZR%Ra 902(1:):6 =e )

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die rechte Seite

b:R—=R, bz)=nz,



ist von der Form b(x) = p(z) e** mit der Polynomfunktion p(x) = nz vom Grade
m =1 und a = 0. Da a keine Nullstelle von y ist, wiahlen wir fiir die partikuldre
Losung ¢, von
D) Y +r-1)y—ny=nz
den Ansatz
wp(r) = q(z)e"” = q(x)

ebenfalls mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rx + s vom Grade m = 1. Wegen
e (x)=r und  @j(z)=0
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
O+(n—1)-r—n-(rez+s)=nux,

also
(—nr)z+((n—1)r—ns)=nx,

fiir alle x € R gilt, und ein Koeffizientenvergleich ergibt

1—
—nr=n und (n—1)r—ns=0, also r=-—1 und s= n’
n

und wir erhalten .
—-n
o, R=R, @,(z)=—2c+ —

Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung (D) ist demnach die
Menge aller Funktionen

1—n
p=cr-pr1+c- P2t R=R, o) =cre"+ce ™ —x+ .

mit c1, co € R; dabei ist
P(r)=cre’" —nce " —1
fiir alle z € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich

1-— 1-— 1-—
©(0) = n<:>cl-eo+02-eo—0+ n_ n<:>cl+02:O
n n n

P0)=n < c1-®—ncy-e —1=n < ¢, —ncy=n-+1,

also ¢; = 1 und ¢y = —1; damit ist

1—
p:R—=R, ¢xr)=€e"—e""—x+ n’
n

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.



8.54 a)

Fiir ein gegebenes k € N ist die Differentialgleichung

(k+2) (k+1)

yrt =2y y B bgw.  ytD gD ) g

zu betrachten; es handelt sich also um eine homogene lineare Differential-
gleichung (k + 2)—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakte-
ristische Polynom

XU = N2 2 2Bk = AR (A2 92X 1) = AP (A — 1)°

besitzt die k—fache Nullstelle \; = 0 sowie die doppelte Nullstelle Ay = 1;
Damit bilden die & Funktionen

01 : R —> R, p1(z) =e
p2: R=R,  pofzr) =ze

o R—= R, pp(x) =a" e =2"
zusammen mit den beiden Funktionen

ok R= R, poppi(z) =€
Pri2  R= R, @ppo(z) =we

ein Fundamentalsystem und die Gesamtheit aller Linearkombinationen
p=crpr+caprt ...+ Ck Pkt Gyt Prr1 T+ Chr2 Pry2 i R =5 R,
ox)=c +eox+ ...+ g e+ o re”,

mit ¢, ca,...,Ck, Cri1, Chi2 € R die allgemeine Losung der gegebenen Dif-
ferentialgleichung.

Zu betrachten ist die inhomogene lineare Differentialgleichung
y' =2y —y+2? bzw. (D) o' -2y +y=2?

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die dazugehdrige homogene
Differentialgleichung (Dy) ¥ — 2y + vy = 0 entspricht den in a) betrachteten
Differentialgleichungen fiir k& = 0, so daf§ entsprechend die beiden Funktionen

1 :R—=> R, ¢(x)=¢€", und w2 R =R, ox) =xe€",
ein Fundamentalsystem von (Dyg) bilden. Die rechte Seite
b:R =R, b(z)=2?

ist von der Form b(x) = p(x)e®® mit der Polynomfunktion p(x) = z* vom

Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von x(A\) = (A — 1) ist,
wihlen wir fur die partikuldre Losung ¢, von (D) den Ansatz

op(z) = q(z) =ra®+ sz +t



mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rz? + sx +t vom Grade m = 2. Wegen
() =2rz+s und  @(z)=2r

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
2r =2Q2rax+s)+ (ra® + sz +t) =a,

also
ra’+ (—4r+s)z+ (2r—2s+1t) =2

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
r=1, —4r+s=0 und 2r—2s+t=0,
alsor =1, s =4 und ¢t = 6, und folglich
0,  R—>R, ¢,(z)=2"+42+6.
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen
p=cpr+cept+e, : R=>R, o) =cie+ere +r2+4x+6,

mit ¢;, co € R die allgemeine Losung von (D).



