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7.1 Das gegebene Dreieck

A={(z,y) eR*|0<, 0<y, 2 +y <3}

wird von den Geraden x = 0, y = 0 und =z + y = 3 begrenzt und besitzt damit
die Eckpunkte (0,0), (3,0) und (0,3); es ist insbesondere eine kompakte und
zusammenhingende Teilmenge von R2. Die gegebene Funktion

fiA=R, flzy)=B—(z+y)) ey,

ist (als Produkt von Polynomfunktionen und der Exponentialfunktion) insbeson-
dere stetig und besitzt daher auf dem Kompaktum A C R? nach dem Satz von
Weierstrafl mindestens eine globale Minimalstelle (a,b) € A und mindestens eine
globale Maximalstelle (¢, d) € A mit

fla;b) < f(z,y) < fle,d)  firalle (z,y) € A;
da A C R? zudem zusammenhingend ist, gilt fiir den Wertebereich

F(A) = [f(a,b), f(c,d)].
Dabei gilt fiir alle (z,y) € A zunéchst

fla,y) = (3—(x+y))-\ef,-\y;zo

>0 >0 >0

mit

flz,y) =0 <= z+y=3 oder y=0;
folglich nimmt die Funktion f genau in den Punkten (a,b) € A auf den beiden
Dreiecksseiten mit den Ecken (3,0) und (0,3) bzw. (0,0) und (3,0) ihr globales

Minimum f(a,b) = 0 an. Fiir eine globale Maximalstelle (¢,d) € A gibt es nun
die folgenden beiden Moglichkeiten:

e Der Punkt (c,d) liegt ebenfalls auf dem Rand von A und damit auf der
offenen Dreicksseite mit den Ecken (0,0) und (0,3); er besitzt daher die
Gestalt (0,t) fir ein ¢ € 0, 3] mit

F0,6)=(B3—=(0+1)e"t* = (3—1t)t* =3¢ —¢.



Da die (als Polynomfunktion) differenzierbare Hilfsfunktion
h:]0,3[ = R, h(t) =3t~

auf dem offenen Intervall |0, 3[ ihre Extremwerte nur in den Nullstellen ihrer
Ableitung A’ mit

R'(t)=6t—3t*=3t(2—t) fiiralle t€]0,3[,
also in ¢ = 2 annehmen kann, kommt fiir (¢, d) nur der Punkt (0, 2) in Frage.

e Der Punkt (¢, d) liegt im Innern A von A mit

A:{(a:,y)E]R2|O<:L‘,O<y,x+y<3};

da f (als Produkt von Polynomfunktionen und der Exponentialfunktion)
insbesondere partiell differenzierbar ist, kommen hierfiir nur die kritischen
Stellen von f, also die Nullstellen von grad f in Frage. Wegen

Ouf(wy) = (=1) €y + (3= (z+y) "y’ =2 (x+y) ey
und
O,f(,y) = (1) - ¢ P + (B (x +9)) - ¢ -2y
fir alle (x,y) € A folgt aus grad f(c,d) = (0,0) zum einen

Ouflc,d) = (2= (c+d))- e - d> =0, also c+d=2,

>0 >0

und damit zum anderen

Oyf(c,d) = (=1)-€e-d>+ (3—(c+d))-e-2d
—3-2—1

= ¢ (-d*+2d) = ¢ - d_(2-d) =0,

>0 >0

also d = 2 und damit ¢ = 0; damit liegt aber (¢, d) nicht im Innern von A.
Folglich nimmt die Funktion f im Punkt (¢,d) = (0,2) ihr globales Maximum
fle,d) = f(0,2) = f(z,y) = (3—-(0+2)) " 22=1-1-4=4
an, und wir erhalten f(A) = [f(a,b), f(c,d)] =[0,4].
7.2 Die gegebene Funktion
fiRP R, flry)=e " V0@ + )

ist (als Produkt und Verkettung von Polynomfunktionen und der Exponential-
funktion) partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Ouf(y) = (70 (20)) - (2P 4 2P e (2 4 y?) - (20)
= eV @ 4y (@ 4y - 2)



und
Oyf(w,y) = (70 (<o) (22?4 e (2007 4 ) - (2)
= -2y PR A (1‘2 + y2) : (x2 +? = 2) .

Die kritischen Punkte (z,y) € R? von f sind genau die Nullstellen des Gradienten
grad f von f, wegen

_ —a2—y?2-5 (. 2 2 2 2
Of(z,y) =0 <= —22-¢" ¥V 5.(2+y?) (2" +y*—2)
>0
— =0 oder 2?+3°=0 oder 2*+34°-2=0
<~ =0 oder 2*+y*=2
und

22
Oyf(x,y) =0 = —2y-¢ "V 0(a®+y?) - (2 +y° - 2)

>0
y=0 oder 2°+9*=0 oder 2°+y*—2=0

y=0 oder 2%+ y*=2,

]

also

grad f(z,y) = (0,0) <= (0,f(z,y) =0 uwnd 9,f(z,y) =0) <
(x:O oder x2—|—y2:2) und (y:O oder x2+y2:2) —
— (x:() und y:O) oder z?+4y* =2,

sind dies genau der Ursprung (0, 0) sowie die Punkte der Kreislinie 22 + y* = 2
mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/2. Wegen
flay) = "0 (@ 4+ y%)? 2 0= £(0,0)
~———

N——
>0 >0

fiir alle (z,y) € R? nimmt die Funktion f in (0,0) ihr globales (und damit auch
ein lokales) Minimum an. Des weiteren betrachten wir fiir die Punkte (z,y) € R?
die Darstellung in Polarkoordinaten z = r cos ¢ und y = rsin ¢ mit r € Rf und
¢ € [0,27], und wegen

22 +y? = (rcosp)® + (rsing)? = r? (cos? ¢ + sin? ) = r?

J

]
ergibt sich
fla,y) = e CHO0 @ 4 ) = e () = e
Die Hilfsfunktion
hiRS =R, hir)=e " .t

ist (als Produkt und Verkettung von Polynomfunktionen und der Exponential-
funktion) differenzierbar, und fiir alle r > 0 gilt

h'(r) = (677"275 (=2 7’)) e = 0 e B (r*—2);
>0 >0

es ergibt sich demnach:



o fiir alle 7 € |0, 2] gilt r? < 2 und damit

W(r)=—2-e"5.3. (r*—2) >0,

——
<0 <0

so daf} die stetige Funktion h auf [O, \/ﬂ streng monoton wichst,
e fiir alle r € }\/ﬁ, +OO[ gilt 72 > 2 und damit
W(r)y=—2.e"5.3. (r*—2) <0,

——
<0 >0

so daf} die stetige Funktion h auf [\/5, —i—oo[ streng monoton féllt.
Folglich ist v/2 eine globale Maximalstelle von A, und wir erhalten
f(,y) = h(r) <h(V2)  firalle  (z,y) € R

da aber h(v/2) der gemeinsame Funktionswert aller Punkte auf der Kreislinie um
(0,0) mit Radius v/2 unter der Funktion f ist, nimmt diese dort ihr globales
Maximum (und damit auch lokale Maxima) an.

7.3 a) Die gegebene Funktion
[iRESR, f(ay) = (o +y) - cost,

ist (als Differenz einer quadratischen Funktion und des Cosinus) zweimal
stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Ocf(x,y) =2(x +y) +sinz  und  9,f(z,y) =2(z +y),

also
grad f(z,y) = (2(z +y) +sinz, 2(z +y)),
sowie
0.0, f(x,y) =2+ cosz und 00y f(x,y) =2
und
axayf(xay) =2= ayarf(x7 y)7
also

24+ cosx 2
Hess f(z,y) = ( 5 2) :

Die kritischen Punkte von f sind definitionsgeméafl genau die Nullstellen von
grad f, und fiir (z,y) € R? gilt dabei

grad f(z,y) = (0,0) (2(z +y) +sinz, 2(z+1y)) = (0,0)

2z +y)+sine =0 und 2(zx+y)=0
sinz=0 und z+y=0

re€Z-m und y=—=x

(x,y) = (kw, —km) furein k€ Z.

111ty



Um den Typ des kritischen Punktes (kmw, —km) fiir ein k € Z der Funktion
f zu ermitteln, betrachten wir

dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Ist k € Z gerade, so ergibt sich wegen (—1)* =1 dann

()

wegen det H, = 2 > 0 und Spur Hy = 5 > 0 ist Hy positiv definit, so
daB f in (km, —km) ein (isoliertes) lokales Minimum besitzt.

e Ist k € Z ungerade, so ergibt sich wegen (—1)¥ = —1 dann

MR T

wegen det H, = —2 < 0 ist Hj, indefinit, so dafl f in (kw, —k7) einen
Sattelpunkt besitzt.

b) Geméif a) besitzt die Funktion in allen Punkten (2¢m, —2¢7) mit ¢ € Z ein
(isoliertes) lokales Minimum; dabei gilt

f(2lr, —207) = (207 + (=207))* — cos(20m) = 0> — 1 = —1.
Wegen

flz,y) = (x+5y)* —cosz = (v +y)*+(—cosz) >0+ (—1) = —1
>0 >1

fiir alle (z,y) € R? besitzt f in (20w, —2¢7) sogar ein globales Minimum.
7.4 Gegeben ist die Funktion
f:R* =R, f(r,y)=2"-327y+y>
a) Fiir alle (a,b) € R? ist die Funktion
g:R—=R, g(t)= f(ta,tb),
zu betrachten; fiir alle t € R gilt damit

g(t) = f(ta,th) = (ta)" — 3 (ta)* (tb) + (tb)* =
= t'a* = 3¢%a°b + t*V* = * (t*a* — 3ta’b+ b°),

also g(0) = 0, und wir treffen die folgende Fallunterscheidung:
e Im Falle b = 0 ist

g(t) = t*a* > 0 = g(0) fir alle t e R,

damit besitzt g in ¢t = 0 ein globales Minimum, insbesondere also ein
lokales Minimum.



e Im Falle b # 0 ist b* > 0, und wegen

t?a* —3ta*h — 0
N~ S~ =0
—0 —0

gibt es ein § > 0, so daf fiir alle t € |—4, 0] stets
tPa* —3ta®b| <b® baw. —b® <t’a’ —3ta’b <V’
und damit

g(t) = _*_-(tPa* = 3ta’b+b*) > 0= g(0)

~
20 >—b2
N -~ 7
>0

gilt; damit besitzt g in ¢ = 0 ein lokales Minimum.
b) Esist f(0,0) = 0. Wegen

lim ¢t =0 und lim t* =0, also lim (¢,¢%) = (0,0),
t—0+ t—0+ t—0+

gibt es zu jedem r > 0 ein t, € RT mit (¢, 13) € K,(0,0), und es gilt
ftoty) =to—3t3t5+(t5)> =—t; <0< f(0,0);

wegen to>0

dabei bezeichnet K,.(0,0) die offene Kreisscheibe um (0,0) mit Radius .
Folglich besitzt f in (0,0) kein lokales Minimum.

7.5 Das Quadrat
D =[-2,2] x [-2,2] C R?
mit den Eckpunkten (—2,—2), (2,-2), (2,2) und (—2,2) ist eine sowohl abge-
schlossene als auch beschriankte und damit kompakte Teilmenge von R?; dariiber
hinaus ist die Funktion

f:D—=R, flz,y)=2zy—x+y,

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl besitzt
damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge D eine globale Minimal-
stelle (p1,q1) € D und eine globale Maximalstelle (ps, ¢2) € D, fiir alle (z,y) € D
gilt also f(p1,q1) < f(z,y) < f(p2, ¢2). Zur Ermittlung der globalen Extremstel-
len (p,q) € D von f haben wir die beiden folgenden Fille zu unterscheiden:

e Der Punkt (p, q) liegt auf dem Rand 0D des Quadrats D, also auf einer der
vier Quadratseiten:

— Fiir die Punkte (—2,¢) mit ¢t € [—2,2] der linken Quadratseite gilt
f(=2,t)=2-(=2) -t —(=2)+t=-3t+2;
da die lineare Hilfsfunktion
hii[-2,2] 5 R, hy(t) = —3t+2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in ¢ = —2 und ¢ = 2 annehmen kann, kommen fiir (p,q) nur die
Eckpunkte (-2, —2) und (—2,2) in Frage.



— Fiir die Punkte (2,¢) mit ¢ € [—2,2] der rechten Quadratseite gilt
F2t)=2-2t—2+4+t="5t—2;
da die lineare Hilfsfunktion
hot[=2,2] 5 R, ho(t) =5t —2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in ¢ = —2 und ¢ = 2 annehmen kann, kommen fiir (p,q) nur die
Eckpunkte (2, —2) und (2,2) in Frage.

— Fiir die Punkte (¢, —2) mit ¢ € [—2,2] der unteren Quadratseite gilt

flt,=2)=2-t-(=2) —t+(—-2) = -5t — 2;
da die lineare Hilfsfunktion
hy:[-2,2] - R, hs(t)=-5t—2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in ¢ = —2 und ¢ = 2 annehmen kann, kommen fiir (p,q) nur die
Eckpunkte (=2, —2) und (2, —2) in Frage.

— Fiir die Punkte (¢,2) mit ¢ € [—2,2] der oberen Quadratseite gilt

ft,2)=2-t-2—t+2=3t+2;
da die lineare Hilfsfunktion
hy:[=2,2] > R, hy(t) =31+ 2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in ¢ = —2 und ¢ = 2 annehmen kann, kommen fiir (p,q) nur die
Eckpunkte (—2,2) und (2,2) in Frage.

e Der Punkt (p, ¢) liegt im Innern D des Quadrats D; da f als Polynomfunk-
tion insbesondere partiell differenzierbar ist, ist dann (p,q) ein kritischer
Punkt von f mit grad f(p,q) = (0,0). Wegen

Ouf(zyy) =2y —1 und Oyf(z,y) =2x+1
fiir alle (x,y) € D kommt fiir (p, ¢) nur der Punkt (—3, 3) in Frage.
Mit Hilfe der Wertetabelle

(pa Q) H <_27_2) ‘ (_272) ‘ (27_2) ‘ (272) ‘ (_%7%)
fol 8 | -4 | -12] 8 [ 3

erkennt man, daf§ f den maximalen Funktionswert 8 in den Punkten (—2,—2)
und (2,2) sowie den minimalen Funktionswert —12 im Punkt (2, —2) annimmt.



7.6 a) Fir die in Abhéngigkeit von ¢ € R gegebene Funktion
fo RE= R, foz,y) =2 +y* +cry,
gilt f.(0,0) = 0%+ 0%+ c¢-0-0=0; im Falle |c| < 2 gilt damit
folx,y) = 2*+cay+y?
e I

_ <x+§y>2+(l— (§>2 )\inO:fc(OvO%
N <~

20 <1,da |§|<1

so daB f, die absolute Minimalstelle (0, 0) besitzt.
b) Zu der gegebenen Funktion

g:R* =R, g(z,y) =2 +y* + e,
ist fiir ein festes (x,y) # (0,0) die Hilfsfunktion
h:[0,00[ = R, h(t) = g(tz,ty),
zu betrachten; fiir alle t > 0 gilt dabei
h(t) = g(tz, ty) = (t)? + (ty)? + DO = 12 (27 4+ y?) + .

Damit ist h (als Summe und Komposition quadratischer Funktionen und
der Exponentialfunktion) differenzierbar, und fiir alle ¢t > 0 gilt

W (t) =2t (2% +y%) + e - (2t ay) = 2t (932 +yt 4 e ”%y) :

dabei gilt:
e Fiir zy > 0 ergibt sich direkt

W)= 2t |22 +y>+e"* zy | >0

(t) =2t y4e ™oy | >
>0 >0 >0 >0

fir alle t > 0.

e Fiir zy < 0 ist 22y < 0 und damit ¢’ *¥ < ¢ = 1, woraus sich mit dem
Inversionsgesetz etz xy > xy und unter Verwendung von a) damit

h'(t) = 2t (x2 +y? + e’ wyxy) > 2t (m2 +y? + xy) =
2t>0

=2t fi(z,y) > 2t£(0,0)=2t-0=0
2t>0

fiir alle £ > 0 ergibt.



7.7 a)

Die differenzierbare Funktion h geniigt auf dem abgeschlossenen Intervall
[0, 1] insbesondere den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung, und damit existiert ein & € ]0, 1[ mit

h(1) = h(0) = K'(§) - (1 —0) = I'(§) = 0;

folglich ist
9(z,y) = h(1) = h(0) = g(0,0).
Damit besitzt g die absolute Minimalstelle (0, 0).

Die gegebene Funktion
[ R2=R, flry) =2 +y* -2y —u,

ist (als Polynomfunktion) beliebig oft stetig differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € R? gilt zum einen

Oof(z,y)=32>—y—1 und  O,f(z,y) =2y —=,

also
gradf(x,y) = (31’2 — Y- 17 2y—£l')),

und zum anderen
0.0, f(z,y) =62 und 0y0y f(x,y) =2

sowie

00y f (z,y) = =1 = 0,0, f (x,y),

Hess f(z,y) = ((iﬁ _21) :

Als lokale Extremstellen oder Sattelpunkte der auf ganz R? definierten und
partiell differenzierbaren Funktion f kommen ausschliefllich ihre kritischen
Stellen, also die Punkte (z,y) € R? mit grad f(z,y) = (0,0) in Frage. Mit

also

Oyf(x,y) =0 <= 2y—20=0 <= =2y

ergibt sich

Ouf(z,y) =0 <= 32°—y—1=0
= 32y —y—1=0 < 1242 —y—1=0
r=2y
(=D V(=12 4012 (-1)
— ¥= 212
14+v49 147 1 1
VT Ty T @ye{é’_i}’

damit besitzt f genau die beiden kritischen Punkte (2, %) und (—3,—1),

die wir nun mit Hilfe der Hessematrix niaher untersuchen:



e Esist grad f (%, %) = (0,0) mit

21 4 -1
H, = Hessf<3 3) (_1 2)7

wegen det(H;) =7 > 0 und Spur(H;) = 6 > 0 ist H; positiv definit, so
dal f in (2 %) ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

e Esist grad f (—3,—1) = (0,0) mit

1 1 -3 —1
HQ—HGSSf(—é,—Z) = (_1 9 ) )
wegen det(Hs) = —7 < 0 ist H, indefinit, so daB f in (—3,—7) einen

Sattelpunkt besitzt.
b) Das gegebene Rechteck

R=[-1,1] x [-1,2] C R?

mit den Ecken (—1,—1), (1,—1), (1,2) und (—1,2) ist eine abgeschlossene
wie auch beschrinkte und damit kompakte Teilmenge von R2, so daf die
(als Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion f : R* — R nach
dem Satz von Weierstrafl auf R (mindestens) eine globale Minimalstelle und
(mindestens) eine globale Maximalstelle besitzt.

Da die Funktion f dariiber hinaus partiell differenzierbar ist, kommen fiir
globale Extremstellen (a,b) € R von f neben der in a) ermittelten lokalen
Minimalstelle (2, ) nur Punkte auf dem Rand OR des Rechtecks R in Frage:

e Fiir die Punkte (—1,¢) mit ¢t € [—1,2] der linken Rechteckseite gilt
f(=1,1) = (=1 +> = (=1) -t — (=1) =12 + ¢;
da die quadratische Hilfsfunktion
hy:[-1,2] = R, hy(t) =1* +1,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in t = —1 und ¢t = 2, sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung

Ri(t) =2t + 1,

also in ¢ = —1 annehmen kann, kommen fiir (a,b) nur die Punkte
(-=1,-1), (-1,—3) und (-1,2) in Frage.
e Fiir die Punkte (1,¢) mit ¢t € [—1,2] der rechten Rechteckseite gilt

fL) =1+ —-1-t— (1) =11t
da die quadratische Hilfsfunktion
hy: [-1,2] = R, ho(t) =1* —t,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,

also in t = —1 und ¢ = 2, sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung
Ri(t) =2t -1,
also in ¢ = 5 annehmen kann, kommen fiir (a,b) nur die Punkte (1, —1),

1
2
(1, 2) und (1,2) in Frage.



e Fiir die Punkte (¢,—1) mit ¢t € [—1, 1] der unteren Rechteckseite gilt
fit, =) =3+ (=1)* =t-(=1) =t =13 +1,
da die kubische Hilfsfunktion
hs: [=L1] = R, hs(t) =1 +1,

bekanntlich streng monoton wéchst und damit ihre Extrema nur in den
beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls, also in ¢ = —1 und
t = 1, annehmen kann, kommen fiir (a,b) nur die Punkte (—1,—1) und
(1,—1) in Frage.

e Fiir die Punkte (¢,2) mit ¢t € [—1, 1] der oberen Rechteckseite gilt

f,2) =1t 4+22 —t-2—t =1 -3t +4;
da die kubische Hilfsfunktion
hy:[-1;1] = R, hy(t) =t — 3t +4,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in t = —1 und ¢t = 1, die hier mit den Nullstellen ihrer Ableitung

Ry(t)=3t"—-3=3("—1)=3(t—1)(t+1)

zusammenfallen, annehmen kann, kommen fiir (a,b) nur die Punkte
(—1,2) und (1,2) in Frage.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(avb) H (%7%) ‘ (_17_1) ‘ (_17_%) ‘ <_172) ‘ (17_1) ‘ (17%> ‘ <1v2>
fad — [ 0o [ -5 [ 6 [ 2 [-5]2

erkennt man, da8 f den maximalen Funktionswert 6 im Punkt (—1,2) sowie

den minimalen Funktionswert —;—?; im Punkt (%, %) annimmt.

7.8 Die gegebene Funktion
fiRP =R, f(z,y) = (2" + 1) (sin(my) +2),

ist (als Produkt einer quadratischen und einer trigonometrischen Funktion) be-
liebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Ouf(z,y) =2z (sin(my) +2) und 9, f(z,y) = (2> + 1) 7 cos(my),

also
grad f(x,y) = (293 (sin(my) + 2), (332 + 1) T COS(?Ty)) ,

00y f(x,y) = 2 (sin(my) +2) und 8,9, f(z,y) = — (2° + 1) 7 sin(7y)

mit

020y f(2,y) = 2w cos(my) = 0,0, f (x,y),



also

Hess f($7y):(2(sin(7ry)+2) 2 2 cos(my) )

2z meos(my) — (2?2 + 1) w2 sin(wy)

Als Extremstellen der auf ganz R? definierten und partiell differenzierbaren Funk-
tion f kommen nur ihre kritischen Stellen, also die Punkte (z,y) € R? mit
grad f(z,y) = (0,0) in Frage, wegen

Opf(z,y) =0 <= 2z (sin(ny) +2) =0 <= =0
~————
>(~1)+2=1>0
und
Oyf(x,y) =0 <= (mz + 1) 7 cos(my) =0 <

——
>1>0

> cos(my) =0 < nmy€Z+Z -7 < yecs+17L

also genau die Punkte (0,yx) mit y, = 1 + k fiir k& € Z. Wir untersuchen nun
diese kritischen Stellen mit Hilfe der Hessematrix, wobei wegen

Hess f(0,yx) = <2 (sin(7yr) +2) 0 - cos(myy) >

0 - cos(myy) —m?sin(7y)
2 (sin( + k) +2) 0
0 —n?sin(§ + k)

die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Ist k € Z gerade, so gilt sin(§ + k) = 1; damit besitzt

Hess f(0,yx) = (g 0 2>

—T

den positiven Eigenwert 6 und den negativen Eigenwert —z2 und ist folglich
indefinit. Somit ist (0,yx) ein Sattelpunkt von f, insbesondere also kein
lokales Extremum von f.

e Ist k € Z ungerade, so gilt sin(§ + k7) = —1; damit besitzt

tess 0.0 = (3 1)

die beiden positiven Eigenwerte 2 und 72 und ist folglich positiv definit.
Somit ist (0,yx) ein isoliertes lokales Minimum von f, insbesondere also
kein lokales Maximum von f.

Diese Uberlegungen beantworten die Teilaufgaben a) und b) folgendermafen:

a) Die Funktion f besitzt unendlich viele isolierte lokale Minima, ndmlich die
Punkte (0, 3 + k) fiir alle ungeraden k € Z.

b) Die Funktion f besitzt keine lokalen Maxima, da die in Frage kommenden
kritischen Stellen entweder isolierte lokale Minima oder Sattelpunkte sind.



c)

79 a)

Fiir alle (z,y) € R? gilt

f(z,y) = (& +1) - (sin(ry) +2) > 1;

~~ ——
>0 >_1
— —
>1 >1
damit ist zuniichst f(R?) C [ oo[. Fiir ,2“ sei z € [1, 00[; wegen z > 1 ist

z—1>0 und damit (vz — —%) € R?, und es gilt

FVETT-d) -

+1) - (sin(-=3)42) =z-1 =z,

=z—1 =1
also z € f(R?). Insgesamt erhélt man f(R?) = [1, 00].

Die gegebene Funktion

f R =R, flr,y)=(x+y)- e

ist als Produkt einer linearen Funktion und einer Exponentialfunktion par-
tiell differenzierbar, und fiir alle (x,y) € R? gilt

Ouflzyy)=1-e"Y+(x+y)- (" y) = (1+xy—|—y2) ey
sowie
Oyf(z,y)=1-e"Y+(x+y) (" 2)= (1—|—xy+a:2) e,
Fiir einen kritischen Punkt (x,y) € R? miifite
Of(r,y)=0 und  9,f(z,y) =0,
wegen e > ( also
l+zy+y*=0 und l+zy+a®=0,

gelten, woraus

y'=—(1+azy) =a? also y=2x oder y=—

und damit fiir y = 2 in 1 + 222 = 0 sowie fiir y = —z in 1 = 0 jeweils ein
Widerspruch entsteht. Folglich kann f keine kritischen Punkte besitzen.
Die Kreislinie

K ={(z,y) e R* | 2>+ y* =2}
mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/2 ist kompakt, so daB die
(als Produkt stetiger Funktionen) stetige Funktion f nach dem Satz von

Weierstrafl auf K an mindestens einer Stelle p das globale Minimum f(p)
und an mindestens einer Stelle ¢ das globale Maximum f(¢) annimmt.

Wir betrachten fiir den Punkt (z,y) € K die Darstellung o = v/2 cos ¢ und
y = v/2sin ¢ mit o € [0,27] in Polarkoordinaten und erhalten

flz,y) =(z+y) e = (\/§cos<p +v/2sin ©) - e(V2cos@)(V2sin )
= V2(cos g+ siny) - €2 cospsing.
¥ ¥



als Extremstellen der differenzierbaren Hilfsfunktion
h . I:O, 271—] —> R’ h(gp) = \/§(COS(10 + Sln ()0) . eQCOS(,DSingD’

kommen neben den beiden Randpunkten 0 und 27 von [0, 27| nur die Null-
stellen der Ableitung
h/<g0) — \/5(_ sin<p + cos 90) 2005<psin<p +
V2 (cos o + sin ) ) - (2% . 2 (—sin @ sin ¢ + cos p cos p))
= V2(cosp —singp) - g2eosesing. (1+2(cosg0+sm<p) )

N———
>0 >1
also ¢ € [0,27] mit cos ¢ = sinp, und damit ¢ = § und ¢ = = in Frage, so
daB sich die globalen Extrema von f unter den Punkten
(V2,0) sowie  (1,1) und (—1,—1)
~—— ~—— ~——
fiir p =0 und ¢ = 27 fiir p=7 fiir 577’

finden. Die Wertetabelle

vy (V20| (11 ] (=1,-1)

:vy)H V2 ‘ 2e ‘ —2e
zeigt, dal f in p = (—1,—1) das globale Minimum f(p) = —2e sowie in
g = (1,1) das globale Maximum f(q) = 2 e annimmt.

7.10 Auf dem abgeschlossenen 1. Quadranten
D={(z,y) €eR’|2>0 und y >0}
ist die Funktion

f:D=R, flzy) = (2" +y") exp(—z —y),

gegeben.

a) Die Funktion f ist als Produkt einer quadratischen Funktion und der Ver-
kettung der Exponentialfunktion mit einer linearen Funktion (beliebig oft)
partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € D mit x > 0 und y > 0 gilt

Ouf(x,y) = 2x-exp(—z —y) + (2* +4°) - (exp(—z —y) - (~1))
(2x — (x2 + yz)) ~exp(—z — y)

und

Oy f(x,y) 2y -exp(—z —y) + (22 + %) - (exp(—z —y) - (—1))

= (2y — (x2 —|—y2)) ~exp(—z — y).

Fiir einen kritischen Punkt (z,y) von f gilt

O f(x,y) =0 und Oyf(x,y) =0,



wegen exp(—z — y) > 0 also
2:17—(932—|—y2)20 und 2y—(932—|—y2)20,

woraus wegen
20 =22 +y* =2y

zunéchst r = y und wegen
0=2y—("+9*) =2y—2¢y°"=2y-(1—y) mit y#0
dann 1 —y =0, also (z,y) = (1,1) folgt. Die Probe
9.f(1,1)=0 und  9,f(1,1)=0
bestétigt, dal (1, 1) tatsdchlich ein kritischer Punkt von f ist.
Fiir alle (x,y) € D gilt

f(x,y) = ng + Z/2) -exp(—az’ - y) > 0= f(070)7

-~

~
>0 >0

so da8 f in (0,0) das globale Minimum 0 annimmt. Jeder Punkt (z,y) € D
mit (z,y) # (0,0) liegt nun auf (genau) einer Geraden x + y = a mit
a > 0. Zur Bestimmung des globalen Maximums betrachten wir daher das
Verhalten von f auf dem in D liegenden Stiick der Geraden x + y = a mit
a > 0, also auf den Punkten

{ta=t)[0<t<aj,
und erhalten
flt,a—t) = (4 (a—1)?)  exp(—t — (a—t))
= (+ (a®>—2at +1*)) -exp(—t —a+1)
(2t* — 2at + a®) - exp(—a)
2exp(—a) - (> — at + 1a?)
= 2e0(-0)- (1= 40’ +ha?)

dies stellt eine nach oben geoffnete Parabel mit dem Scheitel bei t = % a dar,
die damit ihren maximalen Wert an den beiden dazu symmetrisch liegenden
Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = ¢ annimmt, und es ergibt sich

f(t,a—1t) < f(a,0) = £(0,a) = a* exp(—a) fur alle ¢t € [0,a].
Die sich ergebende Hilfsfunktion
h:RT - R, h(a)=ad’-exp(—a),

ist (als Produkt einer quadratischen Funktion und einer Exponentialfunkti-
on) differenzierbar, und fiir alle a > 0 gilt

W(a) =2a-exp(—a) + a* - (exp(—a) - (—1)) = (2— a) - a- exp(—a);



7.11 a)

wegen
h'(a) = (2—a)- : —a) >0
(@) =(2—-4a)-a_-exp(—a) >
>0 >0 >0
fir alle a € |0,2] ist h auf |0, 2] monoton wachsend, und wegen
h'(a)=(2—a)-_a -exp(—a) <0
() = (2-a)-a_-exp(-a) <

<0 >0 >0

fir alle a € [2,4o00[ ist h auf [2, +00[ monoton fallend, woraus sich

h(a) < h(2) = 2% - exp(—2) = 4e? fir alle a >0

ergibt. Zusammenfassend erhilt man fiir alle (z,y) € D mit (x,y) # (0,0)
also

flay) "= flt,a—1t) < f(a,0)=h(a) < h(2) =4e2

a=z+y

wegen f(2,0) = f(0,2) = 4e % nimmt f in den Punkten (2,0) und (0,2)
das globale Maximum 4 e~2 an.

Die gegebene Funktion
fiR =R, flz,y) ="+ + ¢

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer
Funktionen beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R?
gilt

Opf(z,y) =" -y+2z und Oyf(x,y) =e" -z +2vy,

also
grad f(z,y) = (e™y + 2z, ez +2y),

sowie

0.0, f(z,y) = €™ - y* + 2 und 0,0, f(z,y) = e - 2% + 2
und unter Verwendung des Satzes von Schwarz

0.0, f(x,y) = 0,0, f(x,y) = (" -z) - y+e¥ - 1=e"(zy+1),

also

zy ,,2 Ty
Hessf(x,y):(e v'+2 e (a:y—l—l)).

e (xy+1) e™a?+2
Fiir einen kritischen Punkt (x,y) € R? von f gilt
O f(x,y) =0 und Oyf(x,y) =0,

also
eVy+2x=0 und eVr+2y=0;

wegen
eVry+22°=0 und ey +2y° =0



ergibt sich

202 = —eWxy =2y, also 2 = y?,

und damit x = y oder x = —y. Im Falle x = y folgt
O:ey2y+2y: (ey2+2) qy, also y=0 mit z =0,
—

>0

und im Fall x = —y ist

P
Oze_yQy—2y2<e_y —2)-y, also y=0 mit z =0,

so daf lediglich (0,0) als kritischer Punkt von f in Frage kommt; wegen
0.f(0,0)=¢€¢"-0+2-0=0 und  9,f(r,y)=¢e"-0+2-0=0
ist (0,0) tatsdchlich ein kritischer Punkt von f, und f besitzt genau einen

kritischen Punkt, namlich (0,0).
b) Die Hessematrix von f im kritischen Punkt (0,0) ist

H = Hess f(0,0) = <? ;) € R**Z;

wegen det(H) = 3 > 0 und Spur(H) = 4 > 0 ist H positiv definit, und
damit besitzt f in (0,0) ein (isoliertes) lokales Minimum.

7.12 Zu betrachten ist die Menge
D:{(x,y)€R2|0§x§27T und Cosasgygsinzv};

wegen

cosr =sinr <= 1 =tanzr < me{%,%ﬂ

fiir alle z € [0; 27| besitzen die beiden Graphen G, und Gy, in diesem Bereich

genau die beiden Schnittpunkte S; = (%, % 2) und S, = (%’T; —% 2), und wegen

cosx <ginx < x &€ [%,%’T}

ist D C R? genau der abgeschlossene Bereich, der von den Graphen G und Gy,
zwischen ihren Schnittpunkten S; und Sy begrenzt wird:

Y4
1+ S Gleos
\\ D /
0 | 5 | D ;r | 37” | 2‘71' V;E
11 Sy




Fiir alle (z,y) € D gilt

f(z,y) = (y—sinz)(y — cosx)
= 9? — (sinz +cosz)y +sinx cosz

9 sinx + cos sinz + cos
Sty vt ) )T

) 2
. SInx + cosx
+slnx cosx — (#)
sinx + cosx 2 . sin?z + 2 sinzx cosz + cos?
= Yy— ————— | +SInx Ccosxr —
2 4
_ sinz +cosz\> 2sinz cosx sin’x + cos?x
-V 2 4 4
. 2 .
sinx + cos x sin(2zx) 1 1 1 1
(y 2 )+ T
N - J/ H/—/
>0 >—

mit
f(3m,0) = (0—sin37)(0—cosir) = —iv2 - 1V2=—-1
=5V2 =-3v2
also

flw,y) = =3 = f (§7,0),
so daf (%W, 0) eine globale Minimalstelle der Funktion f: D — R ist.

7.13 a) Fiir die gegebene Funktion
fiRP =R, flry) = (2®+(y—1)°+1),
sind die Niveaumengen
Ni(e) = {(z,y) € R*| f(a,y) = c}
fiir c =0, c =1 und ¢ = In4 zu betrachten:
e Fiir ¢ = 0 ergibt sich

flz,y) =0 <= h(z®+({y—-17+1)=0
— P+@y-1)1+1=1«= 22+ (@y—-1>*=0
<~ (r=0undy—1=0) < (z,y)=(0,1)

fiir alle (z,y) € R?, so daB8 N;(0) nur aus dem Punkt (0, 1) besteht.
e Fiir ¢ = 1 ergibt sich

flz,y) =1 <= ln(:c2+(y—1)2+1):1
— P+@y-1) +l=c = >+ (y—1) =c—1

fiir alle (z,y) € R? so daB N;(1) die Kreislinie mit dem Mittelpunkt
(0,1) und dem Radius v/e — 1 darstellt.



e Fiir ¢ = In4 ergibt sich

f(z,y) =In4 <= In(2*+(y—1)>+1) =In4
— P+ @y-11 +1=4 <= 2*+(y-1)>*=3
fiir alle (z,y) € R?, so daB N;(1) die Kreislinie mit dem Mittelpunkt
(0,1) und dem Radius v/3 darstellt.

Damit ergibt sich fiir die drei Niveaumengen die folgende Skizze:

A

)
34

Die auf ganz R? definierte Funktion f ist als Komposition des natiirlichen
Logarithmus und einer quadratischen Funktion partiell differenzierbar, so
daB als lokale Extremstellen lediglich die kritischen Punkte von f in Frage
kommen; fiir alle (z,y) € R? gilt dabei

1
mit
Of(x,y) =0 <= 22=0 <= =0
sowie 1
mit

Oyf(x,y) =0 <= 2(y—1)=0 <= y=1,

so dafl (0,1) der einzige kritische Punkt und damit der einzige Kandidat fiir
eine Extremstelle von f ist. Fiir alle (z,y) € R? gilt

2 2
— >
r° 4+ (y—1)°"+1>1,
20 >0



woraus mit dem Montonieverhalten des natiirlichen Logarithmus

fl@y) =l (@ +(y—1)°+1) Il =0=f(0,1)

folgt; damit besitzt f in (0, 1) ein globales Minimum.
7.14 Die gegebene Polynomfunktion
fR* =R, flr,y)=22>+2y* 4oy —2*—y*
ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir (z,y) € R? gilt

Ouf(w,y) =4 — 4y —42° und Oyf(v,y) =4y — 4z —4y°,

also
grad f(z,y) = (430 —dy—4a3, 4y —4x — 4y3) ,
sowie
0,0, f(z,y) =4 — 1227 und 9,0, f(z,y) =4 — 12y
und
@(%f(x,y) =—4= aa:ayf<x’y)a
also

4—1222 —4
Hessf(x,y):< 4 4—12y2>'

Als lokale Extremstellen der auf ganz R? definierten und partiell differenzier-
baren Funktion f kommen lediglich ihre kritischen Punkte (z,y) € R? mit
grad f(z,y) = (0,0) in Frage: wegen

Ouf(r,y) =0 <= 4o —dy—42°=0 <= v —y=2"

und
Of(r,y) =0 &= dy—do -4y’ =0 <= y—a=1¢°

erhélt man durch Summenbildung
0=a*+y% also y*=—2*=(-2)% unddamit y= —z,
woraus etwa mit der ersten Beziehung
0=4dx—4(—z)—42° = -4z (2* - 2) = —dz(xr—V2) (x+V2)
und damit z = 0 (mit y = 0) oder x = /2 (mit y = —v/2) oder z = —/2
(mit y = v/2) ergibt. Als Kandidaten fiir kritische Punkte von f erhalten wir
also (0,0), (v/2,—v2) und (—v/2,v/2), die wir nun mit Hilfe der Hessematrix

untersuchen:

e Esist grad f(0,0) = (0,0) und

Hy = Hess f(0,0) = <_44 _44) ;



wegen det(Hy) = 0 ist iiber die Hessematrix keine Aussage iiber die kritische
Stelle (0,0) moglich. Es ist f(0,0) = 0, und wir betrachten das Verhalten
von f auf den beiden Winkelhalbierenden: wegen

fit,t) =22 +2¢* —4t-t—t' —t* = 2t' <0

fiir alle t # 0 besitzt f in jeder Umgebung von (0, 0) negative Funktionwerte,
und wegen

flt,—t) =202 +2(=t) =4t (—t) —t' — (-t)* =

=8 —2t"=2*-(4—t*) >0

>0
>0

fiir alle t mit 0 < |t| < 2 besitzt f in jeder Umgebung von (0,0) positive
Funktionswerte; damit kann f in (0,0) kein lokales Extremum besitzen.

e Esist grad f(v/2,—v/2) = (0,0) und

= e V2 VD) = () 1)

wegen det(H) = 384 > 0 und Spur(H) = —40 < 0 ist H negativ definit,
und f besitzt in (\/_ , —\/5) ein (isoliertes) lokales Maximum.

e Esist grad f(—v/2,v2) = (0,0) und

Hy = Hess f(—V2,V2) = (_—240 —_240> /

es ist Hy = H, negativ definit, und f besitzt in (—v/2,v/2) ein (isoliertes)
lokales Maximum.
7.15 Die gegebene Polynomfunktion
f:RQ%Ra f($7y):$3+y3—3xy7

ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir (z,y) € R? gilt

&Ef(x,y):BxQ—By und ayf(x,y):?)yQ—Bx,

also
grad f(z,y) = (32 — 3y, 3y> - 3x),
sowie
0.0 f(x,y) =6z  und  0,0,f(v,y) =6y
und
8y8:cf<x>y) =-3= axayf(x7y)a
also

Hess f(z,y) = ((ig 6_;) .



Als lokale Extremstellen der auf ganz R? definierten und partiell differenzier-
baren Funktion f kommen lediglich ihre kritischen Punkte (z,y) € R? mit
grad f(z,y) = (0,0) in Frage: wegen

O f(r,y) =0 <= 322 —3y=0 < 2’ =y

und
Of(r,y) =0 &= 3y* -30=0 < ¢y’ =2
erhalt man durch Einsetzen

x:y2:<£€2)2:£€4, also O:lA—SC:x-(:cg—l)’

woraus z = 0 (mit y = 0) oder 23 = 1, also x = 1 (mit y = 1) folgt. Als
Kandidaten fiir kritische Punkte von f erhalten wir also (0,0) und (1,1), die wir
nun mit Hilfe der Hessematrix untersuchen:

e Esist grad f(0,0) = (0,0) und

H; = Hess f(0,0) = (_03 _03) ;

wegen det(H;) = —9 < 0 ist H; indefinit, und f besitzt in (0,0) einen
Sattelpunkt, insbesondere also kein lokales Extremum.

e Esist grad f(1,1) = (0,0) und

Hy = Hess f(1,1) = <_63 _63) ;

wegen det(Hy) = 27 > 0 und Spur(Hy) = 12 > 0 ist Hy positiv definit, und
f besitzt in (1,1) ein (isoliertes) lokales Minimum.

7.16 a) Die gegebene Funktion
FRoR, f(r)=e" 412

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer
Funktionen stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir alle r € R gilt

f(r)=e"(=2r) +2r =2r (1 —677“2) :

Fiir alle 7 # 0 ist 72 > 0, also —r? < 0, und unter Verwendung des Monoto-
nieverhaltens der Exponentialfunktion damit

2 2

e <=1 bzw. 1—e" >0,

woraus sich
f/(r)=2r-<1—e_7”2>{>07 e
| <0, firr<0,
>0
ergibt; damit ist die stetige Funktion f auf |—oo; 0] streng monoton fallend
und auf [0; 400 streng monoton wachsend, besitzt also genau eine globale
Extremstelle, ndmlich ein globales Minimum in » = 0 mit f(0) = 1.



b) Die gegebene Funktion
g:R* =R, g(z,y) = e 4 4 y?,

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer
Funktionen beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R?
gilt

Oeg(x,y) = e Tt (—2z)+2z=2x (1 — e_xQ_yg)

und
Oyg(r,y) = ™"V - (~2y) + 2y = 2y (1 - e*”ﬂf)
sowie
Oalag(,y) = 2 (1 - 679027‘1’2) + 2z (—e*zQ*y2 : (_2@)
= 2 (1 - €_$2_y2> +4x2e Y
entsprechend

0,0,9(0,y) = 2(1—e ) w2y~ (<29))
= 2 (1 — e’xz’yg) FAyPe Y

und unter Verwendung des Satzes von Schwarz

2

020y9(,y) = 0yOxg(w,y) =2 (—e‘xQ‘yQ (=2 y)) —dpye Y
Fiir einen kritischen Punkt (z,y) € R? von g gilt
Org(z,y) =0  und  Oyg(z,y) = 0;
wegen
loe ™V =0 = ¥V =1 = 22— > =0 <
—= P+ =0 = (sz und y:O)
ergibt sich
Bog(z,y) =0 <= 2z (1 _ e*zQ*yQ) ) e
== (a:zO oder 1—6_“52_?/2:0) — =0
und entsprechend
Oyg(z,y) =0 <= 2y (1 - e‘x2_y2> =0 —
— (y:O oder 1—e * ¥ :O) — y=0.
Damit besitzt g genau einen kritischen Punkt, ndmlich (0,0), und es gilt

 (8,0,9(0,0) 8,8,9(0,0)\ (0 0
Hessg(o’o)_(ayaig(o,()) 9,0,9(0,0)) ~\o 0/



c)

7.17 a)

Als globale Extremstelle der partiell differenzierbaren und auf ganz R? de-
finierten Funktion g kommt nur ihr kritischer Punkt (0,0) mit

9(0,0) = " 102402 =€ =1

in Frage. Fiir einen Punkt (x,y) € R? betrachten wir seine Polarkoordinaten
z =7 cospund y =7 sing mit r € Ry und ¢ € [0,27] und erhalten

2 2

2* +y* = (r cos g0)2 + (r sin (p)2 = r? (6082 © + sin® go) =r

und damit

g(z,y) = e @) 4 (22 1) = e 402 = f(r) > f(0) =1 = g(0,0);

a)
folglich besitzt g in (0,0) ein globales Minimum.
Die gegebene Funktion
fiR* =R, f(r,y) =ry exp(z —y),

ist als Produkt und Verkniipfung linearer Funktionen und der Exponential-
funktion partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Oof(x,y) =y -exp(x —y) +zy- (exp(z —y) 1) =
=W +ry)exp(r —y) =y (1 + ) exp(z —y)
und
Oy f(z,y) =z exp(r —y) +xy- (exp(z —y)-(=1)) =
= (z —zy)exp(z —y) =z (1 —y) exp(z — y),
insgesamt also
grad f(z,y) = (0.f(x,y), Oy f(x,y)) =
= (y(1+2z) exp(z —y), (1 —y) exp(z —y)).

Wegen

Opf(z,y) =0 <= y(1+2z)exp(z —y) =0 <
>0

= ( =0 oder 1+x:0) = (yzO oder x:—l)

und

Oyf(r,y) =0 <= (1 —y) exp(r —y) =0 <=
>0

= (x:O oder 1—y:0) = (SEIO oder yzl)
ergibt sich

grad f(z,y) = (0,0) <= ((x,y) =(0,0) oder (z,y) = (-1, 1))



b) Die gegebene Funktion f : R? — R ist sogar beliebig oft stetig partiell
differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

00:f(x,y) =y -exp(x —y) +y (1 + ) (exp(z —y)-1) =
= (y+y(l+2))exp(z —y) =y (2+z)exp(r —y)
und
00y f(z,y) = —x-exp(r —y) + x (1 —y) - (exp(z —y) - (—1)) =
=(-z—z(1-y))exp(r —y) =z (y — 2)exp(z — y)
sowie unter Verwendung des Satzes von Schwarz
azgyf<x> y) = ayaxf(xa y) =

=(1+a) exp(z —y)+y(l+z)- (exp(zr —y)-(=1)) =
=((1+2)—y(l+z))exp(x —y) = (1+2)(1—y)exp(z —y),

und wir erhalten die Hessematrix
020, f(x,y) 0,0 f(xjy)>
H = Y
ess /() (ayaxf(a:, v) 0,0,f(z,)

_ ( y2+az)expr —y)  (1+z)(1—y)exp(z— y)>
(I+z)(1-y)exp(z—y) x(y—2)explz—y) )

Als lokale Extremstellen der partiell differenzierbaren und auf ganz R? de-
finierten Funktion f kommen nur ihre kritischen Punkte (z,y) € R? mit
grad f(z,y) = (0,0), geméf a) also (0,0) und (—1,1), in Frage.

e Die Hessematrix

Hess f(0,0) = ((1) (1))

ist wegen det Hess f(0,0) = —1 < 0 indefinit; damit besitzt f in (0,0)
einen Sattelpunkt, insbesondere also kein lokales Extremum.

Hess f(—1,1) = (602 92>

e Die Hessematrix

e

besitzt den doppelten Eigenwert e=2 > 0 und ist demnach positiv defi-
nit; damit besitzt f in (—1,1) ein (isoliertes) lokales Minimum.

7.18 a) Die Nullstellenmenge Ny der gegebenen Funktion
fiR =R, fry) =2 (2" +y* - 2),

besteht wegen

fly)=0 <= 2> (2" +y*—2) =0 <
— 22=0 oder *+9*—2=0 < =0 oder 2°+¢y*=2



fiir alle (z,y) € R? genau aus der y-Achse z = 0 und aus der Kreislinie
2% +y? = 2 um den Ursprung mit Radius r = v/2. Fiir alle (z,y) € R?\ N;
gilt x # 0, also 2% > 0, und damit
flzy) >0 <= 2> (2> +y* —2) >0 <
= 22+t —2>0 < 22+ >2
sowie
fla,y) <0 <= 22 (2 +y° —2) <0 <
= PP -2<0 = 2P+t <2

Die Funktion f ist (als Polynomfunktion) beliebig oft stetig partiell diffe-
renzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt wegen
flz,y) =2* (ac2 +y? — 2) =zt 4 2%y? — 222
zum einen
grad f(z,y) = (4333 + 2xy? — 4z, 2:c2y)
und zum anderen

1222 + 29% — 4 4xy>

Hessf(x, y) = < 4xy 21,2



7.19 a)

Damit kommen als lokale Extremstellen von f lediglich die kritischen Stellen
von f, also die Nullstellen von grad f in Frage: fiir alle (a,b) € R? mit a = 0
ist grad f(a,b) = (0,0), und fiir alle (a,b) € R? mit a # 0 gilt

grad f(a,b) = (0,0) <= 4a®+2ab®> —4a =0 und 2a*h =0
— 2°+0*—2=0 und b=0
«— ¢*=1und b=0
— (a,b) = (£1,0).

GemifB der Skizze von a) ergibt sich dabei fiir alle (a,b) € R? mit a = 0:
e Fiir [b| < v/2 ist 7 = v/2 — |b| > 0, und fiir alle (z,y) € K,(0,b) gilt
f(z,y) < 0= f(0,b); damit besitzt f in (0,b) ein lokales Maximum.
e Fiir [b| > /2 ist 7 = |b| — /2 > 0, und fiir alle (z,y) € K,(0,b) gilt
f(z,y) > 0= f(0,b); damit besitzt f in (0,b) ein lokales Minimum.
o Fiir || = /2 gibt es fiir jedes > 0 in K,(0,b) Punkte (2/,%) mit
f(@',y') < 0= f(0,b) und Punkte (z”,y") mit f(z",y") > 0= f(0,b);
damit besitzt f in (0, ) kein Extremum.

Des weiteren besitzt
8 0
Hess f(£1,0) = (O 2)

zwei positive Eigenwerte und ist damit positiv definit; folglich besitzt f in
(£1,0) isolierte lokale Minima.

Die gegebene Menge
D={(z,y) eR’|z+y >0 und 2°+y*> =3}

beinhaltet genau diejenigen Punkte der Kreislinie 22 + > = 3 mit dem
Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/3, die auf oder oberhalb der zweiten
Winkelhalbierenden y = —x liegen:



b)

—92+

Die Menge D C R? ist abgeschlossen und beschréinkt, mithin kompakt, und
die gegebene Funktion

f:D—=R, f(r,y)=exp(z+y),

ist als Komposition der Exponentialfunktion und einer linearen Funktion
stetig; folglich nimmt die Funktion f nach dem Satz von Weierstrafl ihr
Maximum und ihr Minimum an.

Fiir einen Punkt (z,y) € D betrachten wir seine Polarkoordinaten

3
r=rcosp und y=rsing mit r=+v3 und @€ [—%,Zﬂ]
und erhalten

flz,y)=f (\/gcosgp,\/gsingo) = exp <\/§cos<p+\/§sing0) .

Die (als Komposition der Exponenentialfunktion und einer Linearkombina-
tion von Cosinus und Sinus) differenzierbare Hilfsfunktion

h: [—%,%ﬂ — R, h(p) =exp (\/§COS<,0+\/§SiH%0>a

kann ihre Extrema in den beiden Randpunkten —7 und ?jf des Definitions-

intervalls [—%; ?jf} sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung A’ mit

h'(¢) = exp (\/gcosgw— \/§sing0) : (—\/gsin<p+ \/§cosg0>



fiir alle p € [—%; %’r] annehmen; dabei gilt

h'(p) =0 <=
<= exp <\/§COS@+ \/§singp> . <—\/§Singp—|— \/§COS¢> —0
>0
A —\/§Sln§0+ \/§COS¢ =0 «<— COSp = Singp — p= %
Damit kommen als globale Extremstellen von f nur die Punkte (‘/76; —\/76)

und (—‘/76; \/76> sowie (‘/76; ‘/76> in Frage; die Wertetabelle

w0 | (6:-8) | (-4:4) | (£:5)
few 1 ] 1 | e

zeigt, daB die Funktion f ihr globales Maximum eV® im Punkt (—6‘ ¥

sowie ihr globales Minimum 1 in den Punkten (‘/76; —76> und (—76; 76>
annimmt.

7.20 Die (als Produkt und Komposition von Polynomfunktionen und der Exponential-
funktion insbesondere) stetige Funktion

fiR =R, f(a,y) = e ) (2?4 1),
besitzt auf der kompakten Einheitskreisscheibe
D={(z,y) eR* | 2*+y* <1}

nach dem Satz von Weierstrafl mindestens ein globales Minimum und mindestens
ein globales Maximum, es gibt also (a,b) und (c,d) € D mit

fla,b) < f(z,y) < fle,d)

fir alle (z,y) € D; fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € D gibt es die
folgenden beiden Moglichkeiten:

e (p,q) liegt auf dem Rand von D, also auf der Kreislinie 22 +y* = 1 um (0, 0)
mit Radius 1; wegen

fp,q) =P+ (p? 4 1) =€t ¢

kommen hier nur ¢ = 0 mit p = +1, also (£1,0), sowie ¢ = +1 mit p = 0,
also (0, £1) in Frage.

e (p,q) liegt im Innern von D, also in der offenen Kreisscheibe 2% + y? < 1;
da aber f partiell differenzierbar mit

ouf(x,y) = (e—<w2+y2> (=2 x)) (2?4 1) e @)L (—22)

— _21' . 6_(5’:2""?}2) . (2 — xz)
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und

of(wy) = (e (=2y)) - (—a2+1)
— gy (1242

fiir alle (x,y) € R? ist, muB} (p,q) dann eine kritische Stelle von f sein, so
dal wegen

hf(p,q) =0 < —2p-e_(p2+q2)- 2—p?) = p=0
)

>0 >0

und
82.} (p7Q) 0 2q'\€ @’ qz)/. 1 q2 — ¢=10
u

>0 >0

kommt hier fiir (p, ¢) nur der Punkt (0,0) in Frage.

Der Vergleich der Funktionwerte

(p7 Q) H (170) ‘ (_LO) ‘ (071) ‘ (07_1) ‘ (O’ O)
[ o] o [et] et |1

zeigt, dafl die Funktion f im Punkt (0,0) ihr Maximum 1 sowie in den Punkten
(1,0) und (—1,0) ihr Minimum 0 annimmt.

Die gegebene Funktion
[ RT xR =R, f(z,y) =2 —y* =eV% —e"0v,

ist (als Differenz sowie Produkt und Komposition einer linearen Funktion sowie
der Exponentialfunktionen und des natiirlichen Logarithmus) selbst beliebig oft
stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (x,y) € R x R* gilt

Ofr,y) =L ey
T

und )
32f(x,y) = eylnl‘ nz — el‘lny L2
Y
wegen
e
a1f(€7€):@elne‘——(3‘elne~lne:ee.1—@‘6.1:()
e
und

Ggf(e,e):eelne'lne—eelne'f266-1—66-1:0,
e

also grad f(e,e) = (0,0), ist (e, e) ein kritischer Punkt von f. Ferner gilt

010, f (z,y) = <<€ylnx , E) Y e <_ y >> — e (I y)?

xz) x 2

und

nx 2 zln X € z1n X
o0 f(,y) = ™" - (Inz)” — <(e ! 95) .54_@ Iny <_E))



sowie

000 f(,y) = ((eylnx ‘Inz) - Y4 eyne, é) _

X

— ((e“ﬂny . E) Jny 4 e® Y. 5) = 0102f (z,y)

)
fir alle (z,y) € RT x RT. Wegen

o0 f(e,e) = (<6eln6 _ g) €y eeme, (_;)) — et (Ine)? = —eo!

e

und

Da0af(e,€) = €€ - (Ine)® — <<€elne . E) €4 eeme (_3)) _ et

e

sowie

8182f(e, 6) = a281.10(67 6) =

1 1
— ((eelne'lne)_g_i_eelne._) o <(€elne.g>.lne+eelne'_> =0
e e e e

besitzt die Hessematrix von f im Punkt (e, e) die Diagonalgestalt

(00 f(e,e) O1Oaf(e,e)\  [—et 0 “
Hess f(e, ¢) = (a;ai Fle,e) a;az f(e,e)) - < 0 eel> € R

mit dem positiven Eigenwert e~! und dem negativen Eigenwert —e®~!; folglich

ist Hess f(e, e) indefinit, und f besitzt in (e, e) einen Sattelpunkt, insbesondere
also weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

7.22 Die zu betrachtende Menge
W={e ™ (2> +y* + 2y —3) |z, y >0}
ist genau der Wertebereich der Funktion
f:D—=R, f(z,y)=e @t (1;2 +y* + oy — 3) ,

mit dem Definitionsbereich D = {(z,y) € R* | > 0 und y > 0} .
Zunéchst gilt fiir alle (z,y) € D wegen z > 0 und y > 0

e zum einen —3 < 22 4 y? + 2y — 3 und damit wegen e~ *+¥) > 0 auch
e und zum anderen —(x + y) < 0 und damit e=@*+¥) < % = 1, und damit

—3.e "W > 3.1 =3



zusammen demnach
£(0,0) = =3 < e” ) (22 4 ¢? + 2y — 3) = f(2,y);
folglich ist
—3=minW =inf W.

Jeder Punkt (z,y) € D mit (z,y) # (0,0) liegt nun auf (genau) einer Geraden
x+y = a mit a > 0. Zur Bestimmung von sup W betrachten wir daher das
Verhalten von f auf dem in D liegenden Stiick der Geraden z +y = a mit a > 0,
also auf den Punkten

{(ta—1t)[0<t<a},

und erhalten
fltra—t) = e (#2 4 (a—t)* +ta—t) —3)
= e (P +a®—2at +* +ta—t>—3)
= ¢ ¢ (t2—at—|—a2—3)

— e_“((t—%a)2+§a2—3);
>0

dies stellt eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitel bei ¢t = %a dar, die
damit ihren maximalen Wert an den beiden dazu symmetrisch liegenden Rand-
punkten ¢t = 0 und ¢ = a¢ annimmt, und es ergibt sich

f(t,a—1t) < f(a,0) =e(a® - 3) fir alle t € [0;q].
Die sich ergebende Hilfsfunktion
h:RT 5 R, h(a)=e"(a®>-3),

ist (als Produkt einer Exponentialfunktion und einer quadratischen Funktion)
differenzierbar, und fiir alle a > 0 gilt

W(a)=—e*(a>=3)+e*2a=-e"(a"—2a-3)=—e(a—3)(a+1);

wegen
h'(a)=—e*(a—3)-(a+1) >0
N e~ ——
<0 <0 >0
fur alle a € ]0; 3] ist A auf |0; 3] monoton wachsend, und wegen
W(a)=—e (a—3)-(a+1) <0
(@) =ze®-(a=3)-(a+1) <

—— Y——
<0 >0 >0

fiir alle a € [3;+o00] ist h auf [3; +00] monoton fallend, woraus sich
h(a) <h(3)=e?(3*=3) =6e° fir alle a >0
ergibt. Zusammenfassend erhélt man fiir alle (z,y) € D mit (z,y) # (0,0) also

fay) ‘= f(ta—1) < f(a,0) = h(a) < h(3) =6

a=x+y
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mit
f(3,0)=e B0 (3240 +3.0-3)=¢ - 6=06¢"%
folglich ist
6e 3 = max W = sup W.

Die Einheitskreisscheibe
M ={(z,y) e R* | 2> +¢y* < 1}

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrédnkte und damit kompakte Teil-
menge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

f: M —R, f(x,y):xQ—x+2y2,

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl besitzt
damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge M eine globale Minimal-
stelle (p1, ¢1) € M und eine globale Maximalstelle (ps, g2) € M, fiir alle (x,y) € M
gilt also f(p1,q1) < f(z,y) < f(p2, q2).

Die Polynomfunktion f ist insbesondere partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € M gilt

O f(x,y) =2x—1 und O f(x,y) =4vy.

Damit kommen fiir globale Extremstellen (p,q) € M nur die beiden folgenden
Félle in Frage:

e Der Punkt (p,q) liegt auf dem Rand OM von M; wir betrachten fiir die
Punkte der Einheitskreislinie 0M die Darstellung (cos ¢, sin ¢) in Polarko-
ordinaten mit ¢ € [0;27] und erhalten

f(cos @, sin ) = cos® p — cos ¢ + 2 sin? .
Die differenzierbare Hilfsfunktion
h:[0;27] = R, h(p) = cos®p — cosp + 2 sin® ¢,

kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27 ihres Defi-
nitionsintervalls [0; 2] und auf |0; 27[ in den Nullstellen ihrer Ableitung

B (@) =2cosp- (—sing) — (—sing) +4sinp - cosp =

1
= 2sinpcosp +sinp =2 sinp - (Cosgp—i— 5) ,

also fiir sin = 0 und damit in ¢ = 7 oder fiir cosp = —1 und damit in

2
= %’r oder ¢ = %’T annehmen; damit kommen fiir (p, q) die Punkte (1,0)

und (—1,0) sowie (—%, %\/5) und (—%, —%\/5) in Frage.

e Der Punkt (p, ¢) liegt im Innern M von M; dann ist aber (p, ¢) ein kritischer
Punkt von f, es gilt also grad f(p, q) = (0,0), weswegen nur der Punkt (%, O)
in Frage kommt.



Mit Hilfe der Wertetabelle

(pg) [ (1,0) [ (=1,0) [ (=33 _
foo || o [ 2 | g | 7 |

erkennt man, dafl f in (%, 0) das globale Minimum —

(—%, —%\/g) das globale Maximum % besitzt.

7.24 Zur Bestimmung von Infimum und Supremum der gegebenen Funktion
R =R, flr,y) = (4 y? — xQ) e~ %Y
auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
M ={(z,y) e R* | 2> + y* < 2}
mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/2 bieten sich folgende Wege an:

e Fiir einen Punkt (z,y) € R? betrachten wir seine Darstellung in Polarkoor-
dinaten (r cos ¢, rsin ) mit r € [0;v/2] und ¢ € [0; 27]; dabei gilt
f(xy) = [lreosp,rsing) =

= (4(rsin ©)® — (rcos 90)2) e
r2 (c052 (p+sin? go) _

(r cos )2 —(rsin )2 —
= (4r2 sin? ¢ — r? cos? go) e
cos2 p+sin? p=1
= (4 sin? ¢ — cos? go) e =
cos? p=1—sin? p
= (5 sin? p — 1) . r2e_’"2,
so dafl wir die beiden Faktoren getrennt untersuchen kénnen:
— Fiir die Hilfsfunktion
g:10;27] = R, g(p) =5sin’p -1,
ergibt sich wegen 0 < sin? ¢ < 1 dann
9(0) =-1<g(p) <4=yg(3) firalle ¢e[0;27].
— Die Hilfsfunktion
h: [O; \/5] — R, h(r)=r2",
ist stetig und besitzt daher auf dem abgeschlossenen Definitionsinter-
vall [0; \/5] nach dem Satz von Weierstrafl ein globales Minimum und
ein globales Maximum. Als Extrema der differenzierbaren Funktion A

kommen neben den Randpunkten von [O; \/5}, also 7 = 0 und r = /2,
nur noch die Nullstellen ihrer Ableitung

h'(r)=2r- e 42 (e”"Q(—Z 7’)) =2re . (1—7?),

im Innern }O; V2 [ ihres Definitionsintervalls [O; 2|, also r =1, in Fra-
ge. Wegen h(0) =0, h(v/2) =2e 2 und h(1) = e ! mit 0 < 2e72 < ¢!
ergibt sich

BO)=0<h(r) < et =h(1)  firalle re0;v2].



Zusammenfassend erhalten wir wegen f(x,y) = g(¢) - h(r) demnach
et < fry) <de!
fiir alle (z,y) € R?; dabei ergibt sich fiir ¢ = 0 und r = 1, also (z,y) = (1,0),
f(1,0) = —e! und damit inf f(M) = min f(M) = —e™ ",
sowie fiir ¢ = 7 und r = 1, also (z,y) = (0, 1),
f(0,1) =4e? und damit sup f(M) = max f(M) = 4e™'.
Die Funktion

2

fiRP =R, flzy) = (4y* —2?) e %Y

ist (als Produkt und Komposition von Polynomfunktionen und der Expo-
nentialfunktion) stetig und besitzt daher nach dem Satz von Weierstraf auf
der kompakten Kreisscheibe

M ={(z,y) e R* | 2* +y* < 2}
(mindestens) ein globales Minimum und ein globales Maximum; es gibt also
(a,b), (¢,d) € M mit
fla,b) < f(z,y) < fle.d)  firalle (z,y) € M,

und wir erhalten

inf f(M) =min f(M) = f(a,b) und sup f(M)=max f(M) = f(c,d).
Fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € M gibt es nun die beiden folgen-
den Moglichkeiten:

— Der Punkt (p, q) liegt auf dem Rand OM von M; wir betrachten fiir die
Punkte (z,y) der Kreislinie 9M die Darstellung (v/2 cos ¢, V2 sin ) in
Polarkoordinaten mit ¢ € [0; 27| und erhalten

flz,y) = f(\/§ COS¢,\/§ sinp) =

(cos <p+sm <p) —

= (85111 ¢ — 2 cos? go)

cos2 p+sin? p=1

= 2 (4 sin? o — cos? go) e ? =

cos? p=1—sin? ¢
= 2 (5 sin? ¢ — 1) e ?
Als Extremstellen der differenzierbaren Hilfsfunktion
h:[0;27] = R, h(p)=2(5sin’¢ —1) e,

kommen neben den Randpunkten des Definitionsintervalls [0; 27|, also
¢ = 0 und ¢ = 27 jeweils mit (z,y) = (v/2,0), nur noch die Nullstellen
ihrer Ableitung

R (@) =2 (10sin @ cos ) e 2 = 20e~%sin ¢ cos ¢

im Innern |0; 27 des Definitionsintervalls [0; 27, also ¢ = § mit (z,y) =

(0,7/2), p = 7 mit () = (—v2,0) und ¢ = & mit (z,) = (0, —/2).



— Der Punkt (p, q) liegt im Innern M von M; da aber f partiell differen-
zierbar mit

2 2

Ouf(r,y) = (~22) e 4 (g7 = a?) - (7 (-20)) =
— g V. (1 + 497 — xz)

und

Daf(x,y) = By) - ™™V + (4" — %) - (e_xg_yQ (=2 y)> B
= _defx%yz ) (_4 4P x2)

fir alle (z,y) € M ist, muB (p,q) dann eine kritische Stelle von f sein.
Aus

0f(p.g)=—2pe? - (1444 —p?) =0

folgt wegen e 77" > () schon
p=20 oder 2=14+4¢%
im Falle p = 0 folgt dann aus
0af(p.g) = —2qe - (~4+4¢" = p*) =0

erneut wegen e "4 > 0 schon ¢ = 0 oder —4 +4¢% = 0 bzw. ¢2 = 1,
also ¢ € {—1,0,1}, und im Falle p?> = 1 + 4¢2 ist neben e ?~7 > (
auch —4+4¢*> —p* = —5 < 0, so daB aus 9> f(p, q) = 0 schon ¢ = 0 und
damit p* = 1, also p € {—1,1} folgt. Damit kommen als Extremstellen
(p, q) nur die fiinf Punkte (0;0) sowie (£1;0) und (0;+1) in Frage.

Mit Hilfe der Wertetabelle
(p,q) || (v2,0)](0,v2) | (=v2,0) | (0,—V?2)

fpq) || —2¢72 | 8™ | —2¢7% | 8e7?

(pa Q) ‘ (Oa()) ‘ (17()) ‘ (0?1) ‘ (_170) ‘ (Oa_l)
fo) | 0 [—e T[4t —e T [ 4e!

erkennt man, daB f den minimalen Funktionswert —e~! in den Punkten
(a,b) = (£+1,0) sowie den maximalen Funktionswert 4e~! in den Punkten
(¢,d) = (0,41) annimmt; es ist also

inf f(M) =min f(M) = —e™' und sup f(M)=max f(M) =4e .
7.25 Die (als Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion
f R =R, f(r,y) =2 +4y° — 32 — 3y,

besitzt auf der sowohl abgeschlossenen als auch beschriankten und damit kom-
pakten Teilmenge
Q = [_17 1] X [_17 1] - RQ



nach dem Satz von Weierstrafl (mindestens) eine globale Minimalstelle und (min-
destens) eine globale Maximalstelle.

Da die Funktion f dariiber hinaus partiell differenzierbar ist, wobei
o f(x,y) =32"—3 und Oof(z,y) =129y* — 3
fiir alle (z,y) € R? und damit insbesondere

O f(z,y)=3(z*—1) <0

fiir alle Punkte (z,y) € COQ im Innern COQ =]-1,1] x |=1,1] von @ gilt, kommen
fiir globale Extremstellen (a,b) € @ von f nur Punkte (a,b) auf dem Rand 0Q)
des Quadrats () in Frage:

e Fiir die Punkte (—1,¢) mit ¢t € [—1,1] der linken bzw. (1,¢) mit ¢ € [-1,1]
der rechten Quadratseite gilt

f(EL ) = (£1)° +4¢> -3 (£1) =3t =4t — 3t F 2;
da die (als Polynomfunktion insbesondere differenzierbare) Hilfsfunktion
hi:[-1;1] = R, hy(t) =41 -3t F 2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,

alsoin t = —1 und ¢ = 1, sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung
1 1 1
hi(t) =120 =3=12(t* —~ ) =12 (t+- ) [t — =
w=esmn(e=g) =i (eg) (-g)
also in ¢ = —1 und ¢ = § annehmen kann, kommen fiir (a, b) nur die Punkte

(£1,-1), (£1,—3), (£1,3) und (+1,1) in Frage.
e Fiir die Punkte (¢, —1) mit ¢ € [—1, 1] der unteren bzw. (¢,1) mit ¢t € [—1, 1]
der oberen Quadratseite gilt
ft,£1) =t +4-(£1)° =3t -3 (£1) =t -3t £ 1,
da die (als Polynomfunktion insbesondere differenzierbare) Hilfsfunktion
hy: [-1;1] = R, h(t)=t>—3t+1,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in t = —1 und ¢ = 1, die hier mit den Nullstellen ihrer Ableitung

hy(t) =3t =3=3(>—1)=3(t+1)(t—1),

zusammenfallen, annehmen kann, kommen fiir (a, b) nur die Punkte (—1, 1)
und (1,+1) in Frage.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(CL, b) H <_17_1) ‘ (_17_%> ‘ (_17%> ‘ (_171) ‘ (17_1) ‘ (17_%) ‘ (L%) ‘ (171)
fl@o)y| 1 | 3 | 1 | 3 | =3 | -1 | -=3] -1
erkennt man, dafl f den maximalen Funktionswert 3 in den Punkten (—1, —%)
und (—1, 1) sowie den minimalen Funktionswert —3 in den Punkten (1, —1) und

(1, %) annimmt.




7.26 Bei der gegebenen Menge
D:{(z,y)€R2|O<y<g}

handelt es sich um den offenen, von der z—Achse y = 0 und der dazu parallelen
Geraden y = 7 begrenzten Streifen; zu betrachten ist hierauf die Funktion

2
h:D — R, h(x,y)zthany—( v ) )
cos y

a) Fir alle (x,y) € D gilt

) 2 sin y x?
=2 — =
cosy cosy cos?y

x _ x
= oy (2 siny cosy —x) =

h(z,y) =2xtany — (

- (sin (2u) — ) :
oy - (s (20) —);

damit besteht die Nullstellenmenge N = {(z,y) € D | h(z,y) =0} von h
genau aus denjenigen Punkten (z,y) € D mit

r=0 oder x =sin (2y),
wodurch sich die folgende Skizze ergibt:

Yy
L % SRRSO ORR PR TRORY 7r
y=s3
% 1
Y =1Yo
y=20

b) Zur Bestimmung des Wertebereichs

WD) = {h(x,y) | (v,y) € D}

der Funktion h betrachten wir ihr Verhalten auf jeder im Definitionsbereich
D liegenden, zur x—Achse parallelen Geraden y = yy mit yo € }0; 5 [: wegen

h(z,y0) =

. (sin (2ua) —
oy (5 220) — )



7.27 a)

fiir alle x € R ist h dort eine quadratische Funktion mit den beiden Null-
stellen 1 = 0 und x9 = sin(2y); da der Koeffizient —00512 oo von x? negativ
ist, stellt ihr Graph eine nach unten geoffnete Parabel mit dem Scheitel bei

zo = 3 (x1 + T2) = 1 sin(2y,) und

1 .

= sin(2 1
27 (250) - —sin(2y) =
cos?yy 2

sin gy - oS Yo

h(xo, yo) = - (sin (2yp) — xp) =

cos? 1o

. 2
5 - sin Yo - Cos Yo = sin” yo
COs* Yo

dar, weswegen die Funktion h auf der Geraden y = yy genau die Werte in

W,

vo = } —00; sin? yo}

annimmt. Insgesamt ergibt sich damit

h(D) = U Wy, = U }—005511123/0]:]—00;1[;

0<yo<3 0<yo<3
dabei geht ein, daB die Funktion sin? auf }O; g[ streng monoton wachsend
mit lim sin®yo = 1 ist.
Yo—3%
Die gegebene Funktion
fRZ= R, f(ry) =22 +y" -y’

ist (als Polynomfunktion) zweimal stetig partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € R? gilt

of(z,y) =4z —y? und Oof(x,y) =2y —2zy

sowie
0101 f(x,y) =4 und 0o f(z,y) =2 —2x
und
8231f(37a y) =—2y= 8182,70(957 3/)7
also
grad f(z,y) = (42 — %, 2y —2zy)
und

Hess f(z,y) = (—gy 2—_223/36) :
Fiir eine kritische Stelle (z,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0), also
4 —y* =0 und 2y —2zy =0;
wegen
2y —22y=0 <= 2y(1—2)=0 <= y=0 oder z=1

sowie



e im Falle y =0
dr—y? =0 < 4d2=0 < 2=0
e und im Falle x =1
dr - =0 = 44—’ =0 <= ¥ =4 <= y=12

besitzt f genau die drei kritischen Stellen (0, 0) sowie (1,2) und (1, —2); nur
diese kommen als lokale Extrema von f in Frage:

o Es gilt

grad f (0,0) = (0,0) und Hess f(0,0) = (g (2)) ;

damit besitzt Hess f (0, 0) die beiden positiven Eigenwerte 4 und 2 und
ist folglich positiv definit. Daher besitzt f in (0,0) ein lokales Minimum.

e Es gilt
4 —4
grad f (1,2) = (0,0) und Hessf (1,2) = (_4 0 ) ;

damit besitzt Hess f (1,2) die negative Determinante —16 und ist folg-
lich indefinit. Daher besitzt f in (1,2) einen Sattelpunkt, insbesondere
also kein lokales Extremum.

o Es gilt

grad f (1,—2) = (0,0) und Hess f(1,-2) = (i E)l) ;

damit besitzt Hess f (1, —2) die negative Determinante —16 und ist folg-
lich indefinit. Daher besitzt f in (1, —2) einen Sattelpunkt, insbesondere
also kein lokales Extremum.

Damit besitzt f genau ein lokales Extremum, nédmlich ein lokales Minimum
in (0,0).

b) Wegen

fO.)=2-0+#*—0-t* =t> — +o0

t—o00

ist f nicht nach oben beschréankt, besitzt also insbesondere kein globales
Maximum, und wegen

f2,t)=2-22 4+ 2. =8—1* — —o0

t—o0

ist f nicht nach unten beschrinkt, besitzt also insbesondere kein globales
Minimum.

7.28 Fiir alle Punkte (z,y) € M des abgeschlossenen 1. Quadranten M C R? gilt

floy)=e " ay+aty+1) = V(y+ 1)+ +1) =

—e eV @+ 1) (y+1) = (¢ @+ 1) (¥ + 1)



daher betrachten wir die (als Produkt einer Exponentialfunktion und einer linea-
ren Funktion) insbesondere differenzierbare Funktion

h:l0;00[ =R, h(t)=e " (t+1).

Wegen
h(t)=e ' -(t+1)>0
() =g _-(t+1)
>0 M

fiir alle t > 0 sowie

lim A(t) = lim e " (t + 1) = lim

t—o0 t—o00 t—o00 et ”g“ t—o0 et

ergibt sich
flz.y) = h(z)-hy) >0

fir alle (z,y) € M sowie

lim f(z,2) = lim (@@) —0-0=0;

T—r00
—0 —0

damit ist 0 die grofite untere Schranke von Wi, also das Infimum von f. Des
weiteren ist h wegen

W)= (e (-1) - (z+1)+e* 1=—-ze*<0
fiir alle z > 0 auf [0; oo monoton fallend; folglich ist
0<h(x)<h(0)=e0+1)=1-1=1
fir alle z > 0 und damit

fla,y) = hz)-hly) <1-1=1
fir alle (z,y) € M mit £(0,0) = h(0) - h(0) = 1; damit ist 1 das Maximum von

W, insbesondere also das Supremum von f.

7.29 Die gegebene Funktion
1 1
f:D—=R, flr,y)=—-——-+16x—4y,
r oy

mit

D= {(z,y) € R* |z # 0 und y # 0}
ist (als gebrochenrationale Funktion) zweimal stetig partiell differenzierbar, und
fir alle (x,y) € D gilt

1 1
81f(x,y)=—ﬁ+16 und an(x7y):E_4

sowie
2

2
010\ f(z,y) = ] und 0o f(x,y) = _E



und
%0 f(z,y) = 0= 0:10:f(2,y),
also
grad f(x,y) = <—i + 16, L 4)
2 y?

und

yS

%0
ossien- (3 )
Fiir eine kritische Stelle (z,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0); wegen
1 1 1
= - =1 2 - = 4=
o fx,y) 0<:>x2 6 < =z 5 =7 1
und

1 1
Of(r,y) =0 <= E:4<:>y =- < y==-

kommen als lokale Extrema von f nur die vier Punkte ( , ) und (i, —%) sowie

(—1,%) und (-1, 1) in Frage:

e Es gilt

grad f (,3) = (0,0) und Hessf(i7%):(1(2)8 _016);

damit besitzt Hess f (1 1) den positiven Eigenwert 128 und den negativen

402
11

Eigenwert —16 und ist folglich indefinit. Daher besitzt f in (— —) einen

402
Sattelpunkt, insbesondere also kein lokales Extremum.

o Es gilt

rad f (5 = (0.0) wd Hessf (b)) = (7 1)

damit besitzt Hess f (1 —l) die beiden positiven Eigenwerte 128 und 16

47 2

und ist folglich positiv definit. Daher besitzt f in (1 —l) ein (isoliertes)

202
lokales Minimum.

o Es gilt

o (+43) = 0,0) wa Hessf (-5 = (77 )

damit besitzt Hess f ( 1 l) die beiden negativen Eigenwerte —128 und —16

T 102

und ist folglich negativ definit. Daher besitzt f in ( L 1) ein (isoliertes)

)
lokales Maximum.

e Es gilt

grad f (—%,—1) =(0,0) und Hessf(—1,—3) = <_%)28 106) ;

1

damit besitzt Hess f (—— —%) den negativen Eigenwert —128 und den po-

47
siven Eigenwert 16 und ist folglich indefinit. Daher besitzt f in (

einen Sattelpunkt, insbesondere also kein lokales Extremum.

1
-1



7.30

Folglich besitzt die Funktion f genau zwei lokale Extrema, ndmlich ein (isoliertes)

lokales Minimum in (1 —l) sowie ein (isoliertes) lokales Maximum inin ( ! l).

172 T 412

Die Definitionsmenge
D={(z,y) e R* | 2* +y* < 4}

ist die abgeschlossene Kreisscheibe um den Mittelpunkt (0,0) mit dem Radius
2; insbesondere ist D eine kompakte Teilmenge von R?. Damit besitzt die (als
Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion

h:D—R, hz,y)=4dvy — 2°y — a3,

nach dem Satz von Weierstrafl mindestens ein globales Minimum und mindestens
ein globales Maximum, es gibt also (a,b) und (c,d) € D mit

fla,b) < f(x,y) < flec,d)

fir alle (z,y) € D; fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € D gibt es die
folgenden beiden Moglichkeiten:

e (p,q) liegt auf dem Rand von D, also auf der Kreislinie 22 +1? = 4 um (0, 0)
mit Radius 2, womit sich allerdings

h(p,q) =4pq—p’qa—pg’ =pq (4— (P’ +¢°)) =0
=4
ergibt.

e (p,q) liegt im Innern von D, also in der offenen Kreisscheibe 2% + y? < 4;
da aber h partiell differenzierbar mit

h(z,y) =4y —32°y —y° =y (4 — 32* — )

und
Ooh(z,y) = 4o — 2° — 3wy* = 2 (4 — 2% — 3y2)

fir alle (z,y) € D ist, muB (p,q) dann eine kritische Stelle von h sein, so
dafl wegen

Oh(p,q) =0 < ¢=0 oder 3p°+¢* =4

und
Oh(p,q) =0 <= p=0 oder p*+3¢°> =4
die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
— Esist ¢ =0 und p =0, also (p,q) = (0,0).
— Es ist ¢ = 0 und p? + 3¢®> = 4, woraus sich p? = 4 und damit p = +2

ergibt; die Punkte (p,q) = (£+2,0) liegen allerdings auf dem Rand und
damit nicht im Innern von D.

— Es ist 3p? + ¢* = 4 und p = 0, woraus sich ¢ = 4 und damit ¢ = +2
ergibt; die Punkte (p,q) = (0,+2) liegen allerdings auf dem Rand und
damit nicht im Innern von D.



7.31

— Es ist 3p? 4+ ¢ = 4 und p? + 3¢*> = 4, woraus sich p> =1 und ¢®> = 1
und damit p = +1 und ¢ = £1, also fiir (p, ¢) die Punkte (1,1), (1, —1),
(—=1,1) und (=1, —1) ergibt.

Der Vergleich der Funktionwerte

(p.q) | €0D|(0,0)[(1L,1) | (L= [ (=11 ][ (=1,~1)
hp,g)| O | 0 | 2 | =2 | =2 | 2

zeigt, dafl die Funktion A in Punkten (1,1) und (=1, —1) ihr Maximum 2 sowie
in den Punkten (1, —1) und (—1,1) ihr Minimum —2 annimmt.

Die Definitionsmenge
D={(z,y) eR’ | —n<z<7und 0 <y <w}=[-m7] x[0;7]

ist das abgeschlossene Rechteck mit den Eckpunkten (—m;0), (7;0), (7, 7) und
(—m,7); insbesondere ist D eine kompakte Teilmenge von R%. Damit besitzt die
(als Summe zweier trigonometrischer Funktionen insbesondere) stetige Funktion

f:D—=R, f(x,y)=cosz+siny,

nach dem Satz von Weierstrafl mindestens ein globales Minimum und mindestens
ein globales Maximum, es gibt also (a,b) und (c¢,d) € D mit

fla,b) < f(z,y) < f(c,d)

fir alle (z,y) € D; fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € D gibt es die
folgenden beiden Moglichkeiten:

e (p,q) liegt auf dem Rand von D; wegen
F(t,0) = f(t.7) = cost

fir alle t € [—m; 7

und

f(=m,t) = f(m,t) = =1 +sint  fiir alle ¢ € [0;7]

kommen hierfiir nur die Punkte (—m,0), (0,0), (m,0), (—m,7), (0,7), (7, 7)
sowie (—m, 5) und (7, 7) in Frage.
e (p,q) liegt im Innern von D; da aber f partiell differenzierbar mit

grad f(z,y) = (—sinz, cosy) fur alle (z,y) € |—m; @[ x ]0; 7]
ist, muf} (p,q) dann eine kritische Stelle von f sein, weswegen hier nur der
Punkt (0, %) in Frage kommt.

Der Vergleich der Funktionwerte

f(=mm)=—1 f0,m) =1 flm,m)=—1
f(=m,35)=0 f(0,3)=2 f(r,3) =
f(=m0)=-1 £(0,0)=1 f(m,0)=—1

zeigt, dafl f in Eckpunkten (—m;0), (7;0), (7, 7) und (—m,7) von D globale
Minimalstellen sowie im Mittelpunkt (0, %) eine globale Maximalstelle besitzt.



7.32 a) Die auf ganz R? definierte und (als Polynomfunktion) beliebig oft stetig
partiell differenzierbare Funktion

fo:R* =R, foz,y)=2—2zy+4y*— 12y +c,
kann lokale Extrema nur in ihren kritischen Punkten annehmen; wegen
O felx,y) =2z —2y und D fe(r,y) = —2x+ 8y — 12,

also
grad f.(z,y) = 2z — 2y, —2x + 8y — 12)

fiir alle (z,y) € R? kommt hierfiir nur ein Punkt (z,y) € R? mit
20 —2y=0 und —2rx+8y—12=0,

also x = y und damit y = 2 in Frage. Der Punkt (2,2) ist nun wegen
grad f.(2,2) = (0,0) ein kritischer Punkt von f,, und die Hessematrix

_ _ (00 fe(x,y) OiOafe(x,y)) _ [ 2 2
A = Hess fo(x,y) = (8281]'}(:6,1/) 8282fc(:c,y)) N (—2 8 )

ist wegen
det(A) =2-8 - (—2)*=12>0 und Spur(A) =2+8=10>0
positiv definit; folglich besitzt f. in (2,2) ein (isoliertes) lokales Minimum.
b) Wegen

fe(r,y) = 2* =2xy+4y* - 12y +c
= (z—y)’+3y"—12y+c
(z—y)° —|—3(y —dy+4)—12+4c¢
(x—y)°+3 (y = 2)° +(c— 12) > ¢~ 12
N

>0 >0
fiir alle (z,y) € R? gilt W, C [c — 12; +-00[. Wegen
felt,t) =3(t—2)* + (¢ — 12)

fir alle ¢ € R ist der Graph Gy, von f, auf der Winkelhalbierenden des
1. und 3. Quadranten eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitel
(2, ¢ — 12); damit ist auch [c¢ — 12; 00] C W,. Insgesamt ergibt sich also

W. = [c — 12; +o0].
7.33 Die Polynomfunktion
f:R* =R, f(r,y)=6zy—52*+2zx—29°
ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir (z,y) € R? gilt

O f(r,y) =12xy —10x + 2 und Oof(z,y) = 62° — 69°



und damit
grad f(z,y) = (122y — 10z + 2, 62% — 6y°)

sowie
0101 f(z,y) =12y — 10 und 0a0o f (z,y) = —12y sowie

8281f(x,y) =12z = 6182]0(1', y)

und damit
12y —10 12z
Hess f(z,y) = < %2:6 —12y> :

Fiir einen kritischen Punkt (z,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0), also
122y —1024+2=0 und 62> —6¢y>=0;
wegen 6 (z —y) (x +y) = 0 ist also x = y oder z = —y:

e Im Falle z = y folgt 1222 — 102 +2 = 0, also 6 22 — 52 + 1 = 0, und damit

_! <5:|:\/52 16 1)—5i1
2=y T 12

also x1 = 3 und x5 = .
e Im Falle z = —y folgt —122% — 102 +2 = 0, also 622 + 52 — 1 = 0, und

damit

1 . &7
x3,4zﬁ(—5i\/(—5) —4~6-(—1)>_ .

und z, = —1.

1

also r3 = 3

Die Probe bestétigt, dal die gefundenen Kandidaten (%, %) und (%, %) sowie

(é; —%) und (—1; 1) tatséchlich kritische Punkte von f sind; dabei gilt:

. : —4 6 .
e Die Matrix A; = Hess f (%, %) = ( 6 —6) ist wegen det Ay = —12 < 0
indefinit; damit ist (%, %) ein Sattelpunkt von f.
e Die Matrix A = Hess f (%, %) = _46 _44 ist wegen det Ay = 8 > 0 und
Spur A; = —10 < 0 negativ definit; damit ist (%, %) ein lokales Maximum

von f.

e Die Matrix A3 = Hess f —%) = (_12 2) ist wegen det A3 = —28 < 0

(5; 5 o
&)

indefinit; damit ist (%, —=) ein Sattelpunkt von f.
e Die Matrix Ay = Hess f(—1,1) = _212 :g) ist wegen det Ay = —168 <

0 indefinit; damit ist (—1, 1) ein Sattelpunkt von f.

Zur Bestimmung des Wertebereichs Wy der Funktion f betrachten wir deren
Verhalten auf der y—Achse; wegen f(0,t) = —2¢® fiir alle t € R ergibt sich
schlieflich der Wertebereich Wy = R.



7.34 Die Menge
M={(z,y) eR*|2>0,y>0, z+y—1<0}

ist das von den Geraden x = 0, y = 0 und y = 1 — x begrenzte abgeschlossene
Dreieck mit den Eckpunkten (0;0), (1;0) und (0;1) und damit insbesondere eine
kompakte Teilmenge des R?. Folglich besitzt die (als Polynomfunktion) insbeson-
dere stetige Funktion

oM =R, flry)=zvyl@+y—1),

nach dem Satz von Weierstral auf dem Kompaktum M (mindestens) ein globales
Minimum und (mindestens) ein globales Maximum. Dabei gilt fiir alle (z,y) € M

fay) =2y Ety-1)=<0

=20 >0 <0

mit
flx,y)=0 <= =0 oder y=0 oder y=1-—ux;

folglich besitzt die Funktion f genau in den Randpunkten von M ihre globalen
Maximalstellen, und es gilt
sup f(M) = 0.

Eine globale Minimalstelle (p,¢) € M von f mufl demnach im Innern
M={(z,y) eR*|2>0,y>0, z+y—1<0}

des Dreiecks M liegen; da f (als Polynomfunktion) insbesondere partiell differen-
zierbar ist, kommen dabei hierfiir nur kritische Stellen von f in Frage. Fiir alle

(x,y) € M gilt
flay) =ay@t+y—1) =2’y +ay’ -y
und damit
of(z,y)=2zy+1y*—y und Oof(z,y) = 2> + 21y — 1,
weswegen wir

Ohflr,y) =0 < z+y—1)y=0 = 20+y=1
Y
und
Oof(z,y) =0 <= (z+2y—1)xz=0 = r+2y=1

erhalten. Fiir ein globales Minimum (p, ¢) € M von f muf} also sowohl 2p+¢g =1
als auch p+2¢ =1, alsop =1—-2q und damit 2(1—-2¢)+¢g=1bzw. 2—3¢ =1,
und schliellich ¢ = % und p = % gelten; somit ergibt sich

mf FO0 = (53) =44 GrE-) =44 () -4



7.35 Das Rechteck
R=[-1,1] x [0, 27]

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrinkte und damit kompakte Teil-
menge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion
f:R—R, f(z,y)=x+€" cosy,

als Summe und Produkt einer linearen Funktion sowie der Exponenentialfunktion
und des Cosinus insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstraf3 besitzt damit
die stetige Funktion f auf der kompakten Menge R (mindestens) eine globale
Minimalstelle und (mindestens) eine globale Maximalstelle.

Da die Funktion f dariiber hinaus partiell differenzierbar ist, wobei
O f(z,y) =1+¢€" cosy und O f(z,y) = —€" siny

fiir alle (x,y) € R gilt, kommen fiir globale Extremstellen (a,b) € R von f nur
die beiden Fille in Frage:

e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand OR von R; wir betrachten die vier
Rechtecksseiten und greifen dabei auf bekannte Eigenschaften der Expo-
nentialfunktion sowie des Cosinus zuriick:

— Fiir die Punkte (—1,¢) mit ¢ € [0, 27] der linken Rechtecksseite gilt
f(=1,t) = =1+ e 'cost;

damit kommen fiir (a,b) nur die Punkte (—1,0), (—=1,7) und (-1, 2)
in Frage.
— Fiir die Punkte (1,¢) mit ¢ € [0, 27] der rechten Rechtecksseite gilt

f(1,t) =1+e cost;

damit kommen fiir (a,b) nur die Punkte (1,0), (1,7) und (1,27) in
Frage.
— Fiir die Punkte (¢,0) bzw. (¢, 27) mit ¢t € [—1, 1] der unteren bzw. oberen

Rechtecksseite gilt
f(t,0)=t+e" = f(t,2n);
da dieser Ausdruck in ¢ streng monoton wachsend ist, kommen fiir (a, b)
nur die Punkte (—1,0) und (1,0) bzw. (—1,27) und (1, 27) in Frage.
e Der Punkt (a,b) liegt im Innern

o

R=1-1,1] x ]0,2x]

von R; dann ist aber (a,b) schon ein kritischer Punkt von f, es gilt also
grad f(a,b) = (0,0). Aus

O f(a,b) = —e%sinb =0
folgt zunéchst sinb = 0, also b = 7, woraus sich mit

81f(a,b):1+eacosbb: 1—e"=0

=T

dann e* = 1, also a = 0, ergibt; hier ist damit (a,b) = (0, 7).



7.36

Mit Hilfe der Wertetabelle

(a,b) | (=1,0) | (=1,m) | (=1,27) | (1,0) | (1, @) | (1,27) | (0, )
flab) [ -1+ -1-1] —1+1 |[1+e|l—-e| 1+e | —1

e

erkennt man wegen
1 1
l—e<—-1—--<-1<—-14-<1+e¢,
e e

daB f in (1,7) eine globale Minimalstelle sowie in (1,0) und (1,27) globale Ma-
ximalstellen besitzt.

Fiir alle (z,y) € D gilt 2 + y* < 1 und damit

flzy) = o' +y'+ 2027 + 227 — 2° +1
= (:c4+2x2y2+y4)+(2a:2+2y2)—4y2—|—1
= P4+ +2- (P )+ () 1< 1P +2.140+1=4
—— —_—— Y=
<1 <1 <0
mit
(B +2)° +2- (2 + 97 + (—49%) +1 =4
S—— —_— =
<1 <1 <0
2>+ =1 und —4y*=0
z?=1und y*=0
r==2lund y=0.

fl,y) =4

11y 1

Damit nimmt die gegebene Funktion f auf der kompakten Einheitskreisscheibe
D ihren maximalen Wert 4 genau in den beiden Punkten (—1;0) und (1;0) an.

7.37 a) Die Einheitskreisscheibe

E={(x,y) e R? | 2? +y* <1}

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrinkte und damit kompakte
Teilmenge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

frE=R, flry) =2’ -3zy

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl
besitzt damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge E eine globale
Minimalstelle (p1,q;1) € E und eine globale Maximalstelle (ps, q2) € E, fiir

alle (z,y) € E gilt also f(p1,q1) < f(z,y) < f(p2, q2).

b) Die Polynomfunktion f ist insbesondere partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € E gilt

o f(z,y) =32% — 3¢? und O f(z,y) =—6zy.

Damit kommen fiir globale Extremstellen (a, b) € E nur die beiden folgenden
Falle in Frage:



e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand OF von FE; wir betrachten fir
die Punkte der Einheitskreislinie 0F die Darstellung (cos g, sin ) in
Polarkoordinaten mit ¢ € [0;27] und erhalten

f(cos p,sinp) = cos® ¢ — 3 cosp sin¢p =4 cos®p — 3 cos .
——
=1—cos2¢p
Die differenzierbare Hilfsfunktion

h:[0;27] =R, h(p) =4 cos®p —3 cos,

kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27 ihres
Definitionsintervalls oder in den Nullstellen ihrer Ableitung

h'(p) =4 (3 cos® @ - (— singp)) —3(—siny) = —12siny ((3052g0 — %) ,

also fiir sin ¢ = 0 oder cos ¢ = i% annehmen; damit kommen fiir ¢ nur
die Werte 0, %, %”, T, %’r, %’r und 27, also fiir (a,b) die Punkte (£1;0)
sowie (%,:I:%\/g) und (—%;:I:%\/g) in Frage.

e Der Punkt (a,b) liegt im Innern E von F; dann ist aber (a,b) ein kri-
tischer Punkt von f, es gilt also grad f(a,b) = (0,0). Aus 0, f(a,b) =
3a? — 3b% = 0 folgt zunichst a?> = b%, also a = +b, woraus sich mit
s f(a,b) = —6ab = 0 dann F6b* = 0, also b = 0 und a = 0, ergibt; hier
ist damit (a,b) = (0,0).

Mit Hilfe der Wertetabelle

(a,0) [ (1:0) [ (=1;0) | (3:£5V3) | (=3:+3V3) [ (0;0)
A T A O W

erkennt man, da8 f in (—1,0) sowie (%, i%\/g) globale Minimalstellen sowie
in (1,0) sowie (—3; :l:%\/g) globale Maximalstellen besitzt.

7.38 Die Einheitskreisscheibe
M ={(z,y) eR* | 2” +y* < 1}

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrédnkte und damit kompakte Teil-
menge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

fiM—=R, flr,y)=2"+y +z+y,

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl besitzt
damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge M eine globale Minimal-
stelle (p1,¢1) € M und eine globale Maximalstelle (po, g2) € M, fiir alle (z,y) € M

gilt also f(p1,q1) < f(z,y) < f(p2, o).

Die Polynomfunktion f ist insbesondere partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € M gilt

O flx,y) =2x+1 und Oof(x,y) =2y + 1.

Damit kommen fiir globale Extremstellen (a,b) € M nur die beiden folgenden
Falle in Frage:



e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand 0M von M; wir betrachten fir die
Punkte der Einheitskreislinie OM die Darstellung (cos ¢, sin ¢) in Polarko-
ordinaten mit ¢ € [0;27] und erhalten

f(cosp,sin p) = cos? ¢ + sin? ¢ 4 cos ¢ + sin g = 1 4 cos ¢ + sin .
Die differenzierbare Hilfsfunktion
h:[0;271] = R, h(p) =1+ cosyp +sinp,

kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27 ihres Defi-
nitionsintervalls oder in den Nullstellen ihrer Ableitung

h'(p) = —sin ¢ + cos ¢,

also fiir sin ¢ = cos ¢ und damit in § und %’r annehmen; damit kommen fiir

(a,b) die Punkte (1;0) sowie (%\/5, %\/5) und (—%\/5; —%\/5) in Frage.

e Der Punkt (a, b) liegt im Innern M von M; dann ist aber (a, b) ein kritischer
Punkt von f, es gilt also grad f(a,b) = (0,0), weswegen nur der Punkt

(—%; —%) in Frage kommt.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(a;0) [ (1:0)| (3v23v2) | (=3v2-3v2) | (=3i—3)
flab)y | 2 [ 1+v2 | 1-v2 | -

N [—=

erkennt man, daf8 f in (—1; —1) das globale Minimum sowie in (%\/ﬁ,

globale Maximum besitzt, und es ist

\/5) das

N | —

inf f(x,y) = —% und sup flz,y) =14+ V2.

(zy)eM (z,y)eM

7.39 a) Die gegebene Funktion
fR* =R, flr,y)=2"+y* 22" —-2¢y* +4uzy,

ist als Polynomfunktion beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir
alle (z,y) € R? gilt

o f(z,y) =42° —4dx+4y und Oof(z,y) =4y> —4y+4x
sowie
0o f(x,y) =122% — 4 und 0o0af (z,y) = 129 — 4

und

(9182f(x, y) =4 = (9281f(x, y)
Fiir einen kritischen Punkt (z,y) € R? gilt grad f(z,y) = (0,0), also

Of(r,y) =42 —4x+4y=0 und Oof(x,y)=4y®> —4y+4x=0,



woraus sich zunéachst
(4:63 —4x+ 4y) + (4y3 —4y+ 4:1:) =0,

also 4 (2% +y3) = 0, und damit y* = —2® = (—x)3, also y = —=x, ergibt;
folglich ist

0=0f(z,y) =42° — 8z =4z (2* — 2) :4x<x—\/§> <x+\/§>,

woraus man schieflich z; = 0 (mit y; = 0) sowie 25 = v/2 (mit yo = —v/2)
und z3 = —/2 (mit y3 = v/2) erhilt. Wir untersuchen das Verhalten von f
in den drei ermittelten Punkten:

= _44 _4 4); da die Hesse-
matrix Hess f(0;0) die Determinante 0 besitzt, ist dariiber keine Aus-
sage hinsichtlich des Verhaltens von f im Punkte (0;0) moglich. Wir
untersuchen daher die Funktionswerte f(z,y) auf den beiden Winkel-
halbierenden; dabei ist

e Esist grad f(0;0) = (0,0) und Hess f(0;0)

ft;t) =t +t* =262 — 242 + 442 = 2t* > 0 = f(0,0)
fiir alle t # 0 sowie
flt—t)y=t"+t* =22 =28 — 4 =2¢* (1> —4) <0 = f(0,0)

fir alle 0 < |t| < 2. Damit nimmt f auf jeder (noch so kleinen) Kreis-
scheibe um dem Mittelpunkt (0;0) sowohl positive als auch negative
Funktionswerte an und kann daher im Punkt (0;0) kein Extremum be-
sitzen.

e Es ist grad f (\/_,—\/5) = (0,0) und Hess f (\/i_\/i) = (240 240);

da die Hessematrix Hess f (\/_ ; —\/5) die positive Determinante 384
und die positive Spur 40 besitzt, ist sie positiv definit, und f besitzt in
(v/2; —v/2) ein lokales Minimum.

e Es ist grad f (—\/53 \/5) = (0,0) und Hess f (_\/53 \/5) - (240 240);

damit ist die Hessematrix Hess f (—\/5; \/5) wie eben positiv definit,
und f besitzt auch in (—v/2;v/2) ein lokales Minimum.

b) Nach dem Satz von Weierstral nimmt die als Polynomfunktion insbesondere
stetige Funktion f : R? — R auf der kompakten Einheitskreisscheibe

E={(z,y) eR*| 2 +y* <1}

ein globales Minimum und ein globales Maximum an; fiir die globale Maxi-
malstelle (a,b) von f auf E gilt also

fz,y) < f(a,b) fiir jedes (z,y) € R? mit 2% + ¢* < 1.

Unter der Annahme, der Punkt (a, b) liege im Innern £ von E, muf§ (a, ) ein
kritischer Punkt von f sein, wofiir aber nach a) nur (0;0) in Frage kommt;



nachdem f aber in (0;0) kein lokales Extremum besitzt, kann f dort auch
nicht sein globales Maximum auf £ annehmen. Folglich mufl der Punkt (a, b)
auf dem Rand OF von E liegen und geniigt demnach der Kreisgleichung
a’> + b =1.

7.40 a) Fiir einen Punkt (z;y) € R? betrachten wir seine Darstellung in Polarkoor-

dinaten (r cos ¢;rsin ) mit r € Ry und ¢ € [0; 27]; dabei gilt

f(z;y) = f(rcosg;rsing) =

= ¢ ((reos@)*+(rsing)?) ((rcosp)® —2(rsing)?) —
cos2 p+sin? p=1

= e (r? cos® p — 217 sin? ) N <6_T2T2> (8 cos”o =2).
©

sin? p=1—cos?

so dafl wir die beiden Faktoren getrennt untersuchen konnen:
e Die Hilfsfunktion
g:RE SR, g(r)=e "1
ist beliebig oft differenzierbar, und fiir alle » > 0 gilt
g(r)= (e‘rz(—2 r)) 2 e (2r) = Qre . (1—1r?);

wegen ¢'(r) > 0 fiir alle r € |0; 1] ist g auf [0; 1] streng monoton wach-
send, und wegen ¢'(r) < 0 fiir alle r € ]1;00[ ist g auf [1;00] streng
monoton fallend, so daf} sich

0=yg(0) <g(r) <g(1)=e"

fiir alle r € R] ergibt.
e [iir die Hilfsfunktion

h:[0;27] =R, h(p)=3cos’p— 2,
ergibt sich wegen 0 < cos? o < 1 dann
W(E) = 2 < h(g) < 1 = h(0).
Zusammenfassend erhalten wir wegen f(x,y) = g(r) - h(p) demnach
—2e ' < flo,y) <e?

fiir alle (x,y) € R?; dabei ergibt sich fiir r = 1 und p = %, also (z,y) = (0;1),

f(0;1) = —2¢7! und damit inf f(R?) = min f(R?) = —2¢ !,
sowie fiir r =1 und ¢ = 0, also (z,y) = (1;0),

f(1;0) =e? und damit sup f(R?) = max f(R?) = e .



b) Die Funktion
FIRZS R, floy) =e ) (a2 — 247

ist (als Produkt und Komposition von Polynomfunktionen und der Ex-
ponentialfunktion) beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € R? gilt

ouf(w.y) = () (<22)) - (2~ 29) 4D (2) =
= —2ge @) (xg —29y% — 1)

und

Oaf(w,y) = (7 - (=29)) - (2% = 29%) + I (<) =
= —2ye (). (2 —2y*+2).

Als lokale Extrema der Funktion f kommen nur deren kritische Punkte, also
diejenigen (z,y) € R? mit grad f(z,y) = (0,0) in Frage. Aus 9, f(z,y) =0
folgt wegen e~@*+¥*) > ( schon

xr=20 oder 22 -2y  —1=0;

im Falle z = 0 folgt dann aus df(x,y) = 0 erneut wegen e~ (@) >
schon y = 0 oder —2y? +2 = 0 bzw. y> = 1, also y € {—1,0,1}, und im
Falle 22 —2y% — 1 = 0 ist neben e~ @) > 0 auch 22 —2y2+2 =3 > 0, so
dafl aus 0 f(z,y) = 0 schon y = 0 und damit 2? = 1, also z € {—1, 1} folgt.
Damit kommen als lokale Extrema nur die fiinf Punkte (0;0) sowie (£1;0)
und (0; £1) in Frage:
e Wegen f(£1;0) = e~! nimmt f in den Punkten (£1;0) gemif a) das
globale Maximum an; insbesondere sind also (£1;0) lokale Maxima.
e Wegen f(0;41) = —2¢~! nimmt f in den Punkten (0;41) gemiB a)
das globale Minimum an; insbesondere sind also (0; £1) lokale Minima.
e Esist f(0;0) = 0 sowie

ft:0)=e P2 >0 fir alle ¢#0

und
f(0;t) = et (—2252) <0 fiir alle ¢ # 0;

dementsprechend nimmt f auf jeder (noch so kleinen) Kreisscheibe um
dem Mittelpunkt (0; 0) sowohl positive als auch negative Funktionswerte
an und kann daher im Punkt (0;0) kein lokales Extremum besitzen.

7.41 a) Die gegebene Funktion

mit

D ={(z,y) € R* |z # 0 und y # 0}



ist (als gebrochenrationale Funktion) beliebig oft stetig partiell differenzier-
bar, und fiir alle (x,y) € D gilt

@1]C(IE,?/):—%—|—:E2 und O f(z,y) :%_%
sowie
2 6 1
81(91f(9€,y)=—3+2x und 8282f(;c,y):__4__
x Y 3
und
01 f(z,y) =0 = 0102f (2, y),
also
und

Z+2 0
st (2520 )
T8
Fiir eine kritische Stelle (x,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0); wegen
1
nf(z,y) =0 <= 2= 5 <= 1'=1 <= z=+=1
x

und

2
Oof(z,y) =0 <= %:E — y'=16 <= y=+2

kommen als lokale Extrema von f nur die vier Punkte (1,2) und (1,—2)
sowie (—1,2) und (=1, —2) in Frage:
o Es gilt

grad f(1,£2) = (0,0) und Hess f(1,4+2) = (3 _Ol) ,
2

und wegen det (Hess f(1,£2)) = —2 < 0 ist Hess f(1,£2) indefinit;
damit besitzt f in (1,+2) Sattelpunkte, also keine lokalen Extrema.
o Es gilt

grad f(—1,4£2) = (0,0) und Hessf(—l,i2)2<_04 _Ol);

damit besitzt Hess f(—1,£2) die beiden negativen Eigenwerte —4 und
— 1 und ist folglich negativ definit. Daher besitzt f in (—1,£2) (isolierte)
lokale Maxima.
Folglich besitzt die Funktion f genau zwei lokale Extrema, namlich die bei-
den (isolierten) lokalen Maxima in den Punkten (—1,+2).

Wir betrachten das Verhalten von der Funktion f auf der Winkelhalbieren-
den {(¢,t) | t € R*} des 1. Quadranten und erhalten

1) 1+t3 1 3 1+1 1 1
)=+t o -5 = pv il tr- — 00
t 3 2 16 ~~\_t* 3 (A 1612 ) t—oo
LS00 NN~ ~ =~
—0 —0 —0

damit ist f nicht nach oben beschrankt.



7.42 Die Funktion
f]-11 x }O; g [ — R, f(z,y) =e€cosy+e “siny

ist als Summe aus Produkten und Quotienten der Exponentialfunktion sowie von
trigonometrischen Funktionen selbst beliebig oft stetig partiell differenzierbar,
und fiir alle (z,y) € |-1;1[ x |0; Z[ gilt

O1f(x,y) =e“cosy —e “siny und Oaf(x,y) = —€e"siny + e “cosy
sowie
0101 f(z,y) = e cosy+e “siny und 0Oy f(z,y) = —€“cosy — e “siny

und
0102f (z,y) = —€” siny — e " cosy = 0201 f(x, ).

Fiir einen kritischen Punkt (z,y) € ]—1;1[x]0; Z [ von f gilt grad f(z, y) = (0,0),

also
O f(z,y) =€e"cosy —e “siny =0 und damit e’ cosy = e “siny
und
Oof(z,y) = —€e"siny +e “cosy =0 und damit e Tcosy = e"siny;

wegen y € }O; g[ ist siny > 0 und cosy > 0, und wir erhalten

9y €7COSY e Fsiny 27

e

Y

e T cosy ersiny

s

woraus sich 2z = =2, also z = 0, und damit cosy = siny, also y = 7 ergibt.
Wegen grad f (0, %) = (0,0) ist (0, %) tatséchlich ein kritischer Punkt von f. Da

T _ ( costHsing  —sinf—cos) _ V2 =2
Hessf<0,4> (—sirﬂ—cosE —cosT —sinZ® V2 -2

4 4 1 4
wegen det Hess f (O, %) = —4 < 0 indefinit ist, besitzt f in (O, %) einen Sattel-
punkt; insbesondere ist f ohne lokale Extrema.



