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6.1 Fiir z € R besitzt der Punkt (z;2?) der gegebenen Parabel {(x,y) € R? | y = 2%}
vom Punkt (0;7) den Abstand
1) = 11 (32) = O = 1 (3® =r) | = /2 + a2 = ),

der aufgrund des Monotonieverhaltens der Quadratwurzel genau dann minimal
ist, wenn der Radikand
h(z) =2 + (2* - 7“)2
minimal ist. Zunéchst ist die Funktion
h:R—=R, hiz)=1>+ (2> —r)°,

als Polynomfunktion stetig und differenzierbar, und fiir alle z € R gilt

W (x) :2$+2(x2—7“) 2x=4x- (1:2—1—%—7“).
Wir treffen daher die folgende Fallunterscheidung:

o Fiir r < % gilt

il
h/(x):4x~(a;2+%—r) <0, T_lrx<07
<~ | >0, firxz>0;
>0
—_——
>0

damit ist i auf R; streng monoton fallend sowie auf R} streng monoton
steigend und nimmt daher genau fiir x = 0 das globale Minimum an. Folglich
ist (0,0) der Punkt auf der Parabel y = 2 mit dem kiirzesten Abstand zu
dem Punkt (0,7).

oFﬁrr>%istr—%>0mit

h'(m):4m-(x2—(r—%)):4x(x— r—%) (x+ r—%).



6.2

Wegen h'(z) < 0 fiir alle xz € }—oo;—,/r—%[u}o;w/r—%[ ist h auf
]—oo; —\/T = %] und [O; AT — % [ jeweils streng monoton fallend, und we-
gen h'(x) > 0 fir alle z € }—,/r—%;O[U ]@/r—%;oo[ ist h auf

[—,/r — %;0] und [ r— %,oo[ jeweils streng monoton steigend; daher

nimmt h genau fiir +,/r — % das globale Minimum an. Folglich sind

1 1 1 1
—A\jr—=,r— = und r——=,r—=
(V) w (foars)

die beiden Punkte auf der Parabel y = 2? mit dem kiirzesten Abstand zu
dem Punkt (0, 7).

Damit ist (0,0) genau dann der Punkt auf der Parabel y = 22 mit dem kleinsten
Abstand zu dem Punkt (0,r), wenn r € }O, %] gilt.

Fiir y € R besitzt der Punkt (% v y) der gegebenen Parabel
P={(z,y) eR*|y* =22} = {(v,y) eR*| 39* =z}

vom Punkt (¢;0) den Abstand

diy) = 3v%y) — @Ol =11 (32 —cy) | = \/(%3/2 —o)’ + 9,

der aufgrund des Monotonieverhaltens der Quadratwurzel genau dann minimal
ist, wenn der Radikand

2
fy)= (v —¢c) +vy’
minimal ist. Zunéchst ist die Funktion
2
fAR=R, fly)= (54" —¢) +¢
als Polynomfunktion stetig und differenzierbar, und fiir alle y € R gilt
fy=2Gy—c y+2y=y- (¥ +2(1-0).
Wir treffen daher die folgende Fallunterscheidung;:
o Fiir ¢ <1 gilt

<0, firy<DO0,
>0, firy>0;

f’(y)zy-(y2+2(1—0)){

damit ist f auf R, streng monoton fallend sowie auf Ry streng monoton stei-
gend und nimmt daher genau fiir y = 0 das globale Minimum an. Dement-
sprechend ist (0; 0) der Punkt auf der Parabel P mit dem minimalen Abstand
zum Punkt (¢;0).



e Fiir ¢ > 11ist 2(c—1) > 0 mit

P =y (F=20-1)=y(y—v2C-1) (y+v2(-1).

Wegen
f(y) <0 fiir alle ye]—oo;—\/W[U}O; 2(0—1)[

ist f auf ] —00;4/2(c — 1)] und [O; 2(c—1) [ jeweils streng monoton fal-
lend, und wegen

f'(y) >0 fiir alle ye}— 2(0—1);0[U}\/2(c—1);oo[
ist f auf [—\/2(0— 1);0} und [\/2(0— 1);oo[jeweils streng monoton stei-

gend; damit nimmt f genau fiir £4/2 (¢ —1) das globale Minimum an.
Dementsprechend sind <c —1;+4/2(c— 1)) die beiden Punkte auf der Pa-

rabel P mit dem minimalen Abstand zum Punkt (c;0).

6.3 Bei der zu betrachtenden Menge

1
X:{(x, Sin—) |x€R+} C R?
T

handelt es sich um den Graphen der Funktion

1
fRT =R, f(z)= sin;;

dabei gilt

1 1 1
f(x) =0 <= sin— =0 <= — =km, also v =-— firein k€ N.
x z>0 I km

Sei a = (0,0) € R2 Fiir jedes 7 > 0 betrachten wir die offene Kreisscheibe K, (a)
um den Mittelpunkt a mit dem Radius 7:



e Esista € K,.(a), und wegen X C R* xR ist a ¢ X. Folglich gilt K,(a) € X.
e Wegen klim = = 0 gibt es ein kg € N mit 29 = ko%r < r, also (z9,0) € K,(a),
—00

und wegen xy € R mit f(zg) = simgc—l0 = sin (kom) = 0 ist (z0,0) € X.
Folglich ist K,.(a) N X # 0.

Damit ist a ein Randpunkt von X.
6.4 a) Die gegebene Kurve
v:[L2] > R y(t) = (£ —3t+2, 12— 3t7),
mit den Koordinatenfunktionen
()=t =3t+2 und  (t) =12 — 3t
ist stetig differenzierbar mit
V() = ((t), (1) = (3¢° =3, —6t)
fir alle t € [1;2]. Damit ergeben sich fiir ¢ = 1 und ¢ = 2 die Kurvenpunkte
(1) =1(0,9 und  (2) = (4,0)
mit den Tangentialvektoren
7 (1) =(0,—6) und  ~+(2) =(9,—12).

Damit ergibt sich fiir die Bildmenge K = {7(t) | t € [1;2]} folgende Skizze:
Y
10r

+ (1)

4




b) Wegen
IOl =3¢ =3, —6t) || = 3[|(#* =1, —2¢) || =
= 3\/(152 — 1) (=2t =3Vt =212+ 1 4 42 =
=3V 22 +1=3/(2+1)° =3 (2 +1) = 3t + 3,

fir alle t € [1;2] ergibt sich fiir die gesuchte Bogenlénge L von K dann

:/12|W(t)||dt:/12(3t2+3)dt: {t3+3t]2:(8+6)—(1+3):10.

1

6.5 Die Kurve
o [_\/%\/%] =R ()= (38— 15 387 1),
ist stetig differenzierbar mit 7/(t) = (6¢; 9¢* — 1) und damit

WOl = /(602 + (92— 1) = V362 + 816 — 1822 + 1 =

= V81t 4+ 1812 +1=1/(92+1)*=9>+1

fiir alle t € [—\%; \%} ; folglich ist v rektifizierbar, und fiir ihre Lange L gilt

1 1
L:/“g ||7’(t)||dt:/f (912 +1) dt =2 /” (92 +

:2-[3t3+t]0ﬁ:2-(3-%+%):

6.6 Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte der gegebenen Kurve

Sk
2

=

fil0,00[ > B2 f(1) = (w(t), y®) = (5, 2-5).
mit den beiden Koordinatenachsen:

e Iiir den Schnittpunkt S, mit der y—Achse gilt

6
r(t) =0 <= 50 = =0 < t=0;
damit ergibt sich y(0) = 2 und folglich S, = (0;2).
e Fiir den Schnittpunkt S, mit der x—Achse gilt

¢ ’
y(t) =0 <= 2- 7 =0 =8 = t =8

damit ergibt sich z(v/8) = 5 (\7@)6 =3V2 Y und folglich S, = (%\/59; 0)-



6.7

Des weiteren ist die Kurve f stetig differenzierbar mit
fi) = (&, —t%)

und damit

LF @) =/ (#)° + (=#3)° = VEO 416 = \/t6 th+1) =
=VE VI T= [V = Vil

fiir alle ¢ € [0, oo[; insbesondere ist die Kurve f auf dem Intervall [0; V8| rektifi-
zierbar, und unter Verwendung der Substitution

d
u=g(t)=t"+1 mit d—z;:élt?’, also du=4t*dt,

ergibt sich fiir ihre Bogenldnge zwischen den Schnittpunkten mit den beiden
Koordinatenachsen dann

¥ ¥ |
L:/ ||f’(t)||dt=/ t3-\/—t4+1dtzz/ AT At —
0 0 0

f:[0,27] = R? f(z) = (e’t cost, e* sint) ,

1 9(V8)

1
= - \/_dU——/ 2 du =

6 6 3

] =

9

w2 92 — 13 27—1 13
- _ _

2 11

Die gegebene Kurve

besitzt die beiden Koordinatenfunktionen

fi:00,27] = R?, fi(z) = e " cost,
und

f2:[0,27] = R?,  fo(x) = e 'sint;
diese sind (als Produkte einer Exponentialfunktion und trigonometrischer Funk-
tionen) stetig differenzierbar, und fiir alle ¢ € [0, 27] gilt

fit) = (—e ") cost + e (—sint) = —e " (cost + sint)
und
fot) = (—e ")sint + e fcost = e " (cost — sint).
Damit ist die Kurve f stetig differenzierbar, und fiir alle ¢ € [0, 27| besitzt der
Tangentialvektor f'(t) = (f](t), f4(t)) wegen
L7 O = (AE) + (1) =
= (—e_t (cost +sint))? + (e (cost —sint))? =
(e” 2 cos?t 4+ 2costsint + sin t) +

D7 (
+(e7h)? (cost 2(:osts1nt+siI12t):
= 2(e” 2 (cos t + sin® t) 2(e_t)2



die Lange
17O =22 =v2e™

folglich ist die Kurve f rektifizierbar, und fiir ihre Bogenlédnge L ergibt sich

27 2 2
L = / nf'(t)Hdt:/ ﬂetdt:ﬁ./etdt:
0 0 0

VB e B () (<] = VE (=)
6.8 a) Die Funktion
F:R =R, F(a:)zngr%ln(erm),

ist (als Summe und Verkettung differenzierbarer Funktionen) selbst diffe-
renzierbar; fiir die Ableitung des ersten Summanden

Fi:R—>R, Fl(x):g-\/1+x2

verwenden wir die Produktregel und (fiir die Ableitung des zweiten Faktors)
die Kettenregel und erhalten

1 1 x?
— s VIta2+o. (—21:) VIt ——
Fi@) 2 2 \2V1+ a2 21+ a?

fiir alle x € R; fiir die Ableitung des zweiten Summanden
1
F,:R—>R, Fy(r)= 5 In <x+\/1+x2)
verwenden wir dann (zweimal) die Kettenregel und erhalten

oyt L b en) =
b =5 e <1+zm 2 >)

1 V14242

B 1 1

1 1
T2 s+ Vit Vit 2 Vit 2V1+ 22

fiir alle x € R. Insgesamt erhalten wir also

o ) ()

1 2241 \/1—|—x2
=SVt e = \/
2 24/1 4 2 2\/1+x2

:%m+5¢1+x2:¢1+x2:f<x>

fiir alle x € R; damit ist F' eine Stammfunktion der Funktion

f R=R, f(z)=v1+2a%



Die gegebene Kurve

v:[0:67] > R%, () =t (CO”) = <t'005t) ,

sint t-sint
besitzt die beiden stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen
7110567 = R, 7 (t) =t - cost,
mit
Y1 (t) =1-cost+t-(—sint) = cost — ¢ sint
fir alle t € [0; 67] und
72 [0;67] = R,  ~o(t) =t-sint,
mit
Yo(t) =1-sint+t-cost =sint +t cost

fir alle ¢ € [0; 67]; folglich ist 7 eine stetig differenzierbare Kurve, und fiir

alle t € [0; 67| gilt
v (7)) [cost—tsint
() = (Vé(t) ~ \sint +t cost

mit
17/ ()12 = 7, (8)2 4 ~4(t)? = (cost — tsint)® + (sint + t cost)® =

= (COSQt — 2cost-tsint + tQSiDQt) + (sin2t+ 2sint - tcost + t coszt) =
= (cos2 t + sin? t) +12 (sinzt + cos? t) =14+

v v
~~ ~\~
=1 =1

und damit
YOI = V1+t2=f(t).

Die stetig differenzierbare Kurve ~ ist insbesondere rektifizierbar, und fiir
ihre Bogenlénge L gilt

v=[Iola= [ o a=ror = Fon - Fo) =
:(6; 1+<6ﬁ>2+%1n(6ﬂ+m))_
— (gm+%1n (0+m>> =
= 3my/TF 36 + 5 In (6 + VT 756

Fiir die Skizze der Bildmenge
7 ([0;67]) = {7(t) | 0 <t < 6}

kann man zunéchst fiir einige Werte von ¢, etwa den Vielfachen von 7,

den Kurvenpunkt +(¢) und den Tangentialvektor v/(¢) berechnen und in das
Koordinatensystem eintragen, um dann die entstehende Spirale zu zeichnen:



x4

6.9 a) Fiir die gegebene Kurve
fo[0;27] > R?, f(t) = (cos®t, sin®t),

besitzt der Punkt f(t) € K fiir ¢ € [0; 27] vom Ursprung (0,0) den Abstand

d(t) = [ (1) = |[(cos®t, sin*t)[| = \/(cos?t)? + (sin*£)*;

aufgrund der Monotonie der Quadratwurzel ist d(f) genau dann minimal
bzw. maximal, wenn d(t)* minimal bzw. maximal ist. Wegen

d(t)* = cos’t +sin®t = (cos” t)3 +sin®¢ = (1 — sin® t)3 + sinf ¢ =
= (1 — 3sin®t + 3sint —sin6t) +sin®t = 1 — 3sin®t (1 - sith) =

3 3
=1-3sin’tcos’t =1 — 1 (2sintcost)’ =1 — Zsin2(2t)
ergibt sich wegen 0 < sin?*(2t) < 1

<d(t)? <1 bzw.

e~ =
DO | =



mit

1 1
d(t) = 5 = d(t)* = 1= sin?(2t) =1 <= sin(2t) = +1 <=

— 9% c T 37 bmw Tw — tc T 37 bmw Tw
2727272 447 47 4

und
dit) =1 < d(t)* =1 < sin*(2t) =0 <= sin(2t) =0 <

3
< 2t €{0,m, 27, 31,47} < t¢€ {O,g,n,l,zw}.

Gemif a) besitzen die Kurvenpunkte

SE
N
N

37 57 e

t | | &7 |
f(t) 11 1 1 1 1 1 1
2v/27 2v/2 2v27 2v/2 227 22 2v27  2V2

den kleinsten Abstand % und

t | 0 | § [ « | F |o2n
f(t) H (1’0) ‘ (071) ‘ (_170) ‘ (O’_l) ‘ (170)

den grofiten Abstand 1 vom Ursprung (0,0); damit ergibt sich die folgende
Skizze der Bildmenge K:

b Y




c) Die gegebene Kurve f ist stetig differenzierbar mit
f'(t) = (3cos®t - (—sint),3sin’t - cost) = 3sintcost - (— cost,sint)
und damit

I/ = |3sintcost-(—cost,sint)||

= |3sintcost|- ||(—cost,sint)||

3

= ‘5 . (2sintcost)‘ . \/(— coszf)2 + (sint)2
3 . 5

= |3 sin(2t)| - vV cos?t 4 sin“t
3

= 3 |sin(2t)]

fir alle t € [0; 27]. Folglich ist die Kurve f rektifizierbar, und fiir die gesuchte
Bogenlénge ergibt sich aufgrund der Periodizitét der Sinusfunktion

27 27r3 3 g
L:/ ||f’(t)|ydt:/ — |sin(2t)] dt:—-4-/ |sin(2t)| dt =
0 0 2 2 0
3 —cos(28)] 2 _ _
:6-/ sin(2t) dt = 6 - [M] :6-( cosm _ COSO) — 6.
0

2, 2 2

6.10 In Abhéngigkeit von den Parametern a, b € R™ ist die Kurve

a cost
c:[0,1] = R® ¢(t)=[asint |,
bt

mit der Bildmenge B = {c(t) | t € [0,1]} C R?® zu betrachten. Damit besitzt ¢
die drei stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen ¢y, ¢y, ¢z : [0, 1] — R mit

c1(t) = a cost, co(t) = a sint, c3(t) = bt

und somit
¢ (t) = —a sint, cy(t) = a cost, c(t) =t

fiir alle ¢t € [0, 1]; folglich ist die Kurve c stetig differenzierbar, und fiir ¢ € [0, 1]
erhdlt man den Tangentialvektor

—a sint
d(t)=| acost
b

der Lange

I ()| = /(—a sint)? + (a cost)? + b2 = Va2 sin®t + a2 cos? t + b? =

= +/a? (sin2t—|—c082t) +02=vVa2-1+0b2=+Va2+ b2



a)

6.11 a)

Die Kurve ¢ : [0,1] — R3 ist stetig differenzierbar, mithin rektifizierbar, und
fiir ihre Bogenlénge gilt

1 1 1
L= / | (t)] dt = / Va2 + b2 dt = [\/a2 —l—bQ} =+Va?+ b
0 0 0
Fiir alle 0 < ¢; <ty <1 gilt wegen b > 0 schon c3(t1) = bt < bty = c3(ta),
insbesondere also ¢(t;) # c(t2); damit ist ¢ ohne Doppelpunkt, und die
Bogenlinge der Bildmenge B stimmt sicher mit der Bogenldnge der Kurve
¢ iiberein.

Fiir alle ¢ € [0,1] gilt fiir den Winkel «(t) zwischen dem Tangentialvektor
d(t) und dem Einheitsvektor ez geméfl Definition

d(t)oes
)= _\°
N O
mit
—a sint 0
d(t)oes=| acost |o| 0] =(—asint)-0+ (acost)-0+b-1=0,
b 1
also
C,(t) O €3 b b
cosa(t) = — = = ;
l@N - llesll Va2 +82-1  Va? + b2
folglich ist
b

a(t) = arccos T
von t unabhéngig, also konstant.
Die Kurve K :[0;27] — R? K(t) = (p(t), ¥(t)), mit
o(t) =t —sint und Y(t) =1— cost
ist stetig differenzierbar mit
O'(t)=1—cost und  ¢'(t) =sint

und damit

IOl = /(0 + @(1) = /(1 = cost)? + sin?t =
:\/1—2cost+cos2t+sin2t = mz

cos? t+sin? t=1

Lot
= 1/4 sin? — =2
1—cost=2 sin? % 2

fir alle t € [0;27]; folglich ist v rektifizierbar, und fiir ihre Lange L gilt

27 2w tq2m
t J— Z
L:/ ||K’(t)||dt:/ 2 sin - dt = {2- Cfsz} —
2 EY
0 0 0

2

.t
Sin —

t
5 = 2sin—

0<i<n 2

— 4. [cos %Kﬂ 4 (cosT—cos0)) = —4- ((—1) = 1) = 8,



b) Die erste Koordinatenfunktion
o :[0;27] = R, o(t) =t —sint,

ist wegen ¢'(t) =1 — cost > 0 fiir alle ¢ € ]0; 27| streng monoton wachsend
mit dem Wertebereich W, = [¢(0); ¢(27)] = [0; 2 7]; damit tritt aber jedes
x € [0;27] fur genau ein ¢ € R auf, ndmlich fiir

und das dazugehorige y € R ist dann
y=19(t) = (¢ (2)).
Folglich beschreibt die Kurve K den Graphen der Funktion
frlo2a] =R, flz) =v (v (2)),
und es ist f(p(t)) = ¥(¢) fiir alle t € [0;27].

VY

31
> 2m

o
ol +
3

Fiir den Inhalt A der Fldche, die von der Kurve und der x—Achse einge-
schlossen wird, ergibt sich demnach mit Hilfe der Substitionsregel

27r)
/f dx—/ da:—/ fle =
1— dt = 1-2 28) dt =
/1/1 /0( cost) t = /0( cost + cos t)t
. 2
:A (g_Qcost_i_&ft))dt:[gt_2slnt+81nfl2t):|0 _

3 in(4 in0
:(5-27r—281n(27r)+W)—(0—281n0+812 ):37r;
T S—— =0 \:6'/

=0
dabei geht die fiir alle ¢ € R giiltige Beziehung cos® ¢ = 1 (1 + cos(2t)) ein.

6.12 Der Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe

B={(z,y) eR*|2” +y* <1}



6.13

ist die Kreislinie
OB ={(z,y) e R* | 2* + y* =1}

um dem Mittelpunkt (0,0) mit dem Radius r = 1; wir wéhlen fir 0B C B die
Parametrisierung

@ :[0,27] = R (t) = (cost, sint).

Damit ist die Funktion
h=foyp:[0,2r] - R

als Verkniipfung der beiden stetigen Funktionen ¢ : [0,27] -+ R* und f: B -+ R
mit W, = 0B C Dy selbst stetig, und es gilt

h0) = f(p(0)) = f(L,0) =1 und  h(27) = f(p(27)) = f(1,0) =1

sowie
h(m) = fle(m) = f(=1,0) = —1.
Folglich besitzt die Funktion h nach dem Nullstellensatz eine Nullstelle &; € 0, 7]

und eine Nullstelle & € |m,2x[; damit ist aber p; = ¢(&) ein Punkt von 0B
oberhalb der z—Achse mit

f1) = fle(&)) =h(&) =0

sowie pys = (&) ein Punkt von 0B unterhalb der x—Achse ebenfalls mit

f(p2) = f(p(&)) = h(&) =0,

womit f auf dem Rand von B mindestens zwei voneinander verschiedene Null-
stellen besitzt.

Wir haben eine stetige Funktion f : D — R auf der Einheitskreislinie
D={(z,y) eR* | 2* +y* =1}
zu betrachten und zu zeigen, dafl f weder surjektiv noch injektiv sein kann.

e Die Einheitskreislinie D ist eine abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge
von R? mithin kompakt. Damit besitzt die stetige Funktion f : D — R
nach dem Satz von Weierstrafl eine globale Minimalstelle (p1,q1) € D und
eine globale Maximalstelle (py, ¢2) € D, und fiir alle (z,y) € D gilt

for, @) < f(z,y) < f(p2, @2);

folglich gilt fiir ihren Wertebereich

Wi C [f(p, @), f(p2,q2)] € R,

so daf} f nicht surjektiv ist.



e Wir betrachten auf D die beiden verschiedenen Punkte (1,0) und (—1,0): im
Fall f(1,0) = f(—1,0) ist f nicht injektiv, und ansonsten konnen wir ohne
Einschréankung f(1,0) > f(—1,0) annehmen, so daf fiir den Mittelwert

f(1,0) + f(=1,0)

m = 5 dann f(1,0) >m > f(—1,0)

gilt. Wir wéhlen nun fiir die Einheitskreislinie D die Parametrisierung

@ :[0,27] = R?,  (t) = (cost, sint).
Damit ist die Funktion
h=foyp:[0,2r] - R

als Verkniipfung der stetigen Funktionen ¢ : [0,27] — R? und f : D — R
mit W, = D selbst stetig, und es gilt

h(0) = F(9(0)) = f(1,0)  wnd  h(2m) = f(p(2m)) = f(1,0)
W) = fp(m) = f(=1,0),
also
h(0) > m > h(n) sowie h(m) < m < h(2m).

Folglich existiert fiir die Funktion h nach dem Zwischenwertsatz eine Stelle
& €10, 7] mit h(&;) = m und eine Stelle & € |, 27 mit h(&) = m; damit
ist aber (p1,q1) = ¢(&1) ein Punkt von D oberhalb der z—Achse mit

for, @) = f(p(&)) = h(&) =m
sowie (p2, q2) = p(&2) ein Punkt von D unterhalb der z—Achse ebenfalls mit

f(p2,q2) = f(p(&2)) = h(&2) = m.

Da nun (p1,¢1) und (p2, ¢2) zwei verschiedene Punkte auf D mit f(p;,q1) =
f(p2,q2) sind, kann f nicht injektiv sein.

6.14 Fiir die Parameter a, b € R] ist die Funktion
a b
' R2\ {(0,0)} > R _ J=*- vl
FRAL0.0) SR ey = S
zu betrachten und dabei das Grenzverhalten von f(z,y) fir (z,y) — (0,0) zu
bestimmen; hierfiir verwenden wir zum Parameter r € R\ {0} die Hilfsfunktion

hy :RY =R, h(t) =t" =",
welche fiir t — 04+ wegen

{—oo, fiir r > 0,
r-Int —

t=0+ | 400, fiir r <0,
——0c0

das Grenzverhalten
0 fir r > 0
ho(t) = et — &0 T
t=0+ | +o00, fiirr <0,

besitzt.



a) Fiira+b>2istr=(a+b)—2> 0. Fiir alle (x,y) € R*> mit (z,y) # (0,0)

ergibt sich mit ¢ = /22 + y2 > 0 wegen

2 < 2?+ yQ, also lz| = Va2 < /a2 +y2 =1t
92§$2+y2, also |y|:‘/?/2§*’x2+y2:t,

und wegen a, b > 0 damit auch |z|* < t* und |y|® < t* zunichst

eyl e

— = ¢at0)=2 —yr — ()
f(z,y) PR (t);

fir (z,y) — (0,0) gilt

t=+v2?2+y> =0 mit h,(t) — 0,

so daB3 wir nach dem Schrankenlemma dann

. 2] |y|°
lim T,Y) = —_— =
(,y)—(0,0) f(@.) (z,9)—(0,0) 2 + y?

erhalten.

Fir a+0b < 2ist r = (a +b) —2 < 0. Fiir das Verhalten von f auf der
Winkelhalbierenden {(¢,t) | ¢ > 0} des 1. Quadranten ergibt sich

f(t t) B ma X mb B ta—i—b B t(a+b)_2 B tr B hr(t) o
T e Top T T o T 2T T Loy 9

damit existiert der Grenzwert

. 2] |y|°
lim x,y) = —_—
(z,9)—+(0,0) J(xy) (z,9)—(0,0) T2 + 32

nicht (im eigentlichen Sinne). Schliefllich ergibt sich fiir a + b = 2 auf der
Winkelhalbierenden {(¢,t) | ¢ > 0} des 1. Quadranten

f(t t)_‘t|a-|t|b_ta+b_ t2 _1 . 1
U 22 242 242 2 1ok 27

auf der positiven z—Achse {(¢,0) | t > 0} jedoch

It| - 0] 0 — 0, fiir b > 0,
ft,0)=5—— =t7.0"=¢
240 272.0=1 — 1, firb=0,
t—0+

so daf3 der Grenzwert

: ]yl
lim r,y)= lim ——
(.)—(0,0) fz.y) (2:9)—(0,0) 2% + 2

nicht existieren kann.



6.15 Fiir die auf dem kompakten Quadrat

Q=10,1] x [1,2] C R?

mit den Eckpunkten (0,1), (1,1), (1,2) und (0, 2) definierte Funktion

0, fallsx =0,

f%}%R,f@w%={ﬂ falls 1 £ 0

gilt geméfl der Definition der allgemeinen Potenz

a)

flx,y) =2 =exp(y-Inx) fir alle x €1]0,1] und y € [1,2].

Zum Nachweis der Stetigkeit der Funktion f im Punkt (x¢,yo) € @ betrach-
ten wir eine Folge (z,,, Yn)nen von Punkten in ) mit

lim (2, yn) = (zo, %), also lim z, =x¢ und lim y, = yp.
n—oo n—oo n—oo

Im Falle z¢ # 0 ist auch z, # 0 fiir n > ng, und wir erhalten wegen der
Stetigkeit des natiirlichen Logarithmus (*) und der Exponentialfunktion (o)

lim f(z,,y,) = lim ex n cIn x, ) = ex “Inzg) = f(xo, o).
THOOf( Yn) Jim p(y )(0) P (Yo 0) = f(wo,%0)
—1Y0 —T0
—Inxzg
()

—_———

—yo-lnxzg

Im Falle zp = 0 ist f(zo,y0) = O; fir jedes n € N mit =, = 0 ist auch
f(xn,yn) = 0, so dal wir ohne Einschrankung x,, # 0 fiir alle n € N voraus-
setzen konnen, und damit ergibt sich

nh—>nolo f(l‘na yn> = 71114)120 exp ( Yn In T, ) =0= f(xmyo)'
—yo>0 —x0=0
——00

N——————

——00
Damit ist f im Punkt (xg,70) € @ stetig, insgesamt also eine auf ganz )
stetige Funktion.
Fiir jedes y € [1,2] ist

0, firz=0,

z¥, fir z >0,

fi: [0, =R, filz) = fz,y) = {

die auf dem halboffenen Intervall |0, 1] definierte und im Punkt z = 0 (gemé8
a) stetig) fortgesetzte Potenzfunktion mit dem Exponenten y € [1, 2]; damit
ergibt sich

1 1 1 Lyl o=l
[ e =ty [ a= iy [orar= g | Z5] -
1 :

=«

1y+1 ay+1 a 1
= lim — :——hm(ay~ ): )
a0+ \y+1 y+1 y+1 a=0+ N~ y+41 y+1
30 ——
—0



¢) Zunéchst ergibt sich fiir x =0

/12f(a:,y)dy=/12f(0,y)dy:/120dy20

sowie fiir x = 1

/jf(x,y) dy = /12f(1,y) dy = /121dy 1

Des weiteren ist fiir jedes z € ]0,1]

f2: [172]_>R7 fg(y):f(l',y):fy,

die auf dem abgeschlossenen Intervall [1,2] definierte Exponentialfunktion
zur Basis = € ]0, 1[; damit ergibt sich

y 1¥=2 _
/Qf(xjy)dy:/zxydy: [x_]y x? z! _ (@ 1)'
1 1

Inz yzlzlnx_lnx Inz

6.16 Fiir die auf dem Intervall I C R definierte und als stetig differenzierbar voraus-
gesetzte Funktion f : I — R werde die Funktion

f(ﬂf)—f(y)7 fiir 2 # v,

I x I — R, x,Y) = =y
’ e {f’(a:), fir 2 = .

betrachtet; es ist zu zeigen, daf} g fiir jedes a € I im Punkt (a,a) € I x I stetig
ist. Sei dazu ((2n,Yn)),ey cine Folge von Punkten (x,,y,) € I x I mit

lim (2, y,) = (a,a), also lim z, =a und lim y, = a.

Fiir jedes n € N gibt es nun hinsichtlich der gegenseitigen Lage von z,, und vy,
im Intervall I C R drei Mo6glichkeiten:

o Fir z, < y, ist die Funktion f auf dem Intervall [x,;y,] C I differen-
zierbar, und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein
Zn € | Yo mit

Tn — YUn

(T, Yn) = = ['(2n).

o Fiir x, =y, gilt

g(-’L’n, yn) = f,(zn)v also g($n> yn) = f/(zn)

mit T, = 2, = Yn-
e Fiir z, > y, ist die Funktion f auf dem Intervall [y,;x,] C I differen-

zierbar, und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein
Zn € |Yn; T, [ mit

f(@n) = f(Yn)

mn_yn

(T, Yn) = = f/(zn)'



Es gibt also in jedem Fall ein z, € I zwischen z,, und y, mit g(z,,y,) = f'(zn),
wobei nach dem Schrankenlemma wegen

(hm Tp,=a und lim y, = a) auch lim 2z, =a
n—oo n—o0 n—oo

gilt; da die Funktion f nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, ist ihre

Ableitung f’ noch stetig, und wir erhalten

lim g(xmyn) = lim f/(zn) = lim f/(a) = g(ava)‘

n—00 n—o0 f' stetig n—o0
Folglich ist die Funktion g im Punkt (a,a) € I x I stetig.
6.17 a) Esist g(0) = f(0,0) =0, und fiir t # 0 ist (ta, tb) # (0,0) und damit

(ta)*(th) t3a%b ta*b

9(t) = e 1) = B o T @R ~ B+ 8P B+

Im Falle b = 0 ist also ¢g(t) = 0 fiir alle ¢t € R; insbesondere ist g dann (an
der Stelle 0) differenzierbar. Im Falle b # 0 ist g wegen

g9(t) —9(0) _ g(1) ab a’b _ a?

— = _ — =
t t t2at + b2 t—=0 b2 b

an der Stelle 0 differenzierbar mit ¢'(0) = %
b) Wegen lim + = 0 und lim n—12 = 0 konvergiert die Punktfolge (a,,)neny mit

n—oo n—o0

an = (+; 5) € R? gegen (0,0); fiir alle n € N ergibt sich aber

1 1 1
flan) = £k ) = R = P
n n7n2 4 # #—I— 2

1

2
1
oy

1
Wegen lim f(a,) = 3 # 0 = f(0;0) ist f nicht stetig an der Stelle (0, 0).
n—oo

6.18 Die Betragsfunktion h: R — R, h(t) = |t|, ist auf R\ {0} differenzierbar; damit
ist die Funktion

f:R2_>R7 f(x,y):’l'_y’y,
zunichst an allen Stellen (a,b) € R? mit a # b partiell differenzierbar. Es bleiben

also nur noch die Punkte (a;a) mit @ € R der Winkelhalbierenden des 1. und 3.
Quadranten zu untersuchen:

e Fiir den Differenzenquotienten der Funktion
fi:R=R, fi(x) = f(z,0) = |z —a|-a,
an der Stelle x = a gilt
fila+h) — fila) _ flatha)~ fla,a) _[h]-a—0 _|h

h h B h h
fiir alle h # 0. Wegen




und

lim flat+h) = hla) = lim |£|~a = —a
h—0— h h—0— h h<0
ist fi an der Stelle x = a genau dann differenzierbar, wenn a = —a gilt,

01 f(a, a) existiert also genau im Falle a = 0.

e Fiir den Differenzenquotienten der Funktion

fo:R=R, foly) = fla,y) =la—y|-y,

an der Stelle y = a gilt
fala+h) = fo(a) _ fla,a+h)— f(a,a)

h h
| —hl-(a+h)—0 _|h]
pumy = — . h/
h h (a+h)
fiir alle h # 0. Wegen
h) — h
lim falath) = o) = lim u'(d—i-h) = a
h—0+ h h—0+ h h>0
und , )
lim falath) = /o) = lim Ly (a+h) = —a
h—0— h h—0— h h<0
ist fo an der Stelle y = a genau dann differenzierbar, wenn a = —a gilt,

0> f(a,a) existiert also genau im Falle a = 0.

Damit ist die Funktion f an denen vom Nullpunkt (0;0) verschiedenen Punkten
der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten nicht partiell differenzierbar.

6.19 Wir betrachten fiir die gegebene Funktion

sin z - arctan (ln L ) , fur (z,y) # (0,0),

x2 +y2

0, fir (z,y) = (0,0),

[RPo R, flzy) =

ihren Differenzenquotienten im Punkt a = (0,0) € R? in z—Richtung

£(h,0) — £(0,0) sin h - arctan <ln ﬁ) sin h 1
n 3 = o arctan | In —

N I

fiir alle A # 0 und untersuchen, ob sein Grenzwert fiir h — 0 existiert. Der erste
Faktor 148t sich mit der Regel von de I’Hospital behandeln, und es ist
sin h cosh 1

lim = lim =-=1;
h—0 h h—0 1 1

fiir den zweiten Faktor ergibt sich direkt

. 1 T
limarctan [ In — | = —,
h—0 |h| 2

~—

— 00

— 00



so dal man insgesamt

. sin h
lim ( —— -arctan
h—0 h

/N

1111 _T
n)) 2

J/

-1

53

erhélt. Folglich existiert die partielle Ableitung von f nach der 1. Variablen im
Punkt (0,0), und es gilt

6.20 a) Fiir alle (z,y) € R? mit (z,y) # (0,0) gilt

ry || - |y
() — £(0.0)] = ’— _ ‘ _ eyl _
2| + |yl 2] + |y]
2] )
=——— |yl <l|y — 0 fir (z,y)— (0,0);
2] + |y
<1

damit gilt insbesondere

lim )f(:c,y) = f(070)7

(z,y)—(0,0
weswegen [ stetig in (0,0) ist.
b) Wir betrachten zuerst die partielle Differenzierbarkeit von f in z—Richtung
und treffen hierfiir die folgende Fallunterscheidung;:
e Die Betragsfunktion h : R — R, h(t) = |t|, ist fiir alle ¢ # 0 differenzier-
bar mit h'(t) = sign(t). Damit existiert die partielle Ableitung 0, f(z, )
zumindest in allen Punkten (z,y) € R? mit z # 0 mit

Ouf(z,y) = (|2 + |y|) - y — wy - sign(x)

(lzl + lyl)?
eyt lyly—l=ly _  yly
(el + [y])? (] + [y])?
e In den Punkten (z,y) € R? mit x = 0 gilt fiir alle h # 0
0+ h,y) — f(0O, 1 1 h
S y) — /( y):__f(h’y):__ R
h h h [h[+ 1yl |k +]y]
so dafl sich
04+ h,y)— f(0
h—0 h

(.. y Yy
lim = =1
h=0|hl+y  0+y

, fiir y > 0,

hlg(l)‘h‘_i_y:}lllg(l)():(), fiir y = 0,

. Y Y ..
1 = =—1, f
R~y 0y s




zusammenfassend also

0. f(0,y) = sign(y)

ergibt.

Damit ist f in z—Richtung partiell differenzierbar mit

lyly )
—==— fiir x #0,
Opf(z,y) = (Jz] + ly|)?
sign(y), fiir x = 0;
aus Symmetriegriinden ist dann f auch in y—Richtung partiell differenzierbar
mit
LT fiir 4 # 0,
0, f(x,y) = { Uzl +1yl)
sign(x), fir y = 0.

Insgesamt ist f partiell differenzierbar mit

grad f(z,y) = (8xf<x>y)v @f(m,y))

fiir alle (z,y) € R
c) Wir betrachten das Verhalten der partiellen Ableitung 0, f der Funktion f
in x—Richtung auf der y—Achse x = 0 und erhalten fiir alle t > 0

0. f(0,t) = sign(t) = 1

und damit

Jim 8, £(0,) =17 0= 0,£(0,0);

damit ist 0, f an der Stelle (0,0) unstetig. Folglich ist f in (0,0) auch nicht
stetig partiell differenzierbar.

6.21 Wir betrachten die gegebene Funktion

xQﬁJy27 fur (xJ y) # (07 0)7

[iR SR, f(zy) = {0 fir (,y) = (0,0)

an der Stelle (0,0) € R?.

e Wegen lim 1 = 0 konvergiert die Punktfolge (ay)pen mit a, = (1;1) € R?

n—oo

gegen (0,0); fiir alle n € N ergibt sich aber

flan) = (L 1) = —(

1
2)?

Wegen lim f(a,) = % # 0= f(0;0) ist f im Punkte (0,0) unstetig.
n—oo

2 ol



e Wegen

6.22 a)

b)

RO
tim {0 SO0 e 700
h—0 h h—0 h h—0

und oh
— o2z — 0
SO = 0.0y 72 =0 0 —g
h—0 h h—0 h h—0
ist f im Punkte (0,0) partiell differenzierbar.

Die gegebene Funktion

2 y+1 i 0
PR SR, flag)=qF T e A0

0, fir x = 0.

ist zuniichst in allen Punkten (z,y) € R? mit z # 0 (als Produkt und
Komposition des Sinus und gebrochenrationaler Funktionen) partiell diffe-
renzierbar mit

Ouf(z,y) = 2x-sm&+x2.(cosy+ ,(_y+ ))
i

x x?
1 1
= 2z -sin —(y—i—l)-cosyjL
x
sowie L1 .
8yf(:c,y):x2-(cosy+ ‘—>::z;-(:osy+
r oz x

Fiir alle Punkte (x,y) € R? mit z = 0 gilt ferner fiir h # 0

_ h2 - si y_H_O
fO+hy)— f(0.y) _ h*-sin¥y —posin 21
h h h
‘h-siny+ ‘:]h!-’sin&‘ﬁ‘h‘ — 0
h h—0
N—_———
<1
sowie

h h h—0

damit ist f auch in allen Punkten (0,y) € R? partiell differenzierbar mit

f(0+h7y)_f(07y)

0 f(0,y) = lim o =0
sowie 10 B — £(0.)
. ) + - 3
0,(0,y) = lim 4 2

h
Fiir die Folge (z,,,0) € R? mit z,, = 5= fiir alle n € N gilt

(20,0) = (55.0) — (0,0)

)
2mn n—00



6.23 a)

und

0+1 0+1
Opf(2,,0) = 2z, sin i —(0+1)-cos i
Tn Tn
1 1 .
= 2z, sin — — cos — = — - sin(27n) — cos(27wn)
T, T, TN
~0 —1

= -1 — —17&0261;]0(070);

n—o0

damit ist 9, f nicht stetig im Punkt (0,0). Fiir jeden Punkt (z,y) € R? gilt
des weiteren

\@,f(x,y) - ayf(0,0)‘ = yayf(xay) - O’ = ‘8yf($7y)’ )

wobei fiir x # 0 zum einen

1 1
x,y)| = |x - cos = |x| - |cos <z
5, & y+1| _
——
<1

und fiir x = 0 zum anderen
0, f(z,y)| = [0] =0 < |z,

auf jeden Fall also
|ayf(x7 y) - ayf(oa 0)| < ‘l”
gilt; fiir (z,y) — (0,0) gilt insbesondere  — 0 und damit

10yf (2, y) — 0,f(0,0)] < || =0,
woraus
Oyf(x,y) —0,f(0,0) = 0 bzw. Oy f(x,y) = 0,f(0,0)
folgt. Demnach ist J, f stetig im Punkt (0, 0).
Die gegebene Funktion

x3y—xy3
I i 0,0
fog) = e T (o) #(0.0),

0, fir (z,y) = (0,0),

ist zunéchst fiir alle (z,y) € R?\ {(0,0)} als gebrochenrationale Funktion
partiell differenzierbar, und mit der Quotientenregel ergibt sich

(2 +9*)(B32%y —y°) — (®y —29°) 2)
($2+y2)2
Baty —2?y’ + 327y —y°) — 22y — 227 y)
<x2_|_y2)2

Ouf(r,y) =

oty +4ay — P
(22 + 12)?




sowie entsprechend

(22 +y?) (@’ —3ay?) — («%y — 2y°) (2y)
(22 + y2)2
(25 =323y + 2%y — 3wyt) — (22392 — 22 9t)
(22 + y2)?
1

8yf($7 y) =

2 -4yt —ay
(22 + y2)?

Ferner ergibt sich

f(x,0) = f(0,0) _0-0

= =0 — 0
x—0 X x—0
und 0 0,0 0—-0
f(ay)_f(a): - :O—)O,
y—O Yy y—0
also

0,£(0,00=0 und  9,£(0,0) =0,
so da} f auch im Punkt (0, 0) partiell differenzierbar ist. Des weiteren sind
die beiden partiellen Ableitungen
oty +4a?y— P
fii 0,0
0.0 B oR, ofwy—{ @+pp 9700
0, fir (x,y) = (0,0),

und

2 —423y? —ay?

8yf : R2 — R, (9yf(3;'7y) = ($2 + y2)2 ’ fiir (:L“, y) 7& (07 0)7
0, fiir (Qf,y) = (070)7

sind zunéchst fiir alle (x,y) € R?\{(0,0)} als gebrochenrationale Funktionen
partiell differenzierbar. Wegen

0. f(x,0) —0,f(0,0) 0—-0

x—0 R :0;’)0
und 8, £(0,y) — 8, £(0,0 0
y_o Y y—0

ergibt sich
0,0,f(0,0) =0 und 0,0, £(0,0) = —1,

und wegen
Oy f(x,0) — 0,£(0,0) _x—0 {1
x—0 x z—0

9yf(0,y) = 9,f(0,0) _0-0_
y—O Yy y—0

und




ergibt sich
0,0,f(0,0) =1 und 0,0, f(0,0) = 0;

damit sind 0, f und 9, f auch im Punkt (0,0) partiell differenzierbar, so daf
f insbesondere auch im Punkt (0,0) zweimal partiell differenzierbar ist.

Fiir die Hessematrix der Funktion f im Punkt (0,0) ergibt sich geméf a)

(0.0,£0,0) 9,0,£(0,0\ (0 1
Hess £(0,0) = (ayaxf(o,O) 8,0, f(o,0)> = (—1 o) :

Die Funktion f ist nicht zweimal stetig partiell differenzierbar. Ansonsten
wére sie auch im Punkt (0,0) zweimal stetig partiell differenzierbar und
wiirde demnach dort wegen

azayf(()? 0) - ayazf(oa O)

gemifl dem Satz von Schwarz eine symmetrische Hessematrix Hess f(0,0)
besitzen; dies ist geméf b) aber nicht der Fall.

6.24 Die beiden gegebenen Funktionen g : [a,b] — R und h : [a,b] — R sind stetig
und auf Ja, b| stetig differenzierbar, insbesondere also auf |a, b[ differenzierbar,
und geniigen damit den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung; folglich gibt es Punkte £ € ]a, b[ und n € |a, b mit

hb) — h(w) _

(b) — g(a) )
AN ANV d h -
b—a 0 b (n) b—a (%)

g€ =12

wobei in (x) die zusétzliche Voraussetzung g(a) = ¢g(b) und h(a) = h(b) eingeht.

Da g und h auf ]a, b[ differenzierbar sind, ist die Funktion

fila, b xa,b[ = R, f(x,y) = g(x) - h(y),

partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € |a, b] X ]a, b[ gilt

Ouf(z,y)=9g'(x)-My) und 9, f(x,y) = g(x)- W (y),

so daB (&,m) € |a, b x ]a, b] wegen

O f (&, m) Z@'h(ﬁ) =0 und  9,f(&n) = g(§) "i@z 0,

zusammen also

grad f(€,n) = (0.f(&,m), 9,f(&,n)) = (0,0),

eine Nullstelle von grad f und damit eine kritische Stelle von f ist.



