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5.1 Die gegebene Potenzreihe Z ( n) 2" besitzt den Entwicklungspunkt a = 0
n

n=1
sowie die Koeffizienten

2 )]
cn:(”>:(”)' fiir alle n € N;

dabeiist (2n)!=1-2-...-n-(n+1)-...-(2n). Wegen

Cn+ 1
Cn

B (2(n+1))! n! - n!
T+ D) (n+ 1) (2n)!
@2n+2)! n! n! B

_‘ (2n)! '(n+1)!'(n+1)!’_
2n+1)(2n+2) 2+

(n+1)(n+1) 1

1
T2 — 4d=c

n—o0

besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius o = 1 =

c_

AN,

[e.e]

n!
5.2 a) Die gegebene Potenzreihe Z — 2" besitzt den Entwicklungspunkt a = 0

n
n=1

sowie die Koeflizienten

|
cnzﬁ#o fiir alle n € N.

nn

Wegen

(n+1)! n»

(n+ 1)! n"
(n+ 1)t ) '

Cn+1 o
Cn

n! (n+1)"-(n+1)
(n+1) n \" 1 1\ 1 1
= (n . . = = — — =_C
n+1 n+1 1+4 (1+ 1) nooo e

besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = ¢ = e.




5.3

o
Die gegebene Potenzreihe Ze‘"4+3”2+n x"  besitzt den Entwicklungs-

n=0
punkt a = 0 sowie die Koeffizienten

_nd 2 ..
¢, = e " TR fir alle n e N.

Wegen

1

n/|cn| — W — (e—n4+3n2+n>z _ e(_n4+3n2+n)% _

:eXp(—n3+3n+1):exp(—n(n2—3)+1) — 0
——

n—00
—+00

——00
besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius o = +oc.

Wir weisen die Konvergenz der durch
ap =4 und ape1 =V6+a, fliralle neN

rekursiv definierten Folge (a,),en nach, indem wir zeigen, daf sie monoton
fallend und nach unten beschrénkt ist; hierfiir beweisen wir 0 < a,,11 < a,
fiir alle n € N mit vollstandiger Induktion:

Ln=1% Esist a; =4 und ay = /6 +4 = /10 und damit 0 < ay < ay.
,n —n—+ 1 Aus der Induktionsvoraussetzung

0 S Ant1 S G,

folgt zunéchst
6§6+an+1 §6+an7

und man erhélt wegen der Monotonie der Quadratwurzel

V6 < /6 + anp1 < V6 +ay,
insbesondere also die Induktionsbehauptung
0 < ans2 < apyr.

Fiir den Grenzwert a = lim a,, ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift
n—o0

unter Verwendung der Stetigkeit der Quadratwurzel
a= lim a1 = lim v6+a, =,/6+ lim a, = V6 +a
n—oo n—oo n—oo

2

und damit a®> = 6 +a bzw. a> —a — 6 = 0, also

1 5 1+£vV25 145
a=3 (-0 EVEP -1 (9) = = = ==,

und damit a = —2 oder a = 3; wegen a,, > 0 fiir alle n € N ist auch a > 0,
woraus sich schliellich a = 3 ergibt.



b) Die gegebene Potenzreihe
n=1 \/ﬁ

an
besitzt den Entwicklungspunkt 0 sowie die Koeffizienten ¢, = \/—”_ fiir alle
n

n € N. Gemaf a) ist a, > 0 fir alle n € N sowie lim a, = 3, so dafl
n—o0

sich unter Verwendung des klassischen Grenzwerts lim {/n = 1 sowie der
n—oo
Stetigkeit der Quadratwurzel

an ar /an Qy, 3
Vil = | 2n| = o/ I _ Vn _ 3=
A= =V~ T e T

ergibt; folglich besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = % = %

¢) Zur Untersuchung, ob die Potenzreihe in z = % konvergiert, ist die Reihe

=, a” a1\ = sa\" 1
S =Y (3) =2 (%)
n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ 3 n=1 3 \/ﬁ
zu betrachten. Gemé$ a) ist die Folge (a,)nen monoton fallend und besitzt

den Grenzwert lim a,, = 3, so dafl sich sogar a,, > 3 und folglich
n—ro0

(an)n1> 3"1_1n 11

3/ vn = \3) vn = n n

fir alle n € N ergibt; damit besitzt die zu untersuchende Reihe die (be-
— 1

kanntermafBen divergente) Minorante Z — und ist damit nach dem
n=1 \/ﬁ

Minorantenkriterium selbst divergent.

5.4 a) Die gegebene Potenzreihe

o0 . 1 .
;<_1) V3" (5n2 4 1) !

besitzt den Entwicklungspunkt a = 0 sowie die Koeffizienten

_1)»
(=1) #0 fiir alle n € Ny.

o= V3™ (5n2 +1)
Wegen
Cri1| (—1)n+t VB3GR
¢ | |V3TL(5(n+1)2+1) (=1

). V3 seP4l | 3 5Pl
V3 5(n+1)2+1 3ntl 5np2(141)241

\/T 5+ \f 540 1
3 5(1+124+ L neo V3 5140240 /3

ergibt sich als Konvergenzradius der gegebenen Potenzreihe r = + = /3.

[




b)

5.5 a)

Wir betrachten die gegebene Potenzreihe

n 1 n " _
Z(—l) G 1) x fir — z=+V3

1
= | €T

V31 (5n2 4 1)

1 n 1 1 1
~ 3 = < < =
V3 (5n2—|—1)\/_ 5n2+1 7~ 5n? ~ n?

| n

1
\/3_”(5n2+1)

fiir alle n € N; damit besitzt die Reihe Z(—l)”

n=1

" die (be-

= 1
kanntlich konvergente) Majorante E — und ist folglich nach dem Majo-
n
n=1

rantenkriterium (absolut) konvergent, so dafl auch die gegebene Potenzreihe

1
-1 2" fiir x = ++/3 (absolut) konvergiert.
Z< ) V3" (5n? 4+ 1) ( ) &

n=0

Sei (ap)neny mit a, = gV" fiir alle n € N. Damit gilt:

e Fiir den Fall 0 < ¢ < 1 ist die Folge (a,,)nen streng monoton fallend mit
lim a, = 0; damit konvergiert aber die zu untersuchende alternierende

n—oo

Reihe Z(—l)”an = Z(—l)”q*/ﬁ nach dem Leibnitzschen Konvergenz-
n=1 n=1

kriterium.

e Fiir den Fall 1 < ¢ gilt

) 1, firqg=1,
lim a, =
n—o0 oo, fiir g > 1;

damit ist die Folge ((—1)"a,), .y der Reihenglieder insbesondere keine

neN
o0 o

Nullfolge, weswegen die Reihe Z(—l)”an = Z( —1)"gV™ divergiert.

n=1 n=1

Die gegebene Potenzreihe Z {/q x" besitzt den Entwicklungspunkt a = 0
n=1

sowie die Koeffizienten ¢, = /g fiir alle n € N. Wegen

C iy 1
C, {l/a n—oo 1
besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = % = 1; damit ist sie

insbesondere fiir alle z € R mit || < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit
|z| > 1 divergent. Fir |z| =1 ist

e = a2



damit ist die Folge (W x”)neN der Reihenglieder keine Nullfolge und folglich

o
die Potenzreihe Z {/q x" divergent.

n=1

5.6 Die gegebene Potenzreihe Zanx" mit dem Entwicklungspunkt a = 0 und der
n=0
Koeffizientenfolge (a, )nen, besitzt den Konvergenzradius r € |1, oo und ist damit

e fiir alle z € R mit |z| < r absolut konvergent sowie

e fiir alle z € R mit |z| > r divergent;
fiir z € R mit |z| = r ist keine allgemeingiiltige Aussage moglich.

a) Zu betrachten ist die Potenzreihe

o0 o0 o0

Zanx% = Z an ()" = Z a,z" mit z=az? fir alle n € N,.
n=0 n=0 n=0
Damit gilt:

o fiir alle z € R mit |z| < /7 gilt |2| = |2?| = |2|* < 7, und damit ist die
oo o0

Potenzreihe g a, 2" = E a,z" absolut konvergent;
n=0 n=0

o fiir alle x € R mit |z| > /r gilt |2| = |2%| = |z|? > r, und damit ist die
oo o0

Potenzreihe 5 a,r’" = E a,z" divergent;

n=0 n=0

folglich ergibt sich fiir die Potenzreihe Z anr®" der Konvergenzradius /7.
n=0

b) Zu betrachten ist die Potenzreihe

o
chx” mit ¢, =a, fiir alle n € Ny.

n=0
oo

Da fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe Z a,z" nach Voraussetzung
n=0
r > 1 gilt, ist diese insbesondere fiir z = 1 absolut konvergent; es konvergiert
o
also die Reihe Z a,, so dafi die Folge (a,)nen, ihrer Reihenglieder eine

n=0
Nullfolge ist. Damit ergibt sich

Vel = Vlagpl = {/lan]” = lan| — 0,
n—oQ

o0

so daf} die Potenzreihe Z cpx” den Konvergenzradius oo besitzt.

n=0



5.7 Die gegebenen Potenzreihen

[e.9]

E anx”

n=0

haben jeweils den Entwicklungspunkt 0 sowie die Koeffizientenfolge (ay,)nen,-

a)

Konvergiert die Folge (a,)nen, gegen ein a € R mit a # 0, so gibt es ein
ng € N mit a, # 0 fiir alle n > ng, und es gilt

o ‘anJrl‘ |&| .

lan] wos o]

Ap+1
Qn,

1.

Y

folglich besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = % = 1 und ist
damit insbesondere fiir alle x € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle
z € R mit |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1 ergibt sich

|an2"| = |an| - 2] = |ay] 7:@ la| # 0;
damit ist die Folge (a,2"), oy, der Reihenglieder keine Nullfolge und folglich
die Potenzreihe divergent. Insgesamt konvergiert in diesem Fall die Potenz-
reihe genau fur alle z € |—1,1].

Konvergiert die Folge (n%a,)nen, gegen ein a € R mit a # 0, so gibt es ein
no € N mit n%a, # 0 und damit auch a, # 0 fiir alle n > ng, und es gilt

Ut n? (n+1)2an1|  n? |(n+1)%ap|

an | |(n+1)2 n2ay, T (n+1)2° |n2a,| B
1 [+ DPagl Ll
42y n2a,|  noce (140)2 o]

folglich besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = % = 1 und ist
damit insbesondere fiir alle x € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle
r € R mit |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1 ergibt sich

’I’L| —

n? - |apw In*a,| - |z|" = |n*a,| — |a| > 0;
n—oo

damit gibt es ein ny € N, so daB fiir alle n > ny; dann

2\a
n?-|a,z"| < 2|al, also la,z™| < #
n
o
gilt. Damit besitzt die Reihe Z a,z" die (bekanntlich konvergente) Rei-
n=ni

o0
2la
he E |—2 als Majorante und ist nach dem Majorantenkriterium selbst
n

n=ni
konvergent, also konvergiert auch die gegebene Reihe Z an,x". Insgesamt
n=0

konvergiert in diesem Fall die Potenzreihe genau fiir alle z € [—1, 1].



5.8

5.9

c) Ist (an)nen, eine monoton fallende Nullfolge, so ist die alternierende Reihe

Z(—l)"an, also die Potenzreihe Z apz”  fir = -1,
n=0 n=0

nach dem Leibnizkriterium konvergent; folglich gilt fiir ihren Konvergenz-
radius zunéachst o > 1. Wegen a,, > % fiir alle n > 1 besitzt die Reihe

e.) o0
Z (U, also die Potenzreihe Z a,z” fir x =1,

n=1 n=1

o0

1
die (bekanntlich divergente) harmonische Reihe Z — als Minorante und ist

n
n=1

damit nach dem Minorantenkriterium selbst divergent, also divergiert auch
oo

die Potenzreihe Zanx” fiir x = 1; folglich gilt fiir den Konvergenzradius

n=0
zudem p < 1. Insgesamt ergibt sich der Konvergenzradius o = 1, und die

Potenzreihe konvergiert genau fiir alle z € [—1; 1].
Fiir die zu einer monoton wachsenden Koeffizientenfolge (an)neN positiver reeller
Zahlen zum Entwicklungspunkt a = 0 gebildete Potenzreihe Zanaj nehmen
wir zum Widerspruch an, daf sie einen Konvergenzradlus o> 1 be31tzt Damit

konvergiert aber die gegebene Potenzreihe Z a,x" fiir alle z € Rmit |z —a| < p
n=1

absolut, wegen |1 — 0] = 1 < p also insbesondere auch fiir z = 1; damit ist

die Reihe Z (an - 17) = Zan konvergent, weswegen die Folge (a,)nen ihrer

n= n=1
(als positiv vorausgesetzten) Glieder a,, > 0 notwendig eine Nullfolge sein mufi.

Folglich gibt es zu e = a; > 0 ein ng € N mit |a, — 0| < ¢ fiir alle n > ng, woraus
sich mit der Voraussetzung, dafl (a,),eny monoton wichst, in

Qny an0:>0 |a’n0| - |6Ln0 - 0| <e=a1 < ap,

ein Widerspruch ergibt; folglich gilt fiir den Konvergenzradius o < 1.

Fiir ein fest gewéhltes £ > 0 sind die Koeffizienten der Potenzreihe Zanx”

n=0
durch den Startwert ag > 0 und die Rekursionsformel

an = a_

1 fir alle neN
rekursiv definiert.

a) Wir betrachten zunichst die Spezialfille £ = 0 und & = 1 und berechnen
jeweils zum Startwert ag = 2 den Wert der Potenzreihe an der Stelle © = %



i) Fir k£ = 0 gilt fir jeden Startwert ag > 0 geméf der Rekursionsformel
=1 fiir alle n eN,

und wir haben die Reihe

o0 o [o¢]

E a,r" = apr’ + E a,x” = ag + E "
~—

n=0 n=1 n=1

fiir n=0

zu betrachten; diese geometrische Reihe konvergiert genau fiir |z| < 1
und besitzt damit den Konvergenzradius ¢ = 1. Als Wert der Potenz-
reihe ergibt sich mit Hilfe der Summenformel fiir geometrische Reihen

oo (o] oo
g anx”:aoqLE x”:a0+§ (x-x”_l):
n=0 n=1 n=1

o0 o0 T
:a0+:c~g x"’1:a0+x~g " =ag+ —;
1—x
n=1 n=0

speziell fiir ag =2 und z = % erhélt man

0 1
Zanx":a0+ * =2+ 21:2—1—1:3.
1—=2 1—23
n=0 2
ii) Fir k =1 gilt geméf der Rekursionsformel
apn = a,l%l = Qp_1 fir alle n €N,

mit dem Startwert ag > 0 also a,, = ag fiir alle n € Ny, und wir haben

die Reihe
o0 o0
E a,r" = E apx"
n=0 n=0

zu betrachten; diese geometrische Reihe konvergiert wegen ay # 0 genau
fir |x| < 1 und besitzt damit den Konvergenzradius ¢ = 1. Als Wert
der Potenzreihe liefert die Summenformel fiir geometrische Reihen

o0 o0 a
0

E anx’ = E apx” = 1 ;
—x

speziell fiir ag =2 und z = % erhalt man

o)

2 2
Zanxn: o - 1:T:4
0 l1—2z 1—5 5

b) Wir zeigen zunéchst fiir ag > 0 und k& > 0 die explizite Darstellung
a, = a(()kn) fir alle n € Ny

mit vollstéandiger Induktion:



e .n=0“ wegen k” = 1 ergibt sich der Induktionsanfang ag = a} = a(gko).

e .n — n+ 1“: aus der Induktionsvoraussetzung a, = a(() ") folgt in

n k n, n
=k () <l

die Induktionsbehauptung.

Zur Bestimmung des Konvergenzradius ¢ der Potenzreihe betrachten wir

(k™)
O/n a n+1l_1n n (L. n
aH = S(kn) = a(()k K = a(()k (k=1)) _ exp(k"(k — 1)Inag)
n 0

und treffen die folgende Fallunterscheidung:
e Fiir k €]0, 1] ergibt sich

Ap41 n exp stetig
el exp ( k" (k—1) lna0> — exp(0) =1
o

unabhéngig vom Startwert ag > 0, und wir erhalten ¢ = % = 1; geméaB
a) gilt dies auch fiir k € {0, 1}, insgesamt also fiir k& € [0, 1].
e Fiir k € ]1,00[, also k — 1 > 0, ergibt sich

— im Falle ag < 1, also Inay < 0,

a
ntl :exp( k" (k—l)lna0> — 0
an, A A n—00
—+o0 >0 <0
~2 00

und damit o = oo
— im Falle ag = 1, also Inay = 0,

nt1| _ exp(k"(k —1)Inap) =exp(0) =1 — 1
an n—oo
und damit p = 2 =1,

— im Falle ag > 1, also Inag > 0,

n+1
l—exp( & (k—1)lnay | — o0
Ay, N e — n—>00
—4-00 >0 >0
e

und damit ¢ = 0.

5.10 a) In Abhéngigkeit vom Parameter a € R ist die Potenzreihe

[ee}
E cos(a + n) "™
n=0



mit dem Entwicklungspunkt a = 0 und den Koeffizienten
¢n = (cos(a +nm))" fir alle  n €N
zu betrachten; fiir alle n € Ny gilt mit dem Additionstheorem des Cosinus
cos(av + nm) = cosa - cos(nm) —sina - sin(nw) = (—1)" - cos «
~—— ——
=(-1)r =0

und damit

el = 31

=|(=1)"-cosal =|(—=1)"] - |cos a| = |cos — |cosa| = ¢,

cos(a+nm))"| = {/|cos(a + nm)|" = |cos(a + nw)| =

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Im Falle cosa = 0, also fiir a € {% +kr|ke Z}, ist ¢ = 0, so daf die
gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = oo besitzt.

e Im Falle cosa # 0, also fiir a« € R\ {2 + kr | k € Z}, istc;«éO so daf3

die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius o = 1 = lcow besitzt.

Fiir den Parameter a = 7 gilt cosa = cos | = % nd geméf a) ergibt

sich fiir den Konvergenzradius o = % = /2, so daB durch die gegebene
Potenzreihe die Funktion

] \/_\/_[—HR f7r §<cos< —l—mr))nx",

definiert wird. Fiir den Wert x = 1 ergibt sich damit

f=(1) = i (cos G + ) >n = i (= cos%)n,

=(=1)"-cos T

wegen

2 { —1, falls n und damit n? ungerade, } — (—1)"

(=" = 1, falls n und damit n? gerade,

fiir alle n € Ny also

= f: <(— - CoS —> nioj (cos %)n =

n=0

-2 () X () -2 (3)

<1

so daf} sich mit der Summenformel fiir geometrische Reihen wegen b—%
schlieBlich

=3 () e
’ = \V2) |sla -7 1+ V24l

ergibt.



5.11 a) Bei der gegebenen Potenzreihe

=0 3”

2 (@) (a2\"
3 3 \U3

fiir alle n € Ny um die geometrische Reihe

3

handelt es sich wegen

o0 2
Z q" mit q= il
n=0 3 ’

diese konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 gilt, wegen

2

2

g <1 = <1<:>%<1<:>x2<3<:>|x]<\/§

also genau fiir z € ]—\/5; \/3[

b) GeméB der Summenformel fiir geometrische Reihen gilt

G 1
Zq” = — fiir alle lg| < 1,
n=0 1- q

also

00 2n 1
r - = 3 fiir alle xE}—\/ﬁ;\/g[;
=N

damit wird die rationale Funktion

3
S =V3; 3[ — R, = —,
f } V3, V3 f@)=5—073
durch die Potenzreihe auf ihrem Konvergenzbereich dargestellt.

5.12 a) Wir betrachten die gegebene Funktion

X

f:D;y =R, f(r)= (1+2)(1—22)

auf ihrem maximalen Definitionsbereich Dy = R\ {—1, 1} und bestimmen

a, /€ R mit
flz) = 1ix+ 1_521_ fir alle x € Dy.
Wegen
o B a(l-22)+p(1+z) (—2a+p)r+(a+p)

12 1-22  (+o(-20) (+a)(1-20)



fir alle z € Dy liefert der Koeffizientenvergleich
—2a+p=1 und a+p3=0,

und 38 =1 bzw. g = %, und somit

also =3a =1 bzw. a = _%

1

= 3 fiir all D;.
1—|—x+1—2x ur alle x € Dy

W=

/()

Fiir alle ¢ € R und ¢ € R mit |g| < 1 konvergiert die geometrische Reihe

oo oo c

n . n __ .
Zcq mit Zcq .
n=0 n=0

damit ergibt sich fiir ¢ = —% und ¢ = —x zum einen

> 1 _1 _1

nzo( 3)( x) (o) 1tz tr alle  |z] <
sowie fiir ¢ = % und ¢ = 2x zum anderen

i 1 (2x)" = 3 fir alle x| < 1
3 o 1-22 2’

1 00 00
~1 L | 1
_ 3 3 _ - Y Z (2 n__
J@) = o ;( 3>( 7) +;3(@
N ) N N e L o A
_n:() 3 ’ +;3x _; 3 "

also die Potenzreihendarstellung

00 ' (_1)n+1+2n B
= nx" t n=-————— fiiralle n €N,
f(x) nzzoa x mi a 3 tir alle n € Ny

Die in a) ermittelte Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z] < 3;

folglich gilt fiir ihren Konvergenzradius g zunéchst o > % Fir z = j:% ist
die Folge (a,z™) der Reihenglieder wegen

n€eNp
2k
ok (_1)2k+1 + 22k 1
= . :t— p—

AokT 3 5
S D €3 R E —0+1 1
= - — = — —) — —
3 2 3 k—o0 3 3

sicherlich keine Nullfolge und damit die Potenzreihe divergent; folglich gilt
fiir ihren Konvergenzradius o dann o < %, insgesamt also p = %, so daf3 die

Potenzreihe auch fiir alle |z| > % divergiert. Damit besitzt die Potenzreihe

das Konvergenzintervall |—1; 7.



c) Fir die in a) ermittelten Koeffizienten a,, der Potenzreihe gilt

(-1 +2°  (-1)+1 _

pr— p— O
o 3 3
-1 141 1
o - (=)t +2 :1+2:1
3 3
sowie die Rekursionsvorschrift
—1 (n+1)+1 2n+1 -1 n+1 on
an+1—|—2an = ( ) 5 + _|_2()+
B _(_1)n+1 + 2n+1 N 2. (_1)n+1 + 2n+1
B 3 3
(=2 2mH
B 3
(_1)(n+2)+1 =+ on+2
= 3 = Qny2
fiir alle n € Nj.
5.13 a) Die fiir den Parameter a # 0 und alle z € R gegebene Reihe Z v 7 1st
an
n=0

wegen

n n

= = 1 <£>n fir alle n e N
a

artl g .qn a

xZ

die geometrische Reihe
o
1 T
Zcq" mit c=- und ¢q=-—
n=0 a

und folglich wegen ¢ # 0 genau dann konvergent, wenn |q| < 1 gilt, also
genau fiir alle z € R mit |z| < |a|; in diesem Fall ergibt sich

o) 00 1 1
z" n C a2 a- 1
T A AR (EP R
b) Wir betrachten die gegebene Funktion
D, —R (x) L
: xr)=
g:%e 1+2)2+a)

in ihrem maximalen Definitionsbereich D, = R\ {—2, —1} und bestimmen

a, f € R mit
a B )
g(x):1+x+2+x fir alle x € D,.
Wegen
a B a@+2)+p0+z) (a+B)z+ (2a+p)

1+2 242 1+z)2+z)  (1+2)(2+2)



5.14 a)

fir alle z € D, liefert der Koeffizientenvergleich

a+ =0 und 2+ =1,

also @ =1 und 8 = —1, und somit
(z) S fir alle x € D
xr) = ir alle x )
g l+x 2+x g

Fiir die beiden Summanden ergibt sich zum einen mit Hilfe der Summen-
formel fiir geometrische Reihen

oo o0

1 1 n non e
72— 1= = = Z(—x) = Z(—l) " fir alle |z <1
n=0 n=0
und zum anderen unter Verwendung von Teilaufgabe a)
-1 1 = (=1t
2tz (—2) -z a=_2nz%m _; g @ firalle zf <2,

so daB sich fiir |z| < 1 insgesamt

1+ 2+z et —
- n (_1)n+1 n - n 1 n
=S (o G ) = e (1 g ) o
n=0 n=0

und damit fiir die Funktion g die Taylorreihe

S 1
Ty(x) = chx” mit ¢, = (=1)" (1 - 2n+1) fiir alle n € Ny
n=0

mit dem Einwicklungspunkt 0 ergibt. Da T,(x) fiir alle || < 1 konvergiert,
gilt fiir den Konvergenzradius der Taylorreihe ¢ > 1; fiir x = —1 gilt

1 1
na” = (=1)" (1 - 2n+1> (D) =l s 1-0=1,

n—oo

so daf die Folge (c,2"), oy, der Reihenglieder keine Nullfolge ist und folglich
die Taylorreihe T,(—1) divergiert. Damit gilt auch p < 1, insgesamt p = 1.

o0

Die gegebene Potenzreihe Z

n=1

1
n; " besitzt den Entwicklungspunkt

1
fiir alle n € Ny. Wegen

a = 0 sowie die Koeffizienten ¢, =

2n
Cng1 (n+2) 2" 1 n+2 1 142 !
—_— — B — _= — . = — . —_ = c
Cn 27l (n+1)] 2 n+l 2 1421 noc?2
besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = % = 2.



b) Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist die Funktion

5.15 a)

n+1
=22 = R = n
Pl R g =
auf dem offenen Konvergenzintervall D = |—2; 2] stetig und damit insbeson-

dere integrierbar, wobei sich eine Potenzreihendarstellung der Stammfunk-
tion £ mit F'(0) = 0 durch gliedweises Integrieren ergibt; fiir alle z € |—2;2]
gilt demnach

“n+1 ! = gt = /T\" T 2x
F = . = = . <—) = = 7
(z) Z; o+l 2; on ' 2; 2 -2 2-2
dabei geht die Summenformel fiir die wegen |§‘ = % < 1 konvergenten

geometrischen Reihe Z (g) ein.

n=0

Fiir alle x € |2;2[ gilt gemiB b)

2z
F =
(@) = 5—
und damit
2 2)-2-2x-(~1) 4—2z+2z 4
_ (e = - _ .
f(z) (z) (2— 1) (2 —z)? (2 — x)2
Die gegebene Potenzreihe Z(—l)"(n + 1)(z —1)" Dbesitzt den Entwick-

n=0
lungspunkt @ = 1 sowie die Koeffizienten ¢, = (—1)"(n+ 1) fiir alle n € Ny.
Wegen

Cn+1 o

M—U”%n+mk_n+2_1+2

Cn (-D)r(n+1) | n+1 142% oo

besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius g = % = 1; damit ist diese fiir
alle x € R mit |z — 1] < 1 konvergent sowie fiir alle x € R mit [z — 1| > 1
divergent. Fiir die verbleibenden Punkte z € R mit |z — 1] = 1 gilt

(=)"(n+D)(z-D"=](-D)"(n+1)]jz—1"=n+1 — oo,

n—oo

weswegen die Folge ((—1)"(n + 1)(z — 1)"),,y, der Reihenglieder keine Null-
folge und folglich die Potenzreihe divergent ist. Insgesamt ergibt sich wegen

lr—1 <]l <= —l<z—-1<1 <= 0<2<2

das Konvergenzintervall |0; 2[ fiir die gegebene Potenzreihe.



b) Durch die gegebene Potenzreihe wird geméf a) die Funktion

e}

F:00:2[ =R, flz) =) (~1)"(n+ 1)~ 1),

n=0

definiert; nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist f stetig, insbesondere
also integrierbar, und die gliedweise integrierte Potenzreihe

(x — 1) e

Z(—l)”(n + 1)71——{—1 = Z<_1>n<x _ 1)n+1

n=0 n=0
stellt eine Stammfunktion von f dar; damit ergibt sich

T

F<x>=/1xf(t) dt = [Z(—1)”(t_1)”+1] -

=D ()" —1)" =) (=hm0tt =) (<) (e - )

fir alle x € ]0; 2[.

c) Fir alle z € ]0; 2] gilt unter Verwendung der geometrischen Summenformel

S =it
n=0 1 —4q
firc=2z—1und ¢ =1—2 mit |¢g| = |1 — z| < 1 zunéchst
Fla) = S (=1 — 1 = S (=1 (e — 1) (2 — 1) =
n=0 n=0

r—1 r—1

:;(x—1)(1—x)”:1_(1_x): z :l_é

und damit dann mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-

rechnung
1
flx) =F'(z) = —.
x
5.16 Zu betrachten ist die Potenzreihe
= (20)" o= 2" 2",
P Dl D Dk
n=1 n=1 n=1
mit dem Entwicklungspunkt a = 0 und den Koeffizienten ¢,, = % fiir alle n € N.
Wegen
Val= i[5 =5 -1 o 2o
C?’l = — = _— = = —_ = = C
n n Yn Yn onoeo 1




besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = % = %; damit ist diese fiir alle
z € R mit |z| < § konvergent sowie fiir alle z € R mit |#—1| > 5 divergent; damit
sind noch die verbleibenden Punkte 2 € R mit |z| = 1 gesondert zu untersuchen:
fiir x = % ist

(22" (23" r 1
D ) s
n=1 n=1 n=1
als harmonische Reihe divergent, und fiir x = —% ist
(20" 20 (=3)" (DT
D

n=1 n=1 n=1

als alternierende harmonische Reihe konvergent. Damit ist der Konvergenzbereich
der gegebenen Potenzreihe genau das halboffene Intervall [ 1.1 [, wodurch die

: T 202
Funktion
o0

2TL
o S RNy = — "
f [2’2[ , fl2) ;n«f’
definiert wird. Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist f zumindest auf dem
offenen Intervall } 1.1 [ differenzierbar, und fiir alle x € } 1.1 [ gilt

T2 T 22
f/(l') — i ?n_nnxnl — izn l,nfl — i2n+1 " = iZ (21‘)717
n=1 n=1 n=0 n=0

so daB sich wegen [2z] = 2|z| < 2- 5 = 1 unter Verwendung der Summenformel
fiir geometrische Reihen

> . 2 -2
fla) = 2(20)" = 1—22 1—2z
n=0

ergibt. Damit gibt es eine Konstante ¢ € R, so daf3

f(z)=—=In|l =2z +¢ T —In(l—-2z)+c¢

fir alle x € ]—%; %[ gilt, wobei sich speziell fiir den Entwicklungspunkt a = 0
wegen

f(O):Z(Q'nO)n:o umd  —In(1-2-0)=0

dann ¢ = 0 ergibt. Folglich ist
flx)==In(1—-2x) fiir alle xe}—%;%[;

da die Funktion f im Konvergenzpunkt a — o = —% der gegebenen Potenzreihe
nach dem abelschen Grenzwertsatz zumindest stetig ist, folgt mit der Stetigkeit
des Logarithmus auch
f(=3)= lim f(z)= lm (-In(1-2z)=-In(1-2-(-1))=-I2,
a:—)—%—‘r x—)—%—i—
also
flz)=—-In(1—2z) firalle ze[-11].



5.17

5.18

o0

Die gegebene Potenzreihe Z(n + 2) 2" besitzt den Entwicklungspunkt a = 0

n=0
sowie die Koeffizienten ¢, = n + 2 fiir alle n € Ny. Fiir alle n € N gilt

o 3 143
Cn+1 :n+ _ g R R
Cn n+2 142 nooo

1
damit besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = — = 1. Fiir die Darstel-
c

lung der Potenzreihe Z(n + 2) 2™ als gebrochenrationale Funktion betrachten

n=0

o
wir die geometrische Reihe Za:”; diese konvergiert fiir alle z € R mit |z] < 1

n=0

und stellt die Funktion

1
1—2’

f]-L1 =R, f(ff):an:

dar. Damit ist f beliebig oft differenzierbar; fiir alle = € |—1; 1] ist zum einen

1
/ —
f (‘T> - (1 . 13)2
zum anderen diirfen Potenzreihen , gliedweise” differenziert werden mit
f(z) = an"il = Z(n +1)a".
n=1 n=0

Wegen
(n+2)z"=(n+1)z" + 2"
fiir alle n € Ny und z € R mit |z| < 1 ergibt sich

Sn+2)a" =3 4 1)a"+ 3 2" = o)+ fla) =

1 1 1+(1-2) 2-x

22 1-2 (-22 (=22

Um das Konvergenzverhalten der gegebenen Reihe

inw”l = i(n +1)z"
n=1 n=0

in Abhéngigkeit von x € R zu untersuchen und gegebenenfalls den Grenzwert zu
bestimmen, bieten sich die beiden folgenden Moglichkeiten an:

o Lsist Z(n + 1) 2" die Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt a = 0 und
n=0
den Koeffizienten ¢, = n + 1 fiir alle n € Ny. Wegen

Cn+1
Cn

n+2| n(l+2) 142 10
n+ll n(l4+2) 14+1L noe 140




besitzt sie den Konvergenzradius ¢ = % = % = 1, ist folglich fiir alle z € R
mit |z| < 1 (absolut) konvergent sowie fiir alle x € R mit |z| > 1 divergent;
fiir die beiden verbleibenden Fille |z| = 1 ist die Folge ((n+ 1)z")

geméaf

n€eNp

(n+ 12" =n+1) |z["=nh+1)-1"=n+1 — 00
insbesondere keine Nullfolge, so dafl hier die Potenzreihe divergiert und
sich insgesamt das Konvergenzintervall |—1, 1] ergibt. Die dadurch definierte

Funktion
o0

LI =R, fl@)=) (n+1)a"
n=0
ist nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen auf dem offenen Konvergenz-
intervall |—1, 1] stetig, besitzt also insbesondere eine Stammfunktion F :
|—1,1] — R, die sich durch gliedweise Integration ermitteln 1aft; fiir alle
x € ]—1, 1] ergibt sich damit

- antt - - ) T
@)= 4Dy =D =3 () E

wobei in (%) die Summenformel fiir geometrische Reihen eingeht. Geméi8
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhélt man

1. (1-a)—z-(-1) (1—2)+z 1

f@) =F@) == = i ~d=ap

fir alle x € -1, 1].

Die Potenzreihe Z 2" mit dem Entwicklungspunkt a = 0 ist eine geometri-
n=0

sche Reihe und konvergiert genau fiir alle x € R mit |z| < 1; damit besitzt

sie das Konvergenzintervall |—1, 1] und folglich den Konvergenzradius o = 1.

Die dadurch definierte Funktion

h:]-1,1[ =R, h(x)= Zx”,
n=0

ist nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen auf dem offenen Konvergenz-
intervall |—1, 1] differenzierbar, und die Ableitung A" : |—1, 1] — R 148t sich
durch gliedweise Differentiation ermitteln, wird demnach geméfl

B (z) = an"’l fur alle z € ]—1,1]
n=1

durch die gegebene Potenzreihe dargestellt; da diese im Vergleich zur Origi-

nalpotenzreihe Zx" denselben Konvergenzradius o = 1 besitzt und keine

n=0



5.19 a)

weiteren Konvergenzpunkte am Rand haben kann, ergibt sich als Konver-
genzintervall ebenfalls |—1, 1[. Fir alle # € |—1, 1] erhélt man zunéchst mit
Hilfe der geometrischen Summenformel

und damit durch Differentiation
1
_9 .
§jnx = (@) = (D1 -2 () =

Bei der zu untersuchenden Reihe

n

Zﬁm Z\/EW

handelt es sich um eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt a = 0 mit
(="
Invn+1

den Koeffizienten ¢, = fiir alle n € N. Wegen

Cns1| _ (—1)n*! \/ﬁ\/n—l— \S/ﬁ _
Cn n + 1\3/n +2 —

_ _ Y=
n+2 n+2 1+— s 1+

besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = ¢ = 1; damit ist sie fiir
alle z € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle x € R mit |z| > 1 divergent.
Fiir die beiden noch verbleibenden Punkte x € R mit |z| = 1 gilt:

e Fiir x = —1 ergibt sich
227 n\?’/— ﬁm
fiir alle n € N gilt dabei

1 1 1
AT 2 VT 2 iR S

besitzt und daher

— 1
so dal Sp(—1) die divergente Minorante Z
—~V2-n

nach dem Minorantenkriterium selbst diver_gent ist.
e Fiir x = 1 ergibt sich

Zx/ﬁ\/ﬁ

da (W) . eine monoton fallende Nullfolge ist, ist Sp(1) nach dem

Leibnizschen Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergent.



b) Durch gliedweises Differenzieren der Summanden von Sy(z) ergibt sich die
Potenzreihe

Z n\/n+ — Jn+ 1yn + 2
n=0

-1 n+1 1
um den Punkt a = 0 mit den Koeffizienten ¢, = CV" (nt 1) fiir alle

Jyn+1n+2

n € Npy; sie besitzt denselben Konvergenzradius ¢ = 1 wie Sy(z); damit ist
auch sie fiir alle z € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit
|z| > 1 divergent. Ferner gilt fiir alle x € R mit |z| =1

()"t bl e (D)
xr = €T = —=
Vn+ 1v/n + 2 vn+ 1v/n + 2 \B/n—l— vn+ 2

5 SR, imﬂoo

2
n n—r00

damit bilden die Reihenglieder von Si(x) insbesondere keine Nullfolge, wes-
wegen die Reihe Sp(x) nicht konvergieren kann.

c) GemiB a) ist Iy = |—1;1] € R das Konvergenzintervall der Potenzreihe Sp;
diese definiert daher die Funktion

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist f eine auf dem offenen Intervall
|—1; 1] beliebig oft differenzierbare Funktion, und fiir alle = € |—1; 1] erhalt
man durch gliedweises Differenzieren von Sy(z) eine Potenzreihendarstellung
von f’, damit gilt also f'(z) = Si(x); fir z = 1 ist S;(1) nicht konvergent.

5.20 Jede der gegebenen Funktionen

xT

exp: R = R, exp(z)=e",

und ]
f:R+_>R7 f(aj):_?
x
148t sich auf unterschiedlichen Wegen in ihre Taylorreihe zum Entwicklungspunkt
a = 2 entwickeln. Zum einen kann zunéchst unter Berechnung aller Ableitungen
von exp bzw. f die Taylorreihe nach Definition als

= exp™(a =
Texp() = Z p—()(ac —a)" bzw. Ty(x) = Z /

n!

(n)

(z —a)"

aufgestellt und dann ihr Konvergenzbereich bestimmt werden:



Wegen
exp™(z) = " und damit exp™(2) = ¢*

fiir alle n € Ny ist

9] (n) 9]
exp™(2) e?
Texp(x)zé T$—2 E ECL'—2
n=0 ) n=0

die Taylorreihe der Exponentialfunktion exp zum Entwicklungspunkt a = 2;
diese Potenzreihe mit den Koeffizienten c,, = ;—2, fiir alle n € Ny besitzt wegen

e? n!

(n+1) ¢

Cn+1
Cn

1
- 5 0

den Konvergenzradius ¢ = +o00; damit ist die Taylorreihe Ty, () fiir alle
x € R konvergent.

Fiir alle n € Ny besitzt die n—te Ableitung von f die Gestalt
fM(z) = (=1)"-nl. 2=+

fiir alle x € RT; wir weisen dies mit Hilfe vollstindiger Induktion nach:
Fiir ,n = 0“ ergibt sich fiir alle z € R

(=1)°- 0! = OFD) = =1 = =
T
Fiir ,n — n + 1% ergibt sich fiir alle z € RT

FOD () = (f(n))’ (@) = ((=1)"-nl x*(nﬂ))/ —

Ind.-vor.

=(-D"-nl-(=(n+1) -x_("+1)_1) = (=)™ (n+ 1)z,

Damit ist
FM©2) = (=1)"-pl.27+) = 2 L 2

fiir alle n € Ny, weswegen

=)
3
I
o

die Taylorreihe der Funktion f zum Entwicklungspunkt a = 2 ist; diese

Potenzreihe mit den Koeflizienten c,, = % fiir alle n € Ny besitzt wegen

_ '(_1)n+1 . ont1
o2 (=)

Cn+1
Cn

=C

DN | —

SN
_2n—>oo

den Konvergenzradius ¢ = ¢ = 2. Damit ist die Taylorreihe T (x) fiir alle
r € Rmit |z — 2| < 2 konvergent sowie fiir alle z € R mit |z — 2| > 2

divergent; fiir die € R mit |z — 2| = 2 ist die Folge (gﬁl (x —2)" )
neN
der Reihenglieder wegen ’

'<—1>“

n 1 n n
i1 (z=2)" =57 lz—2"= SN ==




fiir alle n € Ny keine Nullfolge und damit die Taylorreihe divergent. Insge-
samt ergibt sich wegen

|t —2| <2 <= 2<1r-2<2 << 0<z<4

das Konvergenzintervall ]0; 4[ der Taylorreihe.

Zum anderen kann der Funktionsterm von exp bzw. f in eine Potenzreihe um den
Punkt a = 2 entwickelt werden, welche dann mit der Taylorreihe Ty, () bzw.
Ty(x) zum Entwicklungspunkt a = 2 iibereinstimmt:

e Unter Verwendung der Exponentialreihe erhalten wir fiir alle x € R

exp(z) = exp(2+ (z — 2)) = ? exp(z — 2) =

damit ist

die Taylorreihe der Exponentialfunktion exp an der Stelle a = 2, und diese
konvergiert auf ganz R gegen exp.

e Fiir alle z € R gilt

1

B B 1
24 (2 —2)

EN S
21— (-52)

1
r 2

und unter Verwendung der fiir alle x € R mit ‘—%} < 1, also fiir z € ]0;4]

o
konvergenten geometrischen Reihe Z q" mit ¢ = —%‘2 ergibt sich damit

flo) = & f: (-5 - A

damit ist

die Taylorreihe der Funktion f an der Stelle a = 2, und diese konvergiert
auf ]0; 4] gegen f.

5.21 a) Die Funktion
f:]0;00[ =R, f(x)=Inz,

ist beliebig oft differenzierbar, und fiir alle z € R* gilt

flay=—=a"", fl@)=(-1)-27% [f"(&)=(-1)(-2) 27



weswegen die Vermutung
£ @) = (1" =)

fiir alle n € N naheliegt; wir weisen dies mit vollstdndiger Induktion nach:

.
,n=1%

S —n+ 1%

Fo (@) = () @) = ()" (e = 1)1 -2 =

Wegen

f(2)=In2 und  fM(Q) = D" =D i alle ne N

ergibt sich fiir die Taylorreihe von f mit dem Entwicklungspunkt a = 2

Zf (x —2)" -I—Zf —2)" =

+Z (= 1)! (x—2)":1n2+z(;3>.n_1 (x —2)"

2” n!

fiir alle x € ]0; o0.

Bei der in a) bestimmten Taylorreihe 77(x) handelt es sich um eine Potenz-
reihe um den Entwicklungspunkt a = 2 mit den Koeffizienten

(-1

co=1n2 und Cp = fiir alle n € N.
2n.n
Wegen
n —1)"-2m. 1 1
Cn 2ntl . (n41) - (=1)nt Q(n +1)  2(1+5) noo 2
ergibt sich fiir den Konvergenzradius p = + = 2; damit ist die Potenzreihe

konvergent fiir alle z € R mit |z — 2| < 2 also fir alle z € ]0;4[, und
divergent fiir alle € R mit |z — 2| > 2, also fiir alle z € |—o00; 0] U |4; 00].
Fir x = 0 ist

e}

S G- =y Gl =y 5

als (negative) harmonische Reihe divergent, und fiir x = 4 ist

S N Gy

als alternierende harmonische Reihe konvergent. Insgesamt konvergiert also
die Taylorreihe T(x) genau fiir alle z € ]0;4].



5.22 Da die Integrandenfunktion

PGSR, @)=

(als gebrochenrationale Funktion) stetig ist, ist die Integralfunktion

dt

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar, und
fur alle z € |—1, 1] gilt

1 1
F/ e p— p—
(@) = 1) = T35 = T
woraus sich wegen |—z?| = |z|> < 1 unter Verwendung der Summenformel fiir
geometrische Reihen dann
DN e
n=0 n=0

ergibt. Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen stellt damit die gliedweise inte-
grierte Potenzreihe

0 p3ntl 0 ( n 3 "
2( 3n+1 nz 3n —i— 1"
mit dem Entwicklungspunkt a = 0 auf dem Konvergenzintervall |—1;1] eine

Stammfunktion von F” dar, es gibt also eine Konstante ¢ € R mit

. - _1)n 3n+1
_23n+1x te

n=0

fiir alle z € |—1; 1. Speziell fiir den Entwicklungspunkt x = 0 ergibt sich

O at = (~1
F(O):/ =0 und Zuo?’"“ 0,

o 1+ 3n+1

so dal man ¢ = 0 und damit schliefSlich

fur alle z € |—1; 1] erhélt.

5.23 a) Gegeben ist die Funktion

f:R—=R, f(z)=exp (1’2)

Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle z € R mit

;Z——exp



5.24 a)

so daf} sich

1o
= —
;k!

f(a) = exp ( Z

fiir alle x € R ergibt; dies ist eine Potenzrelhendarstellung von f mit dem
Entwicklungspunkt a = 0 und stimmt damit mit der Taylorreihe von f zum
Entwicklungspunkt a = 0 iiberein.

GeméB Teilaufgabe a) wird die Funktion f durch die Potenzreihe

o0 1 _ 1 .. .
f(z) = chxn mit =4 B fiir n=2k gerade,
n=0 0, fir n =2k +1 ungerade,

gegeben; nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ergibt sich damit

n!

F(0) =nl-c, = {ﬁ

0, fiir n ungerade.

fiir n gerade,

Die gegebene Potenzreihe
() i": a mit ap = il 2% fiir alle n € Ny
" " (3n)!

n=0

konvergiert zunéchst in ihrem Entwicklungspunkt a = 0; fiir alle x # 0 ist
a, # 0 fiir alle n € Ny mit

8n+1 3n+3

8n

8n+1 . x3(n+1) (377,)'

(B(n+1))! 8-

(3n)!

Ont1 : -
(3n +3)!

G

T
’ xSn

! — 8- |2°|-0=0<1,

= 8. |23
[+°] Bn+ DBn+2)(Bn +3) now

so dafl die Reihe (*) nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergiert.
Insgesamt ist die Potenzreihe (x) fiir alle x € R konvergent.

Durch die gegebene Potenzreihe (x) wird gemif a) die Grenzfunktion

o0

p:R—-R, o Z:W

n=0

definiert; nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist ¢ beliebig oft differen-
zierbar, und durch gliedweises Differenzieren erhélt man zunéchst

n

i ]n 3n$3n 1 i — 1

n=1 n=1

sodann

oo [e.o]

” 8™ 3n—2 8" 3n—2
¢ (l")zz:m((?m—l)x ) :me

n=1 n=1



und schliellich

n

/// _2 3n3
Z n_g)l (Bn

n

M 2
||°“

3n—3'
n=1 n=1
nf B o0 ]n 3n_ '
8; =) _8;:0 =8 ¢()

fiir alle z € R. Damit ist ¢ eine Losung der linearen Differentialgleichung
y" = 8y dritter Ordnung und geniigt wegen

(8 3n 8 o
QS(O):Z((?)TL)!. Qr’ ) n=o0 0! 0" =1

n=0 =0 fiir neN
sowie -

X 3n—1 —
=S (G ¢ ) =0
n=1 =0 fiir neN

und
[o@) 8n
1 0 — . 0377,—2 — O
¢"(0) Z((371—2)! ~—~—~
n=1 =0 fiir neN

auch den Anfangsbedingungen y(0) = 1, ¥/(0) = 0 und y”(0) = 0.

5.25 a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion
F:R—R, F(z)= / e~ dt,
0

differenzierbar mit F'(z) = e~ fiir alle z € R. Mit Hilfe der Reihenent-
wicklung der Exponentialfunktion

e’ = —x firalle ze€R

ergibt sich damit

Fi(z ZE a :Z n!

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf die auf R konvergente Potenz-
reihe , gliedweise® integriert werden, so dafl wir

f: n 2n+1 el io: (_1)n l,2n+1 e
— n! o+ 1 “—~nl(2n+1)

fiir alle x € R erhalten; dabei ergibt sich wegen

0 o0 _1)77,
FO)= [ e =0 d =D g g
(0) /Oe un nz%n'

(2n+1)



fiir die noch bestimmende Integrationskonstante ¢ = 0. Demnach gilt
G VA
F — n+1
(=) ; a2+ 1) "

fir alle z € R.

Die in a) ermittelte Potenzreihendarstellung fiir die Funktion F' stimmt mit
der Taylorreihe Tr von F iiberein; damit ist

wobei T,, das n—te Taylorpolynom von F' zum Entwicklungspunkt 0 sei. Fiir
x = 1 ergibt sich demnach

S —-" 2l _ N\ —-"
F(l)zzn!én)—l—l)'l : :Zn!Ein-l)’

n=0 n=0
also die alternierende Reihe
> 1
Z(—l)”an mit Ay = m fiir alle n € N(),

n=0

da nun (a,),en eine monoton fallende Nullfolge ist, liee sich die Konvergenz

dieser Reihe mit dem Leibnizkriterium nachweisen. Fiir die Folge (s,,)nen der
n

Partialsummen s,, = Z(—l)kak ergibt sich damit, daf§
k=0
e die Teilfolge (S2m)men, monoton fallend sowie
e die Teilfolge (S2m+1)men, monoton wachsend ist;
damit folgt aber fiir die Summe s der Reihe, daf fiir alle n € Ny
e cinerseits s zwischen s, und s, sowie
e andererseits s,.o zwischen s, und s

liegt, woraus man
Ap4+1 — Ap42 = |5n+2 - 5n| < ‘5 - Sn’ < |Sn+1 — Sp| = An+1
erhélt. Wegen
1
s—8 <a3=— < —
| | 5

und
1 1 8
s—si|l>a—a3=——-5=7—-2

1
10 42 105 — 40
ist

2
(_1>k 2k+1 1 3 1 5
-~ 7 e — =T
kz:;k!(zkﬂ)x rogrt e =B

das gesuchte Taylorpolynom.



5.26 a) Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle z € R mit Z Z—‘ = €°, so daf} sich
n!

3

f(iL‘) _ 67962 _ (_il) _ Z (_nll)

z=—2x2
n=0 n=0

fiir alle z € R ergibt; nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf diese
Potenzreihe gliedweise integriert werden, und es gilt

( )n t2n+1 x_
/f t)dt = [ n 2n+1

x© n 2n+1 1>n 02n+1 & (_1)71 _—
S y[E Ay =
— n! 2n+1 nl 2n+1 “—nl(2n+1)

fiir alle z € R.
b) Wegen
fl—z) = = = f(a) fir alle =z eR

ist der Graph Gy von f achsensymmetrisch zur y—Achse, und es ergibt sich
fiir

1 1
/e_xQdm:2-/e_“”2dx:2-F(1):
-1 0

_ S (_1)n 2n+1 _ n 2
_2'Zn!(2n+1) P2 (=) ! (2n+ 1)

n= n=0

die alternierende Reihe

Z(—l)”an mit a, =

n=0

2

m fur alle n € N(),

da nun (a,),en eine monoton fallende Nullfolge ist, liee sich die Konvergenz

dieser Reihe mit dem Leibnizkriterium nachweisen. Fiir die Folge (s,,)nen der
n

Partialsummen s, = Z(—l)kak ergibt sich damit, dafl
k=0
e die Teilfolge (S2m)men, monoton fallend sowie
e die Teilfolge (S2m+1)men, monoton wachsend ist;

damit liegt aber die Summe s der Reihe stets zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Partialsummen s, und s,,1, so daf} sich

n+1

|5 = 8n| < [Snt1 — sul = ‘(_1) an+1| = Qn+1

mit

2 B 2
n+D!'2n+1)+1)  (n+1)!(2n+3)
fiir alle n € Ny ergibt; fiir n = 2 erhélt man also

2 2 1 1
s =8| S<ay=rr = —5 = o7 < —.

-7 6- 21 10

Apy1 =



5.27 a)

1

Damit wird der Wert s = / e dx des Integrals durch

-1

2
2 1 23
So = (—1)kak:a0—a1+a2:2——+—=—
Zno 35 15

bis auf einen Fehler von weniger als 5 approximiert.
1
Fiir € R sei a,, = (—1)""! — 2" fiir alle n € N; wegen

n
W Nz x? .,
—_= _— =X

n (7_ %n%oo 1

1
_1n—1_ 2n
(1)t

ist die Reihe Z a, = Z 2n nach dem Wurzelkriterium fiir alle

r € R mit |9c| < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit |z| > 1 diver-

gent. Des weiteren ist fiir die verbleibenden = € {—1,1} die Potenzreihe

Z(_l)n—l %xQn _ Z (_

n=1
vergent.

als alternierende harmonische Reihe kon-

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion

F:[0;1] - R, F(z) :/m (£ +1) dt,
0
differenzierbar mit F’(z) = In (2% +1) fiir alle z € [0;1[. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus

ln(x+1)—i$x"

fir alle x € |—1; 1] ergibt sich damit insbesondere fiir alle x € [0; 1]

Fl(z)=In(2*+1) = Z %xzn.

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf die sogar auf |—1; 1] konver-
gente Potenzreihe , gliedweise“ integriert werden, so dafl wir

F(z) = (Z (_1:_ : 2:27:1) +o

n=1

fiir alle x € [0; 1] erhalten; dabei ergibt sich wegen

0 (_1)1171 02n+1

F(O):/Oln(t2+1)dt:0 und Z

0 n=1

n .2n—|—1:

fiir die noch bestimmende Integrationskonstante ¢ = 0. Demnach gilt

F(ZL‘) _ Z (_1)n— ZE2n+1

n(2n +1)
fir alle z € [0; 1].



5.28 a)

= (1)

Die gegebene Potenzreihe Z besitzt den Entwicklungspunkt

71:271(77,—1)
_1n
a = 0 sowie die Koefflizienten ¢, = % fiir n € N mit n > 2. Wegen
n(n —
1
Cnt1 :n(n—l):n—lzl—g N 1-0_
Cn (n+n n+1l 1+1 ns0 140

1
gilt fiir den Konvergenzradius g der Potenzreihe o = — = 1; damit ist die
c

00 0o 1)
Potenzreihe Z Cpx = Z (()—:i) fir alle x € R mit |z| < 1 konvergent
n(n —
n=2 n=2

sowie fiir alle x € R mit |z| > 1 divergent. Ferner gilt fiir x € {—1;1}

1 < 1
nn—1) =~ (n—1)2

|Cn$n| = |Cn| =

fir alle n € N mit n > 2; damit besitzt in diesem Fall die Potenzreihe

; c, " die konvergente Majorante ; m = ; = und ist folglich
nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.

Da die Potenzreihe Z gemif a) den Konvergenzradius o = 1

“—~n(n—1)

besitzt, definiert sie die beliebig oft differenzierbare Funktion

FnoR f@ =y S

‘= n(n—1)
. = (1) 1)
N —1)"nant B > )" gt
f(x)—; n(n —1) _; n—1
R PE U A )

fiir alle € R mit |z| < 1. Daneben betrachten wir die ebenfalls beliebig oft
differenzierbare Funktion

g:]-L1[ =R, g(x)=—-2+(1+2z) In(1l+2x),

und fiir alle z € R mit |z| < 1 ergibt sich

9/(33):—1—1-(1-ln(1+:p)+(1+x). 1—11—95) _

=—14+In(l+z)+1=In(1l+2)

sowie




Fiir alle x € R mit |z| < 1 gilt demnach

F() = 31 = 3R = () =

> 1 1 Y
:nzg(—x)": 1—(—x) T 1l+w =9

und folglich f'(x) = ¢’(x)+c; mit einer geeigneten Konstante ¢; € R; speziell
im Entwicklungspunkt a = 0 ergibt sich f'(0) = 0 sowie ¢’(0) = Inl1 =0
und damit ¢; = 0. Fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt also f'(z) = ¢’(x) und
folglich f(z) = g(x) + ¢y mit einer geeigneten Konstante ¢y € R; speziell im
Entwicklungspunkt a = 0 ergibt sich f(0) = 0 sowie ¢(0) = In1 = 0 und
damit auch ¢y = 0. Insgesamt erhélt man also

Z(z;)—ia;:f(x):g(m):—m—i—(l—i—x) In(1 + )

n=2

fur alle € R mit |z| < 1.



