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Klausurenkurs zum Staatsexamen (SS 2020):
Differential- und Integralrechnung 4
— Lo6sungsvorschlag —

Wir betrachten die Einschriankung f der Sinusfunktion auf das abgeschlossene
Intervall [a; b], es ist also

f:la;b) =R, f(x) =sinzx.

Damit ist f differenzierbar mit f’(z) = cosz fiir alle z € [a;b]; insbesonde-
re geniigt f den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
némlich Stetigkeit auf [a; b] und Differenzierbarkeit auf |a; b[. Der Mittelwertsatz
liefert nun ein £ € |a; b mit

f(b) — f(a) sinb — sina

Pep— also cosé = —_

f'(§) =

Da nun die Cosinusfunktion auf den Intervall [0; 7] streng monoton fallend ist,
folgt aus 0 < a < £ < b < 7 schon cosa > cos& > cos b, also

sinb — sina
cosb < ——— < cosa,

b—a

woraus sich wegen b — a > 0 die Beziehung
(b—a) cosb < sinb—sina < (b—a) cosa
ergibt.
Die Funktion
f:R—=R, f(xr)=sin®z+ cosum,

ist als Summe des Cosinus und der Verkniipfung einer Polynomfunktion und des
Sinus stetig und differenzierbar, und fiir alle z € R gilt mit der Kettenregel

f’(I) =3sin?z-cosz —sinz.

Seien nun z, y € R; da fiir = y die zu zeigende Ungleichung trivial ist, kénnen
wir  # y und damit sogar y < x annehmen. Wir wenden den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Funktion f auf dem Intervall [y; 2] an und erhalten
ein € € Jy; z[ mit

f@) = fly) = f (&) (xz—y)



4.3

4.4

Wegen

|f/(€)] = [3 sin® € - cos & —sin €| < |3 sin® ¢ - cos €| + [sing| =
=3 |siné|* - [cos |+ [siné] <3-12-1+1=4
—_—— ——

<1 <1 <1

erhalt man

[sin’(x) + cos(x) — sin®(y) — cos(y)| = | f(x) = f(y)| =
=1/ (&)- @ =yl =1/ |z —yl <4-|z—yl|

Die Funktion
4
2 )
ist als Verkniipfung des Sinus und einer Polynomfunktion stetig und differenzier-
bar, und fiir alle x € R gilt mit der Kettenregel

f:R—=R, f(z)=sin

Flz) = (cos 3+ :L') 32’ +1

2 2

Seien nun z, y € [—1;1]; da fiir x = y die zu zeigende Ungleichung trivial ist,
kénnen wir x # y und damit sogar y < x annehmen. Wir wenden den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion f auf dem Intervall [y; z] an
und erhalten ein & € Jy; x| mit

f@) = fly) = (&) (z—y).

Wegen ¢ € Jy;z[ C [—1;1] ist =1 < & < 1, also =1 < ¢ < 1, und damit
—2 <8 H¢E< 2 also —1 < 537*5 < 1; aufgrund des Monotonieverhaltens des

36241 1
2 2 27

. .. 3 ) )
Cosinus erhilt man also cos % > cos 1. Ferner ist €2 > 0 und damit
woraus sich

§3+§‘3§2+1>cosl>0

——— ——
>cos 1 2%

ergibt. Zusammenfassend erhélt man

2+r Pty
— S1n 2

sin

= |f(z) = fly)l =
=€) @@=y =] v —yl =

a) Die Funktion f ist als Differenz stetiger und differenzierbarer Funktionen
selbst stetig und differenzierbar, und es gilt f'(z) = 2e* —1 fiir alle z € RT.
Fiir das Verhalten von f am Rande von Dy = R* ergibt sich zunéchst

. T z —9..0_0—o9.
xli}gl-l-f(x) N xli>%1+ (26 ZC) 2-e 0 27



1
ferner gilt nach der Regel von de 'Hospital lim L — lim = = 0 und damit
z—o0 % r—o00 et

. . Tz T z _z _
Jim /(@) = lim (26" —2) = Jim ¢ - (2 5) =400
—00 ~

Wir zeigen nun die Behauptung Wy = ]2; oo durch den Nachweis der beiden
Inklusionen:

o Wegen f/(z) =2e*—1>2e—1=2-1=1fiir alle z € RT ist f
auf Rt streng monoton wachsend, so dafi 2 < f(z) fiir alle z € RT und
damit Wy C]2; oo gilt.

e Fiir alle y € ]2;00[ gibt es wegen lir(r)1+f(x) =2en 0 < a < 1 mit

z—
f(a) < y und wegen lim f(z) = o0 ein b > 1 mit y < f(b), so daf nach
T—00
dem Zwischenwertsatz ein £ € |a;b[ mit f(§) = y existiert; damit gilt

b) Die Funktion f ist auf einem Intervall, ndmlich D; = R*, definiert und
gemif a) streng monoton; daher besitzt f eine zunichst stetige Umkehr-
funktion f~': Wy — R. Da f ferner differenzierbar ist mit f/(z) > 1 und
damit f'(x) # 0 fiir alle x € RT, ist die Umkehrfunktion f~! sogar differen-
zierbar.

c) Seien z, y € Wy mit  # y; man kann > y annehmen. Wir wenden den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Umkehrfunktion f~! auf dem
Intervall [y; z] an und erhalten ein & € |y; x[ mit

F ) = ) = (Y (©) - (z —y);

dabei gilt nach der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen

Wegen f/(z) > 1 fiir alle z € Dy ist insbesondere f/(f~1(¢)) > 1, und es
ergibt sich
1

) — )| = ‘(ffl) (f)’ e -yl = m‘ Jr—yl <z —yl

4.5 Fiir jedes n € N betrachten wir die Einschréankung f des natiirlichen Logarithmus
auf das abgeschlossene Intervall [n;n + 1], es ist also

filmn+1 =R, f(z)=Ilnx.

Damit ist f differenzierbar mit f’(z) = 1 fiir alle z € [n;n + 1]; insbesonde-
re geniigt f den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
némlich Stetigkeit auf [n;n + 1] und Differenzierbarkeit auf |n;n + 1[. Der Mit-
telwertsatz liefert nun ein & € Jn;n + 1 mit

fin+1) = f(n)

€)= (n+1)—n

) also % =In(n+1) —In(n).



Wegen

n<é<n+1 folgt l>1> ! ,
n & n+l1
so daf sich insgesamt
! <In(n+1)—In(n) < l,
n+1 n
insbesondere also die Behauptung
! <In(n+1) —In(n) < 1
n+1 n
ergibt. Damit gilt die Beziehung
%H <Iln(k+1)—In(k) < %
auch fir alle k£ € {1,...,n}, und man erhélt zum einen
Z >Zlnk:+1 ZlnkJrl —) In(k) =
. ) k=1
=> In(k) = > (k) =In(n+1) —Inl=In(n+1)
k=2 k=1

S (k4 1)~ (k) = S Ik + 1) — 5 (k) =
= In(k) — iln(l@) =In(n) —In1 = In(n).

4.6 Esist hier die Einschrinkung der (beliebig oft differenzierbaren) Tangensfunktion

auf das Intervall } zu betrachten; fiir alle z € } gilt dabei

272[ 2’2|:

tan’ x = =1+ tan’z.

cos? x

a) Seien z, y € }—g g[ da fir x = y die zu zeigende Ungleichung trivial
ist, konnen wir x # y und damit sogar y < x annehmen. Wir wenden den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Tangensfunktion auf dem
Intervall [y; 2] an und erhalten ein £ € |y; z[ mit

tanz — tany = tan' & - (z — y) = (1 + tan¢) - (z — ),
woraus sich
tanz — tany| = (1 4 tan®§) |z — y| > |z — y|
>1

ergibt.



b) Seizx € ]O, 5 [ Wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir
die Tangensfunktion auf dem Intervall [0; 2] an und erhalten ein £ € |0; z|
mit

tanz — tan0 = tan’ & - (x — 0), also tanx:(1+tan25)-x;

wegen £ € ]O,%[ ist tané >0 und damit 1+ tan®?& > 1, woraus sich
wegen x > 0 dann

tanx:(1+tan2§)~x>1-x:x

ergibt.

¢) Wir nehmen zum Widerspruch an, es gebe zwei verschiedene z, y € } —5 5 [
mit
tanx — tany| = |z — y|;

dabei konnen wir ohne Einschréankung y < x annehmen. Der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung fiir die Tangensfunktion auf dem Intervall [y;z]
liefert nun ein & € Jy; x[ mit

tanz — tany = tan’ € - (z — y) = (1 + tan®¢) - (z — y)
und damit
|z — y| = [tanz — tany| = (1 + tan*&) - [z — y|;
wegen |z — y| # 0 folgt dann
1=1+tan’¢, also tan’¢ =0 bzw. tané =0,

so daf wegen £ € Jy;z[ C | =%, Z[ schon £ = 0 ist. Es gilt also

T s . &
—§<y<0<x<§ und damit 0<_y<§7

woraus sich geméf b)

tanz >z >0 und tan(—y) > —y >0

und somit in

|tanz — tany| = | tang + tan(—y) | = tanz + tan(—y) >

>0 >0 >x >—y
>t (—y) = e+ (=y)| = [z -y
>0 >0

ein Widerspruch zur Voraussetzung ergibt.

4.7 Die Funktion f: R — R, f(z) = cos (z + ), ist als Verkettung des Cosinus und
einer linearen Funktion beliebig oft differenzierbar; mit der Kettenregel erhélt
man

o f'(z)=—sin(x+T) 1=—sin(z+7),



 (a) = —cos (a4 5) 1= —cos o+ ) und
o f’”(l’) - _ (_ sin (l‘ + %)) -1 =sin (l’ + %)
fiir alle x € R. Wegen

f(()):coszzL f’(O):—sin%:—% und f”(O):—cos%:_i

ergibt sich fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungspunkt a = 0

\)

f"(0) s 1 x a?

2 " TR VR 2R

fiir alle z € R. Nach der Taylorformel gilt nun f(z) = Ty(z) + Rz(x) fiir alle
x € R, insbesondere also f(1) = T5(1)+ R3(1), wobei es geméf} der Lagrangeschen
Darstellung des Restgliedes ein £ zwischen ¢ = 0 und z = 1 mit

Ty(z) = f(0) + f(0) = +

Ro() = T o= Ly = Lain (64 7)

gibt; damit ergibt sich aber

| =

cos (14 5) = Ta(1)| = 1£(1) = ()] = | Re(1)] =

4.8 a) Die Funktion f : R — R, f(z) = z sinz, ist als Produkt einer linearen
Funktion und des Sinus beliebig oft differenzierbar, und mit Hilfe der Pro-
duktregel ergibt sich

f(x)=1-sinz+x-cosx =sinz + x cosx
und
f"(x) =cosx+ (1-cosz+z-(—sinz)) =2 cosx —z sinz
sowie
f"(x) =2(—sinx) — (1-sinx +z-cosz) = =3 sinz — x cosx
fiir alle z € R. Damit ist
f0)=0,  f(0)=0 und f7(0)=2

und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f im Entwicklungs-
punkt a =0
f"0) 2

T(z) = fO) + f(0) 2 + 2" =2

fir alle z € R.



b) Nach der Taylorformel gilt f(z) = Tx(z) + R3(x) fir alle x € R, wobei es
zu jedem z € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 0 und = mit

Rs(r) = / /;('f) x* gibt; dabei gilt
(€] =1—3sing — ¢ cos] <3 |%I%_§/|+\<||§;|T-|%§1_€/I <3+ |z
und damit _ 7 _
1)~ Ta(a)| = Ay(a)| = | L0 2| = VRO ooy < S5 oo

fiir alle z € R.

4.9 Die Funktion f : R — R, f(z) = (2—x) sinz, ist als Produkt einer linearen Funk-
tion und des Sinus beliebig oft differenzierbar, und mit Hilfe der Produktregel
ergibt sich

f'(x) =(=1) -sinz+ (2—1x)-cosx = —sinz + (2 — ) cosx
und
f"(x) = —cosx+ ((—1) -cosz+ (2—x) - (—sinx)) = =2 cosx — (2 — z) sinx
sowie
f"(x) ==2(—sinz) — ((—1) -sinz + (2 —z) - cosz) = 3 sinx — (2 — x) cosx
und
fW(z)=3cosz — ((=1)-cosz + (2 —1z) - (—sinz)) =4 cosz + (2 — ) sinz
fiir alle x € R. Damit ist
flO)=0,  f(0)=2,  fY0)=-2 und [f"(0)=-2,

und man erhélt fiir das dritte Taylorpolynom T3 von f im Entwicklungspunkt
a=20

1 "
1
PO o MO0 oy L

2 3! 3
fir alle x € R. Nach der Taylorformel gilt f(x) = T3(z) + R4(x) fiir alle z € R,
wobei es zu jedem x € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 0 und z=

mit Ry(x) = f(jl(é)

Ty(x) = F(0) + [(0) +

z* gibt; dabei gilt

|FD(©)] = |4 cos& + (2 — &) siné| < 4 |cos&[+]2 — €] - |siné| <
<1 <1
SA4+2-¢ <4+ 24]) =64+ [§] <6+ |2
~—

<|=|
und damit
(4) ) 6
) = T = Il = [F | = O o < S e




410 a)

Die gegebene Funktion
fR—=R, f(x)=(r—=x)-cosz,

ist als Produkt einer linearen Funktion und des Cosinus beliebig oft diffe-
renzierbar, und fiir alle x € R gilt

f'(x) = (—=1)-cosx+ (m—x)(—sinx)
= —cosz+ (x —m)-sinzx,

f"(z) = —(—sinz)+ (1 -sinx+ (z —7)-cosx)
= 2sinz+ (r —m) - cosuz,

f"(x) = 2cosx+
= 3cosx+

(1-cosx+ (x —m) - (—sinzx))
(m—x)-sinx.

Im Entwicklungspunkt a = 7 mit cos § = 0 und sin § = 1 gilt

()= e~ = Fo-0
(TN T T N\ an X _ STy 4T
f(z)‘ COS2+<2 W) S O+< 2) I=-3

(T o . T (7r ) T ( 7r> B
ZY =9 i £ _ ) Z - 9.1 ~_Z)Y.0=2
f <2> S1n2—i- 5 T (:os2 + 5 0 )

und fiir das Taylorpolynom 75 von f ergibt sich damit
o = 4G -D) 4 () -3

S0 (DDl og)

fiir alle z € R.

Nach der Taylorformel gilt f(z) = Tx(z) + R3(x) fir alle x € R, wobei es
zu jedem z € R geméfl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein &

zwischen dem Entwicklungspunkt @ = 7 und z mit
_ ") ™3
fia(w) = =5, (v~ 5)

T 3

aus dem symmetrisch zum Entwicklungspunkt

gibt; fiir jedes z € [Z’T
a = 5 liegenden Intervall |7, ‘%] gilt ‘:p — g‘ < %, und die Stelle £ zwischen

5 und z befindet sich ebenfalls im Intervall [ Yl } Damit erhalten wir
7€) =13 cos{ + (m — &) - sing| < [3 cos] + |(m — &) - sin] =
=3-Jcosé|+|m— €| [siné] <31+ (m—€)1<3+3=6
~—— N N~ ——

<1 >7>0 <1 <3r<3

und folglich die Abschétzung

()~ o) = 1By(o)| = |1 (2 - T =
LI <t (5 =T

Sﬁ H/_/
<(7)

w



4.11 Die Funktion f : R — R, f(x) = €” sinz, ist als Produkt der Exponentialfunktion
und des Sinus beliebig oft differenzierbar; mit Hilfe der Produktregel erhélt man

o f'(x) =¢" sinx + €” cosx = €” (sinx + cosx),
o f'(x)= (Sinx + cosx) + €* (cosx — sinz) = 2€e” cosz,
f”’(x) T cosx+2e” (—sinx) =2e” (cosx — sinx),
f@(2) =2¢” (cosx —sinx) + 2e® (—sinz — cosx) = —4 e sinz und

(
O)(x) = —4e” sinz —4e” cosz = —4 ¢ (sinz + cos )

fiir alle x € R. Wegen

=0, fO=1  [O)=2  f0)=2 ud fU0)=0
ergibt sich fiir das vierte Taylorpolynom 7); von f zum Entwicklungspunkt a = 0

1(0) 2+ J/7(0) z3 f(4)<0) ot =42+ m_?’

Ty(e) = £(0) + /' (0) o+ 3 I 3

fiir alle z € R. Nach der Taylorformel gilt nun f(x) = Ty(z) + Rs(x) fiir alle
x € R, wobei es gemifl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes zu jedem

x € R ein &, zwischen a = 0 und = mit Rs(z) = % x° gibt. Fiir x # 0 erhilt
man damit

ﬂ@—nwtgmm:(ﬁm@f)l__x

i 4 ()| .
x4 x4 120 x4 120 FP&);

beim Grenziibergang x — 0 ergibt sich auch £, — 0, woraus wegen der Stetigkeit
der fiinften Ableitung f©® dann f®(¢,) — f©®)(0) = —4 folgt. Insgesamt erhiilt

man also
. f(@) = Ty(z) 0 —
;%T—;Cg%(@ 70 @))—o (—1) =0.
—0

Wir konnen also p = T wéhlen. Des weiteren gilt

1008

ot

7|
12

= ‘—4 et (sin&, + cos§$)| : <

)

uw—nmhwmm=‘

5 5 1)\
§4 6595 |Sinfx|+|COS§I| u < e% ﬁ S 86% . (2) — ﬁ
N\ —— 120 120 o<} 120 480
<e? <1 <1 a

fiir alle x € [—%, %} ; dabei geht ein, dafl die Exponentialfunktion monoton wéchst.
4.12 a) Die gegebene Funktion
f:R—=R, f(z)=exp(z)sin(x) =e" sinz,

ist als Produkt der Exponentialfunktion und des Sinus beliebig oft differen-
zierbar; mit Hilfe der Produktregel erhélt man



413 a)

o f'(x) =¢" sinx + €” cosx = €” (sinz + cosx),
o ["(x)=e"(sinx + cosx)+ e” (cosx —sinx) = 2¢e” cosx und
o f"(x)=2¢€" cosx +2€” (—sinz) = 2e” (cosz — sinx)

fiir alle x € R. Wegen
f£(0) =0, f(0)=1 und [f"(0)=2
ist das zweite Taylorpolynom 7, von f zum Entwicklungspunkt a = 0 also

f"0)

_ 2
5 xr=x+x

Ty(z) = f(0) + f(0) = +

fiir alle z € R.

Nach der Taylorformel gilt nun f(z) = Ta(x) + R3(x) fiir alle z € R, wobei
es geméf der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes zu jedem x € R
ein & zwischen a = 0 und z mit R3(z) = %ﬁ gibt. Speziell fiir alle
T € [—%,O] ergibt sich wegen & € [—%,O] zunéchst

|F7(€)] = |2¢€* (cos§ —sin&)| =2¢° - |cos & —siné] <

§2€£~(|COS§|+|SiH§|)§4~ et <4
—— =

- =
Sl Sl Sl, da§§0
und damit wegen |z| < 55 dann
"
Ta(w) — £(&)] = |~ Bala)] = | 1) 03] =
O s 4 (1Y 1 s
- QP <z (=) <= =10
¢ =5 \w) “w

Die gegebene Funktion

[N

fil-1,o[ =R, f(z)=vV1i+z=(1+2x)2,

ist als Verkettung der auf R* beliebig oft differenzierbaren Quadratwurzel als
dulerer Funktion und der linearen Funktion  — 1+ x als innerer Funktion
auf |—1; oo[ beliebig of differenzierbar, und fir alle z € |—1; oo gilt

o« fl@)=1-(1+2)%

o ) =4 (=) (+0F =i (e und
o fl@)=—1 (=) (14+2)F=2.(1+2)%
Wegen
1 1
fO)=1,  FO)=5 wd f(0)=—
ergibt sich fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungspunkt
a=0

Ty(x) = f(0) + f(0) = +

f”(O) 2 r
N
2 7 373



4.14 a)

fir alle z € |—1; oo[. Nach der Taylorformel gilt nun f(z) = Ty(z) + Rs(z)
fir alle z € |—1;00[, wobei es gemdfl der Lagrangeschen Darstellung des

Restgliedes ein &, zwischen a = 0 und x € |—1;00] mit Rs(x) = % 23
gibt. Fiir  # 0 erhélt man damit

| I L) B\ @

S0 - T = &5 Re) = - (F5E ) = 2 i)

beim Grenziibergang x — 0 ergibt sich auch &, — 0, woraus wegen der Ste-
tigkeit der dritten Ableitung f” dann f"”(&,) — f"(0) = % folgt. Insgesamt
erhélt man also

TR0 g (26 ) =0
—~—

3
—0 -8

= 0.

| w

Wir kénnen also ps = T, wihlen.

Fiir jedes z € [0, oo[ gilt nach der Taylorformel f(z) = Ty(x) + R3(z), wobei
es geméf der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein & € [0; 2] mit
R3(z) = % 23 gibt. Folglich erhilt man

1) = o) = (@) ~ Tofa)| = | Ro(o)] = [T 7] =
" 1 3 _5 1 3 1
Uy 1 (2 ) el s L
—

Die gegebene Funktion
fR=>R, f(x)=sin ([E2> ,

ist als Hintereinanderausfithrung von Sinus und der Quadratfunktion belie-
big oft differenzierbar, und unter Verwendung der Kettenregel sowie (fiir die
hoheren Ableitungen) der Produktregel ergibt sich

f(x) = cos (2°) - (22) =2 - cos (2?)
und
f'(x) =2-cos (2?) + 2z - (—sin (2?) - (22)) = 2 cos (2?) — 427 - sin (2?)
sowie (fiir die bei b) bengtigte Restglieddarstellung)

(@) = 2(—sin(z?) - (22)) — (8z-sin (z?) + 427 - (cos (27) - (22)))
= —4x-sin (332) — (8:1: - sin (332) +82° - cos (xz))

= —12x-sin (ZL’2) — 823 cos (a:Q)

fiir alle x € R. Damit ist



4.15 a)

und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f im Entwicklungs-
punkt a = 0 dann

Ty(x) = f(0) + f(0) = +

f"0) 5 _
B .732 = .272

fiir alle z € R.

Nach der Taylorformel gilt f(x) = Ty(z) + R3(z) fur alle z € R, wobei es
zu jedem T € R ein ¢ zwischen dem Entwicklungspunkt a = 0 und z mit
Ry(z) =1 ( x3 gibt; es ist damit

flz) = Ta(x) = Rs(z) = f3—(!§)x3.
Speziell fiir z € [ } gilt auch & € [ > 5} und wir erhalten in
@) -] = o)) = [LE ] = O g
= %-‘—125 sin (52) £° - cos (52)‘ |z]?
< % (12 €] - !sm (62)|+8- £)? -‘cos (52)0 |z)?
~ — ~ —— ~
s« <) = <(3)’
1 ( 1 1 ) 1 1 1 1
< 2. =148 =--1)| =o==-7--< =
2 8 8 6 \?1_8/ 6

die Behauptung.

Fiir die gegebene (als Quadrat des Cosinus beliebig oft stetig differenzier-
bare) Funktion
f:R—=R, f(xr)=-cos’x,

zeigen wir fiir alle n € N die Gestalt ihrer (2n)-ten Ableitung
O (g) = (=1)n2t (cos® z — sin® z)

mit vollstéandiger Induktion:

o fiir ,n = 1“ ergibt sich

f'(z) =2 cosx - (—sinz) = —2 cosz sinx
und
f"(x) = =2 (cosz - cosz + (—sinz) - sinz) = —2 (cos’ z — sin’ z) ,
also

fA(z) = (-1)t2x11 (cos®z — sin’z) ;



o fiir .n — n + 1° ergibt sich aus der Induktionsannahme
e (z) = (=1)n 2! (cos® z — sin® z)
zunéchst

fFE D (z) = (=1)" 22" (2 cosw - (—sinz) — 2 sinw - cosx) =

= (—=1)"2*""" (=4 cosz - sinz) = (—1)""" 2*"*! cosz - sinz
und dann die Induktionsbehauptung

D () = (—1)ntt 22t ((—sinz) - sinz + cosz - cosz) =

= (=1)" 22D (cos® 7 — sin’ 7).
Damit haben wir auch die Gestalt der (2n + 1)-ten Ableitung

fFE (2) = (=1)"™ 22+ cosa - sinw

fiir alle n € Ny ermittelt.

b) Fiir Taylorpolynom 75y von f an der Stelle g = 0 gilt

2N (k) 2N (k)
TQN(QS') _ Z f k('x(]) (ZU o $O)k _ Z fk—|(0> Zl’)k
k=0 ) k=0 '

fiir alle x € R, wobei sich geméf a) wegen cos0 = 1 und sin0 = 0

f(0) =1, falls kK = 0,
FE(0) = { fent(0) = falls £ = 2n + 1 ungerade,
f(2" 0) = (- ) 22n=1 " falls k = 2n gerade,
ergibt; insgesamt erhélt man also
N N
2n) —1)" 22n—1
Tarte) = 700+ 3 Lo 132 R o

(2n)!

n=

fir alle z € R.

c) Fir jedes N € N gilt nach der Taylorformel f(x) = Ton(x) + Roy41(x) fiir
alle x € R, speziell fiir x = % also

0) (2 2)

wobei es geméaf der Lagrangeschen Darstellung des Restglieds Ron 1 (
& zwischen g = 0 und z = % mit

. (1) B f(2N+1) (5) (1)2N+1
M 2) T N+ \2

%) ein



gibt; unter Verwendung der in a) ermittelten Gestalt von ¥+ erhilt man

insgesamt
1
Ran 11 (5)' =

7(a) ()|

f(2N+1) & (1 2N+1 B (_1)N+1 92N+1 cos¢ - siné 1 B
SN+ \2 B (2N +1)! 22N+1|
1
R . |si S
o Lo i s G
<1 <1

Somit ergibt sich etwa fiir N = 3 dann

1 1 1 11
N () <« — 2 - 91074
'f (2) 2N (2)’ S 2N+1)! 7 5040 ©

4.16 a) Die gegebene Funktion

fillool w R (@) = g

ist (als gebrochenrationale Funktion) beliebig oft stetig differenzierbar, und
fiir alle x > —1 gilt
1-(1+2)—2x-1 1

fz) = TEE BRETIE =(1+4+z)?

und damit
fl@) = (=2)-(1+2)7?
@) = (=2)(=3)- (L +a),
fP) = (=2)(=3)(—4) - (1 +2),
wodurch die Vermutung
f(z) = (=" nl (14 2)~ D fir alle neN
nahegelegt wird; diese bestétigen wir mittels vollstéandiger Induktion:

e Fiir den Induktionsanfang ,n = 1“ ergibt sich
Fla) = (1+2) 2 = ()1 (14 2) 0,

e Fiir den Induktionsschritt ,n — n 4+ 1“ erhélt man aus der Induktions-

voraussetzung
f(z) = (=) -nl- (14 2)"CFD
wegen
fo @) = (f) (@)
(=) "t nl s (—(n+1) - (1+2)~ D7)
= (=)™ tenl- (1) - (n+ 1) (14 2)" (D)

_ (_1)(n+1)71 . (TL + 1); . (1 + x)f((n+1)+1)

die Induktionsbehauptung.



b)

417 a)

Fiir den Entwicklungspunkt zy = 2 ergibt sich

2 2
I&=1575
sowie mit den in a) ermittelten Ableitungen
/ -2 1 " _3 2
f2)=(1+2) =5 und F'2) = (=2)- (1 +2) ——=;

fiir das zweite Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt xy = 2 erhalt
man damit

f//(2)

Tw2) = fQ)+ @) @-2)+2 (-2
2 1 L o
= §+§(x— )—ﬁ(ﬂﬁ— )

fir alle x > —1.

Nach der Taylorformel gilt f(z) = Tx(x;2) + R3(x; 2) fiir alle z > —1, wobei
es zu jedem x > —1 geméfl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes
R3(x;2) ein & zwischen dem Entwicklungspunkt zo = 2 und = mit

Ry(:2) = T8 (o oy

gibt; fiir alle x € [1,3] gilt |z — 2| < 1 und damit auch |§ — 2| < 1, insbe-
sondere also & > 1, und wir erhalten

£ =[6- (14O =6- 1+ <62 = 1
>
und damit
1)~ Do) = | By(a:2)] = |71 o oy =
A DL LAY
s

16

Fiir € [0, 7] betrachten wir das dritte Taylorpolynom 73 des Sinus zum
Entwicklungspunkt a = 0 und erhalten

e/ s M
sin"0 5, sin”0 g

Ts(x) = sin0+sin'0-z+ A
—sin0 —cos0 4 sino- ;
= sin0+cos0-x + S z? cos g S0 :L‘—x—.
2 6 cos0=1 6

Nach der Taylorformel gilt nun sinx = T3(x) + Ry(z), wobei es geméf der
Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein £ zwischen a = 0 und x mit

in® (¢ in¢
sin sin
Ry(z) = 4!( ) crt = 1 -t




gibt; wegen z € [0, 7] ist auch & € [0, 7], und wegen sin{ > 0 ergibt sich

: 3
sinx = Ts(x) + Ra(x) = Ts(x) + 512'5 ot > Ty(w) =0 — %
‘>0

b) Die Polynomfunktion

x
p:[T(',—i-OO[—>R, p(x):x_g,
ist differenzierbar, und fiir alle x > 7 gilt
3 22 x? 32 7
/ =1 =1 < 1= =__<9:
p) 6 2 s 2 27

damit ist p auf dem Intervall [r, +00[ monoton fallend, und fiir alle z > 7
ergibt sich

7T3

p(z) < p(m) =7 — —

<
6%2

33
T—— <
3 6 <

insbesondere also
sine > —12>p(x) =z —
4.18 Zum Nachweis der Beziehung
e —0,00015<1—2<e®  firalle |z/<0,1

bieten sich folgende Moglichkeiten an:

[e.e] Zn
e Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle z € R mit Z - = e”, so daf sich
n!

n=0
e¢] 2\ oo 2\ o0 2
e _ (=27 D) n T
¢ z:tx2 Z n! N Z n! N Z(_l) ‘ F
n=0 n=0 n=0
fiir alle € R ergibt; es handelt sich also um die alternierende Reihe
0 xQn
Z(—l)" - mit n = — >0 fiir alle n € Np.
n!
n=0

Fiir |z] < 0,1 ist die Folge (an)nen, wegen

—0

2
2n

— 0

a, = '
n! n—oo

—00



eine Nullfolge und wegen

22(n+1) 2 g2 72
an = — = = a,n .
T ) ol n+1 n+1a,>0

monoton fallend, so dafl sich in diesen Fillen die Konvergenz der alternie-

renden Reihe auch iiber das Leibnizkriterium nachweisen liele. Fiir die Folge

(Sn)nen der Partialsummen s, = Z(—l)kak ergibt sich damit, daf3
k=0
— die Teilfolge (s9m)men, monoton fallend sowie

— die Teilfolge (S21m+1)men, monoton wachsend ist;
damit gilt aber fiir die Summe s der Reihe

4
x
51 < s < 59, also 1—x2§e_x2§1—x2—|——,

woraus sich

2 5(74

—xr= _ < 1 _ 2 < —T
e 5 < r° <e
wegen |z| < 0,1 und damit z* < 0,1* = 0,0001, mithin % < 0,00015, schon

2
Y

e —0,00015<1—a22<e ™

ergibt.

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist beliebig oft differenzierbar mit
exp™ = exp und damit exp™ (0) = exp(0) = 1 fiir alle n € Ny; fiir das erste
Taylorpolynom 7} von exp mit dem Entwicklungspunkt a = 0 ergibt sich
also

Ti(z) = exp(0) +exp’(0) - z2=1+2  firalle z€eR

Nach der Taylorformel gilt exp(z) = T1(z) + Ra(2) fiir alle z € R, wobei es
zu jedem z € R geméf der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein ¢
zwischen dem Entwicklungspunkt a = 0 und 2z mit

. exp”(¢) _ e 2
RE="g T 5%
>0 B

>0

I

gibt. Fiir |z] < 0,1 betrachten wir nun z = —z?% wegen 0 < z? < 0,01 ist
—0,01 < z <0, damit auch ¢ < 0 sowie 0 < 22 < 0,0001, und es gilt

7 ¢
Ro(z2) = e}q;# 2= S0 22 <0,00005 < 0,00015.

Insgesamt erhalten wir also

e = exp(2) = Ty(2) + Ra(2) = 1 — 22 + Ry(2)



mit
1—2?<e™ <1-—2%+0,00015
und damit
e —0,00015<1—2a2<e™.
4.19 a) Die zu betrachtende Funktion
fil-Lioo[ 5 R, fla)=ze — e,

ist als Differenz und Produkt einer linearen Funktion und der Exponential-
funktion differenzierbar, und fiir alle z > —1 gilt

flley=1-e"4x-€")—e - (=1)=(1+42x)- e +e % >0
~——

damit ist f streng monoton steigend, insbesondere umkehrbar, und die Um-
kehrfunktion g = f~1 : W; — R ist wegen f'(z) # 0 fiir alle z € |—1; 00
differenzierbar.

b) Fiir a =0ist a € |—1; 0o[ mit
b=f(a)=0-¢"—e = —1, also g(—1)=f1b)=a=0,
und fiir die Ableitung der Umkehrfunktion g = f~! ergibt sich
1 1 1 1 1

T Fla) 0 (140)-ed4e0 141 2

J(== ()

Fiir das Taylorpolynom ersten Grades 717 von g um den Entwicklungspunkt
b = —1 gilt demnach

Ti(x) =g(b) +g'(b) - (x = b) =
=9(-1) +¢'(-1) - (z = (=1))

=0+

N | = ||
N | —

T
. 1) = =
(x+1) 5 T

4.20 Zu betrachten ist eine differenzierbare (mithin stetige) Funktion f: R — R mit
f0)=-=3 und 1< f(z)<2 firalle zeR.

Insbesondere ist damit die Funktion f fiir jedes b > 0 auf dem abgeschlossenen
Intervall [0,0] stetig und auf dem offenen Intervall ]0, b differenzierbar, erfiillt
also die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung; folglich
existiert ein &, € ]0, b[ mit

f() - f(0)

o =&)  baw. f(B) = f(0)=f'(&) (b= 0)

und damit

f(b)=f0)+ (&) b baw.  f(b) =3+ f(&) 0.



Demnach ergibt sich fiir b = 1 zum einen
F) = =8+ /(&) 1= -3+ f(6) < —3+2=—1<0
2
<

und fiir b = 3 zum anderen

f(3)= -3+ /(&) 3=-3+3 f(&)>-3+3-1=0;
>1

damit besitzt die auf dem abgeschlossenen Intervall [1,3] insbesondere stetige
Funktion f wegen f(1) < 0 und f(3) > 0 nach dem Nullstellensatz (mindestens)
eine Nullstelle £ € |1,3[ C |1, 3].

421 a) Fir die mit einem beliebigen Startwert zp € R durch die Rekursionsvor-
schrift x,+1 = f(z,) fir alle n € Ny definierte Folge ist

1
|Tpi1 — 2] < on |21 — 20|
fiir alle n € Ny mit vollstdndiger Induktion zu zeigen; dabei ist f : R — R
eine differenzierbare Funktion mit |f/(¢)] < 3 fiir alle £ € R.

e Fiir den Induktionsanfang ,n = 0“ gilt sogar

|£L’1—$0|:1'|.T1—I‘0|: |LL’1—JIO|.

20
e Im Induktionsschritt ,n — n + 1“ gehen wir von der Induktionsvoraus-
setzung

1
[Tar = @] < o len = o

aus. Im Falle x,,,1 = =, gilt f(z,41) = f(x,) und damit

1
(@t = Tni] = (@) = fl2a)l = 0 < oo oy = 2ol

ansonsten gibt es fiir die differenzierbare Funktion f : R — R nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein ¢ € R zwischen z,, und x,, 1,
mit

f(@n) = flzn) = [1(€) - (Tnt1 — 24)

und damit ergibt sich in

[Tny2 — Tpga| = | f(2ng1) — f2n)]

1 1
= 1] |Tns1 — zn| < 3 — |zy — x| = ol |21 —
<

i <o lz1—a0|

die Induktionsbehauptung.



b) Fiir alle n € Ny ist die Ungleichung
|z, — 20| < 2|21 — 20
zu zeigen; fiir n = 0 und n = 1 ergibt sich
|zog — x| =0 < 2|21 — 20| bzw. |z — 20| < 2|21 — 0],

und fiir n > 2 gilt

|$n—l’0| = |(xn_xn—1)+—|—($1—x0)’
S |xn_xn—1|+...+|x1—x0|
— ——
Sgaet lo1—mol <o lz1—wol
1 1
aS) 2n—1’$1_$0|+"‘+@|xl_x0|
n—1 0
- ((%) +.+(3) ) @y — 2o
1-(3)"
® 1-1 |21 — 2ol
= 2 (1-(3)") |z1 — xol
<1

< 2wy — zol;
dabei geht in (%) die geometrische Summenformel ein.

4.22 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : R — R mit f(0) = 0 und f(2) =0
sowie f(z) > 0 fiir alle z € ]0; 2[ ist die Funktion

1

9:]0;2[ = R, g(v)= @)

zu betrachten; damit ist ¢ als Quotient differenzierbarer Funktionen selbst diffe-
renzierbar, und die Ableitungsfunktion

J 02 R, gla) = —%

ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f’ ebenfalls stetig.

a) Die Funktion

0@ 00) g o £
h:]0;2[ =R, h(zx)=4q * 17 izl
g'(1), fir x =1,

ist zunéichst in allen Punkten x # 1 als Quotient von Differenzen stetiger
Funktionen stetig; dabei geht bei der Zahlerfunktion die Stetigkeit von g ein,
die sich sofort aus der vorab bemerkten Differenzierbarkeit von ¢ ergibt.

Zum Nachweis der Stetigkeit von h im Punkt 1 ist der Grenzwert

g(z) —g(1)
r—1

fir z—1

h(z) =



zu betrachten; da g im Punkt 1 stetig ist, handelt es sich hierbei um einen
Grenzwert vom Typ ,,0“, und mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital erhélt
man

—a(1 /

lim h(x) = limM = lim glz) = ¢'(1),

z—1 =1 x—1 N L )
wobei in (x) die vorab bemerkte Stetigkeit von ¢’ im Punkt 1 eingeht.
Damit ist h insgesamt eine stetige Funktion.
Wir zeigen zunéchst, dal die in a) betrachtete Hilfsfunktion h jeden Wert
g € R annimmt, und folgern dann daraus, dafi auch die Ableitung ¢’ von g
diese Eigenschaft besitzt; sei dazu ¢ € R beliebig vorgegeben.

Wegen der Stetigkeit der Funktion f gilt

lim f(z) = f(0) =0 und lim f(z) = f(2) =0,

z—0+ T—2—

woraus sich wegen f(z) > 0 fiir alle € |0;2[ dann

ergibt; damit ist aber zum einen

—+00
1
lim A(x) = lim 9(x) = 9(1) = —00
x—0+ x—0+ x—1
—
——1
und zum anderen
—+00
——
lim A(x) = lim 9(x) =9(1) _ = 400.
T—2— T—2— x—1
——
—41
Wegen lir(r)1+h(x) = —oo gibt es ein a € |0;1[ mit h(a) < ¢, und wegen
z—

1ir£1 h(x) = +oo gibt es ein b € |1;2[ mit h(b) > ¢; damit existiert fiir die
T—2—

nach a) stetige Funktion h nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a;b] C ]0; 2|
mit h(§) = ¢, und wir treffen (hinsichtlich der Lage von &) die folgende
Fallunterscheidung;:

e Im Falle £ € ]0; 1] ist
9(6) —g(1)
§-1 7

und der Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die differenzierbare
Funktion ¢ auf dem Intervall [¢; 1] liefert ein (€ |&; 1] C ]0; 2[ mit

9(§) —g(1)
-1

q=n(§) =

g'(xo) = =9



e Im Falle £ =1 ist
g =h(1)=4g'(1),
und wir kénnen xy = 1 wéhlen.
e Im Falle £ € ]1;2[ ist

9(§) —9(1)

{-1 7
und der Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die differenzierbare
Funktion g auf dem Intervall [1;£] liefert ein xy € |1;£[ C |0; 2[ mit

q="h(§) =

Damit gibt es stets ein x¢ € ]0;2[ mit ¢'(z0) = q.

4.23 Auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] mit a < b ist die differenzierbare
Funktion f : I — R mit f(a) = 0 sowie die stetige Funktion w : I — R mit
0 < f'(x) < w(zx) fir alle x € I zu betrachten.

a) Fir xz = aist f(a) = 0, und fir € ]a,b] existiert fiir die Einschrinkung
flja,z) der als differenzierbar vorausgesetzten Funktion f nach dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung ein & € [a, x| C I mit

N (R (OB ()

T —a fla)=0 T —a’

woraus wegen x — a > 0 dann f(x) > 0 folgt.
b) Da f: I — R als differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, ist

g: 1 =R, g(x)=w(z)- f(z),

als Produkt stetiger Funktionen selbst stetig; damit ist ihre Integralfunktion

G:I—>R, G(x):/xg(t)dt:/xw(t)f(t)dt,

a

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar
mit
G'(z) = g(z) = w(z) - f(z)

fiir alle x € I. Desweiteren ist mit der Funktion f auch ihr Quadrat

¢:1—=R, qlz) = f*(z) = (f(2))",

differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt

fiir alle x € I. SchlieBlich ist die gegebene Funktion

T

H:I—-R, H(z) :2-/w(t)f(t) dt — f*(x),

a



als Linearkombination der beiden differenzierbaren Funktionen G und g
selbst differenzierbar, und fiir alle z € I gilt

H'(2) =2 w(w) flo) = 2f(x)  f(2) =2 (w(z) - f(2)) flz) =0;
>0, da f/(z)<w(z) >0 nach a)

folglich ist die auf dem Intervall I definierte Funktion H monoton steigend.

4.24 Wir haben zu zeigen, dafl die Funktion

hilab] = R, h(z)=(f(z))" - (9(x))*,

auf ]a; b konstant ist und dort stets den Wert 1 annimmt. Da nach Voraussetzung
f und g auf [a;b] stetig und auf ]a; b] differenzierbar sind, ist h als Differenz der
Quadrate von f und g ebenfalls auf [a; b] stetig und auf |a; b[ differenzierbar, und
fiir alle = € ]a; b[ gilt unter Verwendung der Kettenregel

W) =2f(@) {'(@) ~29(0) g (a) = 2 f(2) ga) = 29(x) £ () = 0.
—g(2) —f(a)

Folglich ist h auf ]a;b| konstant, es gibt also ein ¢ € R mit h(z) = ¢ fiir alle
x € |a; b[. Wegen der Stetigkeit von h im Punkt a ergibt sich

c= Jim hw) = ha) = ({(a))* ~ (gla)? =1* =0 =1

Damit gilt (f(z))? — (g(z))* = h(x) = 1 fiir alle € a; b[.

4.25 Die Funktion g ist als Quotient differenzierbarer Funktionen selbst differenzierbar,
und mit Hilfe der Quotientenregel erhélt man

(r—a)-f(z) = (fx) = fla))-1 1 . <f’(:c) G —f(a)>

g(z) = (x —a)? Cx— r—a

fir alle z € Ja;b[; wir zeigen im folgenden ¢'(z) > 0 fiir alle z € Ja;b[. Dazu
wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion f auf
dem Intervall [a; z] an und erhalten ein £ € |a; z[ mit

f(@) = f(a)

T —a

f'(€) =

Aus a < € < z folgt zum einen x — a > 0 und zum anderen auch f'(§) < f'(x),
also f'(x) — f'(§) > 0; dabei geht ein, da8 f’ nach Voraussetzung streng monoton
wachsend ist. Insgesamt ergibt sich also

T —a Tr—a

J(x)= -(f’(w)—f(x)_ﬂa)): L (@) - Fe) > o.
>0

Damit ist aber g streng monoton wachsend.



4.26 Wegen
0> f(0) = lim F =1O) _ lf(h)

h—0+ h h—0+ h

gibt es ein h € ]0;1[ mit + f(h) < 0, also f(h) < 0. Nun laBt sich auf zweierlei
Art argumentieren:

e Da f als differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, gibt es wegen
f(h) <0 < f(1) nach dem Nullstellensatz eine Zwischenstelle £ € |h; 1[ mit
f(&) = 0; der Satz von Rolle liefert dann zwischen den Nullstellen 0 und &
der Funktion f eine Nullstelle zy € ]0; ¢[ ihrer Ableitung f’, also f'(xg) = 0.

e Die Einschrénkung flj) der differenzierbaren Funktion f auf das abge-
schlossene Intervall [0;1] ist insbesondere stetig, und nach dem Satz von
Weierstraf gibt es ein globales Minimum x¢ von f|j,1). Wegen f(h) < 0
ist f(xo) < f(h) < 0 und damit =y € ]0;1[. Folglich gilt fiir das lokale
Extremum zy von f|,;) im Innern des Definitionsintervalls f'(x) = 0.

4.27 Da die beiden Funktionen f, g : [a,b] — R stetig und auf ]a, b differenzierbar
sind, ist auch ihre Differenz

h: [a’ b] - R, h($) = g(:v) - f(ZU),

stetig und auf ]a, b] differenzierbar, und wegen f(a) < g(a) sowie f'(z) < ¢'(z)
tiir alle x € ]a, 0] gilt

sowie
W(x) =g'(x) = f'(x) 2 0
fiir alle x € ]a,b[. Da f(a) < g(a) bereits nach Voraussetzung gilt, sei « € ]a, b];

wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion A auf
dem Intervall [a, z] an und erhalten ein £ € |a, z[ mit

h(x) — h(a) = w (x —a) >0, also  h(z) > h(a) >0

und damit f(x) < g(z).
4.28 Fiir das erste Taylorpolynom T} der gegebenen Funktion f : R — R mit f(0) =0
und f’(0) = 0 im Entwicklungspunkt a = 0 gilt
Ti(z) = f(0)+ f(0) 2 =0+4+0-2=0
fiir alle z € R, so daB sich nach der Taylorformel
f(x) = Ti(x) + Ra(x) = Ra(x)

fiir alle z € R ergibt.

Geméf der Voraussetzung ist f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, so
daf} ihre zweite Ableitung f” noch stetig und damit nach dem Satz von Weierstrafl
auf dem abgeschlossenen Intervall [—1,1] beschrinkt ist; folglich gibt es eine
Konstante C' € R mit |f”(z)| < C fiir alle x € [-1, 1].



Fiir jedes z € [—1,1] gibt es nun gemédfl der Lagrangeschen Darstellung des

Restgliedes ein £ zwischen a = 0 und z mit Ry(z) = % 2?%; insbesondere gilt

also ¢ € [—1,1] und damit |f”(§)| < C, und wir erhalten

"(€) o _ L")
Tor 2

1£(2)] = | Ra(z)| = — g <C

| <




