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3.1 In Abhéngigkeit vom Parameter m € R ist die Funktion

fi <0
fmi]—00,27[ 5 R, fulx) =4 0 =D
LST fijy g > 0,

zu betrachten.

a) Fiir die Stetigkeit der Funktion f,, an der Stelle xy = 0 ist

lim f(z) = fim(0) = lim fo,(z)

z—0— r—0+

zu zeigen; dabei ist f,,(0) = m - 0 = 0 sowie der linksseitige Grenzwert

lim f.(z) = lim mx=m-0=0,

lim z) = lim =
x—0+ fm( ) >0 z—0+ 1 —cosxy O
. 1l—cosz g ,. sinz sin 0 0
= lim —— = Ilim = =-=0,
=0+ sinx L0« a=0+ COST (#) cos0 1

wobei sowohl bei () als auch fiir ,,%“ bei der Anwendung der Regel von de

I’Hospital die Stetigkeit von Sinus und Cosinus an der Stelle xy = 0 eingeht.
Folglich ist die Funktion f,, fiir jedes m € R an der Stelle xy = 0 stetig.
b) Fiir jedes m < 0 ist
fm (J=00,27[) = [0, 00
zu zeigen. Fiir ,C* sei x € |—o0, 27[, und es gilt:

e im Falle x <0 ist



e im Falle x > 0 wenden wir zunéchst den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung auf die differenzierbare Funktion sin |[07I] an und erhalten

sinx —sin0) = sin’¢ -(z—0 fiir ein 0,z
sin () £ - ( ) §£€10,z[,
=0 =cos£<1 =z>0

woraus sinx < x und wegen cosz < 1 damit

>0
2 .
T —sinz
=— >
Jm(2) [ 0, also  fi(z) € [0, 00/,
>0

folgt.

Fiir ,2“ sei y € [0,00[, und es ist f,,(0) = 0 < y; des weiteren gilt unter
Verwendung der Stetigkeit von Sinus und Cosinus an der Stelle 27 aber
—2m—sin(27)=2m
——
T —sinx

Jm(r) = ———— — Ho00,
1 —cosz T—2m—
——

—1—cos(2m)=0+

so daf es ein b € |0, 27[ mit f,,(b) > y gibt. Da nun die Funktion f,|j an
der Stelle zp = 0 geméf a) sowie auf ]0,b] als Quotient stetiger Funktionen
stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € [0, b] mit f,,({) = v,
insbesondere ist also y € f,, (]—00, 27).

Fir m = % ist die Differenzierbarkeit von f,, an der Stelle xy = 0 nachzu-

weisen; dafiir ist zu zeigen, dal der Grenzwert des Differenzenquotienten

= — 7 fur z—0
z—0 fm(0)=0

im eigentlichen Sinne existiert. Fiir den linksseitigen Grenzwert gilt

. fm(2) . mzx ) 1
lim —— = lim — = lim m=m = —,
z—=0— <0 z—0— I z—0— 3

und fiir den rechtsseitigen Grenzwert ergibt sich

. fm(2) _ r—sinx pu
lim = lim ——— =
a0+ T 2>0 20+ x (1 —cosx) 0«
. 1 —cosz L'H . sin
= lim lim =

Sio ||

€<
s

=0+ (1 — cosz) + rsinx 2—0+ sinx + (sinz + z cos )

sin x . COS T
lim

= lim : =
=0+ 2cosx + (cosz — rsinx)

=0+ 28N T + £ CoS T

olo

cos T cos 0 1

= lim - = - =
=0+ 3cosx —xsinz  (x) 3cos0—0-sin0 3-—-0

1-
3’

~

dabei geht sowohl bei (x) als auch fiir ,,g“ bei der Anwendung der Regel von

de ’'Hospital die Stetigkeit von Sinus und Cosinus an der Stelle g = 0 ein.



Zusammenfassend existiert demnach der Differentialquotient

m - mo . m 1

von f,, in xg = 0, und die Funktion f,, ist in o = 0 differenzierbar.

3.2 a) Eine Funktion f : R — R heift stetig (auf ganz R), wenn f in jedem Punkt
xo € R stetig ist, also

lim f(z) = f(zo) = lim f(z)

T—T0— T—T0+

fiir jedes zyp € R gilt. Fiir die in Abhéngigkeit von einem Parameter a € R
gegebene Funktion

exp (%) , fir xz #£0,

a, fir x = 0,

f:R—R, f(x):{

ergibt sich fiir den rechtsseitigen Grenzwert von f(z) an der Stelle 2y = 0

1
f(z) 250 exp( T ) 20+ +00;
~~
—+00

damit ist f, unabhéngig von der Wahl von a, an der Stelle xq = 0 unstetig.

b

b) Geméif der Definition der allgemeinen Potenz a” = exp (blna) fir alle a > 0

und b € R ergibt sich fiir die gegebene Funktion
f:]0;00[ =R, f(x)=2""=exp(Inz-Inz) = exp ((lnx)Q) ;

damit ist f als Verkettung der Exponentialfunktion, der Quadratfunktion
und des natiirlichen Logarithmus differenzierbar, und fiir alle x > 0 ergibt
sich nach der Kettenregel

f'(z) = exp (Inz)?) - (2 Inz- l)

T
mit

2
fl(z) =0 <~ exp((lnx)2)~ — ‘lnz=0 <= lher=0 < =1,
<

>0 >0

folglich besitzt die Ableitung f’ genau eine Nullstelle, ndmlich = = 1.

3.3 Gemif der Definition der allgemeinen Potenz a® = ¢ fiir allea > O und b € R
ergibt sich fiir die gegebene Funktion

f . ]0, OO[ — R, f(ZL') — CCsinx — esinaylna:;
dementsprechend betrachten wir auch die Funktion

g:]0;00[ = R, g(x)=sinz-Inaz.



a) Wegen
lim sinz = 0+ und lim Inz = -0
z—0+ z—0+4+
ist der Grenzwert der Funktion
g(x) =sinz-Inx fir = — 0+

vom Typ ,,(0+) - (—o0)“, so daB sich iiber die Umformung

Inx
g(x) =sinz -Inzx = ——— fir x — 0+
(sinx)
ein Grenzwert vom Typ ,, 222 ergibt; eine zweifache Anwendung der Regel

von de ’'Hospital liefert dann

Inx L’H
lim g(z) = lim (sinz-Inz)= lim —— =
x—0+ z—0+ x—0+ (Sin l’) N %z «
1 .9
. = . SN0 L’H
= lim z = lim —

20+ (1) (sinz) *-cosay @0+ —TCOST 0

, 2sinz - cosx 2-0-1 0
= lim _ = =— =0.
=0+ — (cosx —xsinz) —(1-0-0) —1

Unter Verwendung der Stetigkeit der Exponentialfunktion erhélt man damit

lim f(z) = lim e9® = eMmao0+9(@) — o0 —
z—0+ z—0+

so daf

~ ~ ¥ fiir v > 0,
f0500[ 2 R, flz) = )
1, fiir z = 0,

eine stetige Fortsetzung der gegebenen Funktion f ist.

b) Die gegebene Funktion f ist als Komposition der Exponentialfunktion und
der als Produkt des Sinus und des natiirlichen Logarithmus differenzierbaren
Funktion g selbst differenzierbar, und fiir alle 2 € ]0; 00| gilt

. 1
fl(x) =@ . g/ () = 5. (cosx ‘Inz +sinx - ;) :

Wegen
. sinx H .. COS &
lim = lim =1
=0+ I ”%u x—0+ 1

ergibt sich damit

. ) : sin &
lim f'(x) = lim ( 2™ ( cosz-Inz + = —00.
x—0+ =0+ \ S~~~ S~~~
—1




c) Wegen der Stetigkeit der Fortsetzung fim Punkt a = 0 ergibt sich
— (0
L F@) = (0)

o fl@) -1 wn ()
= lim ——— = lim —*% = —ox;
z—0+ x—0 z—=0+ x —0 ”%“ z—0+ 1 )

damit existiert der Differentialquotient von f im Punkt ¢ = 0 nur im un-
eigentlichen Sinne, mithin ist f in @ = 0 nicht differenzierbar.
3.4 Die gegebene Funktion

=~ fiir x <0,
xT

F ROR f(m):{x—l—ﬁ-sinl

e’ —1, fiir x > 0,
ist zunéchst fiir alle x # 0 als Summe, Produkt und Verkettung differenzierbarer
Funktionen differenzierbar; dabei gilt

1 1
flx)=1+ <2x-sin;+x2-cos—- (

1 1 1
——2)> =1+2x-sin— — cos —
x x
fir alle z < 0 sowie f'(z) = ¢€” fiir alle z > 0.

X T

Zum Nachweis der Differenzierbarkeit von f an der Stelle 0 betrachten wir das
Grenzverhalten des Differenzenquotienten: der rechtsseitige Grenzwert

— f(0 r—1
lim —f(a:) /(0) — lim &~
r—0+ x—0

x—0+ x

ergibt sich unter Verwendung der Stetigkeit der Exponentialfunktion direkt mit
Hilfe der Regel von de I’'Hospital; fiir den linksseitigen Grenzwert gilt dann
f@) -~ 1)

x—0

x—i—xQ-sin%

T
, 1‘

x-sin—|=|z|-
T

woraus sich unter Verwendung des Schrankenlemmas

S (%ﬁ@ B 1) =0 baw

1
—1‘:‘(1+x-sin—)—1‘:
T

1
sin—‘ < |z| — 0,
€T x—0

——

<1

O RO
r—0— x—0
ergibt. Insgesamt ist f differenzierbar mit
1+2x-sin% —COS%, fiir x < 0,
ff"R-=R, fl(x)=<1, fiir x = 0,
e’, fiir x > 0.
Zum Nachweis, dafl die Ableitung f’ im Punkt x = 0 unstetig ist, betrachten wir
die Folge (an)nen in Dy mit
1

Ay, = ——— fiir alle n € N;
2nm



damit ist lim a, = 0, aber

fllan) =1+

n—oo

: _ . /
gy §1n(—v2n7rl—gos(—2n7rl—0 —_ 0#1=f'(0).
=0

~~
=1

Damit ist f’ unstetig im Punkt = 0, insbesondere also f nicht stetig differen-
zierbar.

3.5 a)

Zu betrachten ist die Funktion

1 .
rcos, fiirz#0,

JR=R, f<$):{0 fir x = 0.

Fiir alle x # 0 gilt

1 1
_ — 20| = x| - i
|f(z) — f(0) T cos — 0‘ || cosx‘ < || — 0,
——
<1

woraus sich mit dem Schrankenlemma in

[f(z) = fO)] — 0 bzw.  lim f(z) = f(0)
z—0 z—0
die Stetigkeit von f im Punkt a = 0 ergibt. Als Differenzenquotient von f
im Punkt a = 0 ergibt sich
f(z) — £(0) xcos%—O_:vcos%

= = =cos— mit x # 0;
x—0 x—0 T T 7

zum einen ist (x,)pey mit x, = ﬁ fiir alle n € N eine Nullfolge mit

. 1 .
lim cos — = lim cos(2nm) =1,
n—o00 T TN 00 e’
=1

zum anderen ist (Y, )neny Mit ¥, = 5 W fiir alle n € N eine Nullfolge mit

(2n+1

1
lim cos — = lim cos((2n + 1)m) = —1,
="1

so dafl dieser Differenzenquotient fiir x — 0 keinen Grenzwert besitzt. Folg-
lich ist f im Punkt a = 0 nicht differenzierbar.

Zu betrachten ist die Funktion
2 Lo fi 0

g RSR, g(z)= rcos ;, fiirz #0,

0, fir z = 0.

Als Differenzenquotient von g im Punkt a = 0 ergibt sich

— (0 2cosi —0  z%cosi 1
g(x) g():x cos ¢ :x Cosxzxcos—:f(x) mit x %0,
x—0 x—0 x x




und unter Verwendung von a) erhélt man die Existenz des Grenzwerts

o g(z) —g(0) e

tim 2290 _ iy 5(0) = 70) = 0
im eigentlichen Sinne; folglich ist ¢ im Punkt a = 0 differenzierbar und
damit insbesondere auch stetig.

3.6 a) Die gegebene Funktion

2 1 ..
rsin , fiir x # 0,

f-L1]—>R—=R, f(x):{() fiir 2 — 0

ist zunéchst in allen Punkten x # 0 als Produkt einer quadratischen Funk-
tion und der Verkettung des Sinus und einer gebrochenrationalen Funktion
differenzierbar mit

1 1 2
/ . . 9
fl(x) = 2q:-s1np—|-g; .<COSE.(_E>)

o1 2 1
= 2.q:sm—2 — —COS —;
T x x

fiir x = 0 und h # 0 ergibt sich ferner

f(x+h)—f(ff)_f(h)—f(o)_hQSin%—O_hsmi
h n h a h a h?
mit
hsin | = |A| - |sin —| < [B] — 0
Slnm = . Sll’lﬁ ~ bt )
<1

so dafl f auch im Punkt x = 0 wegen

() — pim FEHE D @) 1
o= e =0

differenzierbar ist. Wir erhalten damit insgesamt die Ableitung

. 1 2 1 .
2xsin 5 — ~cos =z, fiirx #0,

f —1,1] = R, f/(x) = {0 fiir z = 0.

b) Fiir alle n € N ist 2nm > 1 und damit v/2n7 > 1, so da8 sich fiir

1
\V2nm

insbesondere also z,, € [—1, 1] ergibt; dabei gilt

Ty = dann O0<z, <1,

1 2 1
/ .
L) = 2z, -sin— — — - cos —
fi(zy) T, - sin 2o oS e
2
= -sin(2nm) —2v2nm - cos(2nm) = —2V2nw — —00;
\V/ INTT N N—— n—00
-0 -1

damit ist die Funktion f” nicht beschrankt.



3.7 a) Die gegebene Funktion

z?sin (In|z|), firz #0,

fRoR, f<x>:{0 firz =0

ist zunéchst in allen Punkten x # 0 als Produkt einer quadratischen Funk-
tion und der Verkettung des Sinus und des Logarithmus differenzierbar mit

f'(x) = 2gs-sin(1n|x|)+x2.(Cos(ln|x|).l)

T
= 2zsin(In|z|) + zcos(In|z|);

fiir x = 0 und h # 0 ergibt sich ferner

floh) = f@) _ f) = £0) _ Wsin(nlh)—0 _
- = ; = - = hsin (In|hl)

mit
|hsin (In |h]) | = |h| - |sin (In |A[)| < || — 0,
—_———— h—0
<1

so dafl f auch im Punkt x = 0 wegen

h—0 h

= lim Asin (In|h|) =0
h—0
differenzierbar ist. Die Ableitung

FIROR, flr) = 2zsin (In|z|) + zcos (In|z|), furz #0,

0, fiir z = 0,
ist zunéchst in allen Punkten = # 0 als Summe von Produkten linearer Funk-
tionen und den Verkettungen des Sinus bzw. Cosinus mit dem Logarithmus
stetig; wegen

() = f(0)]

o | 2z sin (In |z]) + 2 cos (Inz])) | <

=0
< 2|z| - |sin (In|z])| +|z| - [cos (In|z|)| < 3]z — 0
N——— —— z—0

|

<1 <1
gilt

. / Y
so daf} f/ auch im Punkt O stetig ist. Folglich ist f’ stetig und damit f stetig
differenzierbar.

b) Fiir x > 0 gilt

2% sin (Inx) =0

f(x)=0
sin(lnz) =0
Inz =km firein k € Z

z = e fiir ein k € Z;

1111



wegen ef1™ £ eF2™ fiir alle k; # ko besitzt damit f unendlich viele positive
Nullstellen, nédmlich e*™ mit k € Z. Dabei gilt

e e)0,1] &= <1 <= kr <l = k<0

sowie
e ell,o0] <= " >1 <= kr>Inl = k>0,

so dafl in |0, 1] und ]1, oo[ jeweils unendliche viele Nullstellen von f liegen.

3.8 Zu betrachten ist die abschnittsweise definierte Funktion

1 falls L < 1 g tn >0
F-L1[ =R, flz)=dn alsy S lal <5 firn € Nmitn 22,
0, fallsz=0.

a) Fiir den Graphen von f ergibt sich die folgende Skizze:

Ya
. . 1] . .
. 1 .
o—o 1l ——o0
: Gy
o—e 1T *—O
o—e T —O
O-e. -+ -0
} } } —— I — } } }
T T T T LI T T T
1 1 1 111 1 1
-1 -3 31 0 651 3 2 1z

b) Firallexz € |-1,1[mit z # 0 gibt eseinn € Nmitn > 2und = < |z < L,
und nach Definition von f ergibt sich

flx)=121>0, also |f(z)] =

n

3=

< lzf,
und wegen

[f(@) = FO)] = [f(z) = O] = [f(2)] < [z — 0O
folgt mit Hilfe des Schrankenlemmas

[f(@) = fO)f — 0 baw.  f(z) — f(0);

z—0 x—0

damit ist f an der Stelle a = 0 stetig.

c) Wir betrachten den Differenzenquotienten von f an der Stelle @ = 0 und

erhalten
f@) = JO) _ f@) =0 _ @) e w e ]—1, 1] mit 2 # 0;
z—0 z—0 T

damit gilt fiir die Folge (ay,)n>2 mit a,, = % wegen f(a,) = % zum einen

f(a,) — £(0) _ f(ay)

=1 — 1
a, — 0 ay,

n—o0

SI=]3 =



sowie fiir die Folge (by),>2 mit b, = —% wegen f(b,) = £ zum anderen

f(bz) - é”<0> _ f<bbn> _ __ S

3=

Folglich besitzt der Differenzenquotient von f an der Stelle a = 0 keinen
Grenzwert fiir  — 0, so dafl f an der Stelle a = 0 nicht differenzierbar ist.

3.9 Fiir alle z € |0, 7[ gilt

sin x

x>0 und sinz >0, also > 0,

X

b

und geméf der Definition der allgemeinen Potenz a” = exp(blna) fiir alle a > 0

und b € R ergibt sich

sin ) =2 3 sinx 3 (In(sinz) — Inx)
=exp | —n = exp 5 ,
x x x x

und wir betrachten zunéchst den Grenzwert der inneren Funktion fiir x — 0+;
dabei fliet mehrfach die Stetigkeit von Sinus und Cosinus an der Stelle 0 ein. Es
ist

. sinx pm ,  cosx _
lim = lim = lim cosx =cos0 =1,
z—0+ X %“ z—0+ 1 z—0+

”

also

lim 3(In(sinz) —Inz) =3 lim In (smx) = 3:-In1=0,
x—0+ x—0+ x In stetig

—1

und durch mehrfache Anwendung der Regel von de L’Hospital ergibt sich

lim % n sinz lim 3 (In(sin x2) —Inx)

z—0+ 2 T r—0+ T
LH Lo (o2 1) _ lim 3 (zcosz — sinx)
06 a0+ 2x 20+ 222sinx
LH 3 ((cosz — xsinz) — cosx)

06 2=0+  2(2z sinx + 2% cosx)

) —3zsinx . —3sinx
= hm - = llm ;
=0+ 2x (2sinz + xcosxz)  2—0+ 2(2s8inx + x cos )
LH . —3cosx

E— 1m .
, Q¢ @=0+ 2 (2cosw + (cosw — wsinw))
. —3coszx —3cos0 1
= lim - = - = ;
=0+ 6cosx — 2xsinx 6cos0O—2-0-sin0 2

die Stetigkeit der Exponentialfunktion an der Stelle —% liefert schliellich

3

! sinz \ =2 . 3 | sinx 1 1
im = lim exp | —In =exp| —=) = —.
z—0+ xX r—04+ b xQ x P 2 \/E




Wegen

3
. sinx \ = . sin(—x) \ (-2?2
lim = lim ) =
r—0— €T r—0+ —
3

. —sinx \ «? . sinx \ =2 1
= lim = lim = —
z—0+ —X z—0+ €T \/E
3

, (sin(az)) 2]
lim = —.
x—0 x \/E

3.10 a) Mit der Stetigkeit des Cosinus (an der Stelle 0) und des natiirlichen Loga-
rithmus (an der Stelle 1) gilt

m‘w

ergibt sich insgesamt

ln( cost ) — In1=0 sowie 2 — 0,
~~ t—0 t—0
—cos 0=1

und mit der Regel von de I’'Hospital ergibt sich damit

—sint .
lim ln(COSZf) L'H lim ost _ _1. - sin ¢ L'H
t—0 2 Q¢ 120 2t 2 t=0tcost 0«
cost 1 1 1

m— = —« — = ;
2 t—0cost—tsint 2 1-0-0 2

dabei geht die Stetigkeit von Sinus und Cosinus (an der Stelle 0) ein.

b) Geméif der Definition der allgemeinen Potenz

a” = exp(blna)  firalle a€R" und b€R

(cos %)n = exp (n -In (cos %))

ergibt sich

mit ( . )
1 In ( cos —=
n-In (cos —) = 1—‘[ fiir alle n € N.
Vi (%)
1
Wegen lim — = 0 erhélt man mit Hilfe von a) insbesondere
n—o00 v/M
1 In cosin 1 ¢ 1
lim n - In (cos —> = lim % = Pn%@ =3

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion (an der Stelle —%) dann

; L\, | 1)) 1\ 1
nl—>Holo COS\/ﬁ _n1—>Hc}o eXp | n-in COS\/H = exXp 5 = \/é

folgt.



311 a)

Gegeben ist die Folge (ay)nen mit

_on
C2n+1

n
an, = b, + ¢, fir b, und ¢, = 3 fir alle n € N;
fiir beide Summanden ergibt sich bei n — oo jeweils ein Grenzwert vom
Typ , 2% fiir die entsprechenden Funktionengrenzwerte erhalten wir mit
Hilfe der Regel von de I’'Hospital

x v .. 1 1 . ) 1
im = lim - = -, insbesondere also  lim b, = —,
z—=00 21 + 1 ,,%“ z—00 2 2 n—o00 2
sowie
. T LH . 1 . :
lIim — = 1 =0, insbesondere also  lim ¢, =0,
z—00 3% » 2 w00 321In3 n—00

und insgesamt ergibt sich damit

1 1
lim a, = lim (b, +¢,) = lim b, + lim ¢, = = 4+ 0= —.
n—00 n—00 n—oo n—o00 2 2

Fiir die auf ihr Verhalten bei z — 2 zu untersuchende Funktion

22 —\6+5x

felloo o R, flr) = T

betrachten wir die jeweils differenzierbaren (Ziahler— und Nenner—)Funk-
tionen g : ]1,00[ = R und h : |1, 00] — R mit

g(z) =2 —V6+5zx und h(z) = In(x — 1);
dabei ergibt sich

5 1
/ :2 _—— d h/ — 0
glz) =2z - e (@)=——#

fiir alle x > 1, und des weiteren gilt

g@) =2 — V6152 “%jg 2 615 2=4-vVI6=4—-4=0
T

und | .
hz)=Inz—-1) 5% n(2—1)=In1=0.

T—2

Da nun der Grenzwert

5 5 5
g(x) _ 2%~ ores voseie 22" ams _dTam o, 527
h'(z) L w2 = 1 8 8

existiert, existiert nach der Regel von de I’'Hospital auch der Grenzwert von

% fir x — 2, und es gilt




3.12 Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion sowie der trigonometrischen
Funktionen Sinus und Cosinus gilt

lim e* =¢” =1 und lime®=¢"=1
x—0 x—0
sowie
lim sinz =sin0 =0 und lim cosz = cos(0 =1,
—0 z—0

so daf} eine zweimalige Anwendung der Regel von de I’Hospital

. ef4+e =2 pp . e—e® yp . e+e ¥ 141
hm— = m -——- = hm = =

20 1 —cosz 0« 2=0 sinx 0« 220 cosw 1

2

ergibt. Des weiteren gilt

2 1
22 cos (x) oz -(mcosl)

sinz  sinz T
fir alle z € R\ (Z- ), so daBl wir das Grenzverhalten fiir x — 0 der beiden

Faktoren
”C (e )
- und T COS —
sin x T

getrennt untersuchen konnen. Zum einen liefert die Regel von de 1’'Hospital

. xr L’H ,. 1 1 1
lim — = lim = =-=1,
=0 sinz 0« -0 COST cosO 1

zum anderen ergibt sich wegen

1 1
xcos—‘ = |z|- COS—' <lz|] — 0,
x T z—0
——
<1

unter Verwendung des Schrankenlemmas

) 1
lim <x CoSs —) =0.
x—0 €T

Insgesamt erhélt man also

2 Log (1

1
wz(lim _x >-<lim mcos—):1~0:0.
z—0 SINXT x—0 xT

3.13 a) Wegen der Stetigkeit von Sinus und Cosinus an der Stelle a = 0 gilt

lim -
z—0  sinz

limsinz =sin0 =0 und lim sin(z?) = sin0 = 0
z—0 z—0
sowle
lim cosx = cos0 =1 und lim cos(z?) = cos 0 = 1;

x—0 z—0



I —sin(2?) - 2@
=0 x3sinx %«

damit ergibt sich durch dreimalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital
. cos(z?)—1 pm

lim -

=0 3x?sinx 4 23 cosx

—2sin(xz?)
z—0 3xsinx + x2cosx
L'H

0«
»Q

—2 (cos(z?) - 2x)
=0 (3sinz + 3z cosx) + (2z cosx — z? sinx)
= im

—4cos(z?) - x
z—03sinz +5xcosx — x?sinx

g
s

Sie ||

—4(—sin(2?) - 2z) - © — 4 cos(z?)

=03 cosx + 5 (cosx — xsinz) — (2xsinz + 22 cos x)
lim

8sin(z?) - 2% — 4 cos(z?)

=0 8cosT — 7Txsinx — 2 cosx

8sin(0?) - 0% — 4 cos(0?)
8cos0—7-0sin0— 02cos0
b) Fiir alle @ > 0 ist die Funktion

0—-4

_ 1
8§—0+0 2
sin x
a - R ]Ra a = N 5
J ~ Jo(®) a+ (sinz)?
wegen
sin(—x)

T a+t (sin(—x))? B

sinx (@)

= — = —Ja T

a+ (—sinz)? a+ (sinz)?

fir alle z € R ungerade; dementsprechend ist ihr Graph Gy, punktsymme-

trisch zum Ursprung. Fiir das bestimmte Integral von f, iiber das symme-
trisch zum Ursprung liegende Intervall [—7, 7] gilt demnach

/ﬂ sin(z)

dz = 0.
_r @+ sin(x)? *
3.14 Wir betrachten die gebrochenrationale Funktion

3r —3
p:10,3[ >R, p(z) =7 —
mit

3 — a2’

3r—3 2z + (x — 3)
ﬂ-c :7T-
z-(3—x)

20 — (3 —x)

=T —— =
z-(3—x) z-(3—x)

_ 2x 33—z . 2

B r-3—z) x-(3-2))

fur alle z € ]0, 3[, insbesondere also

3—x_é)
90(1)=7T-( E—.

2 1\ 37
3—1_I>_0 und we)_ﬁ'Cy—z_?>_7?



die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar, und fiir alle = € ]0, 3] gilt

Ya) = = (—ﬁ S(=1) — (_%)) _

- 2 aN__ (L, 2
-7 (3—x)2 a2 T\ T2 —6r+9)

Fiir das zu berechnende Integral ergibt sich mit der Substitutionsregel (x) im
Hinblick auf die Stetigkeit des Cosinus

/2 3z —3 L 2 p
Cos N=+——"——)dzr=
1 "3z — a2 x?  x?2—6x+9

- / cos (p(a)) - A g = L. / cos () - (a) do =

1 ©(2) 1 El 1 2
:—-/ cosudu:—-/ cosudu = — - {sinu} =
T Je) T Jo Q 0
1
T

= % (sm%ﬂ —sinO) == ((-1)—0) = -1

s
3.15 a) GemiB der Definition der allgemeinen Potenz a® = e®™™¢ fiir ¢ € R™ und
beRist
f(l’) — 2% = 6:L"ln:):

fiir alle x € R™, so dafl f zumindest in allen Punkten x > 0 als Verkniipfung
stetiger Funktionen stetig ist. Ferner ergibt sich im Exponenten wegen

Inz . 1
zlnx = - mit lnz — —-oc0o und - — +4o0
P z—0-+ Tr z=—0+

fiir ¥ — 0+ ein Grenzwert der Form ,,22“. Wir betrachten die jeweils diffe-
renzierbaren (Zéhler— und Nenner—)Funktionen

1
g:R* =R, g(z)=1Inz, und  h:RY =R, h(z)=-—,
T

mit ] ]
"(x) = — d W(z)=—-—— #0
J)=1  wd @)=yt
fiir alle x € RT; des weiteren gilt lir(ller h(z) = co. Da nun der Grenzwert
r—
g@ 5
W) —L% LA

existiert, existiert nach der Regel von de I’'Hospital auch der Grenzwert von

M fiir x — 0+, und es gilt
h(z)

/
lim zlnz = lim M = 1i g(x) =
xr—0+ x—0+ h(l‘) r—0+ h/(l‘)



3.16 a)

Folglich erhalten wir (wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion exp an
der Stelle 0) dann

lim f(z) = lim "™ =e" =1

z—0+ z—0+ ’

so daf} die gegebene Funktion

x*, falls z > 0,

¢, fallsz =0,

fi0,00[ =R, f(z):= {

genau dann auch an der Stelle 0 und damit als Funktion stetig ist, wenn

c=f(0)= lim f(z)=1

z—0+
gilt.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die zur
gemif a) stetigen Funktion f : [0; 00] — R gebildete Integralfunktion

F:[0;00[ =R, F(z)= /wf(t)dt,

differenzierbar mit F'(z) = f(x) fiir alle x € [0; 00[. Speziell an der Stelle 0
ergibt sich

1 [ 1
lim — | f(t)dt = lim — F(z) =
=0+ 1 @0+ T F(0)=0
o F(z) — F(0) / _
- iy g 0= 0=

Die gegebene Funktion
1
f:10,400[ =R, f(z)=Inz+ .

ist (als Summe des natiirlichen Logarithmus und einer gebrochenrationalen
Funktion) differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

1 1 —1
f'(m):;——sz :

8

Wegen

fllz)=——<0 firale z€]0,1]

>0

ist f auf ]0,1] monoton fallend, und fiir alle 0 < x < 1 gilt f(z) > f(1).
Wegen

f(z) = >0  furalle ze€[l,+o00]



3.17 a)

ist f auf [1,400][ monoton wachsend, und fiir alle 1 < z gilt f(1) < f(z).
Fiir alle x > 0 gilt damit insgesamt

f(x)Zf(l):1n1+%=0+1:1>O.

Da die Funktion f : ]0, 00| als differenzierbare Funktion insbesondere stetig
ist, ist ihre Integralfunktion

F:]0,400] = R, F(a:):/mf(t)dt,

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar,
und geméif a) gilt

F'(z) = f(z) >0 fiir alle 2 € ]0, ocol;

damit ist F' streng monoton wachsend, insbesondere also injektiv. Zum
Nachweis der Surjektivitdat von F' mit

F(z) = /j(lnt—k%)dt—[(tlnt—t)nLlntK_

= l(mlnx—x)—klnx}—[(1-1n1—1)+1n1}
-0 =0
= zlnz—xz+Ilnz+1 firalle z€]0,00]

sei y € R; wegen

Jig P = i () g e oe) ) =

—1 —1

gibt es ein a € ]0, 1] mit F'(a) <y, und wegen

T—r+00 T—r+400 RN
VvV TV

—+00 —+00

lim F(z)= lim (\:c/_/-(lnx—l)—i—(ln:c—i—l)):—i—oo

—+00

gibt es ein b € |1, +o00[ mit F(b) > y, so daB es fiir die stetige Funktion
F nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] C |0, +oo[ mit F(§) = y gibt.
Folglich ist F' auch surjektiv, insgesamt also bijektiv.

Fiir die gegebene Funktion
fR=R, f(x)=ux-sinz,
ergibt sich mit Hilfe partieller Integration

/f(x)dx:/\ai/-s\in’_@dx: x -(—cosx)—/\l//-(—cosx) dr =

~

u(z) '(z) u(z) v(z) u' () v(z)
= —I-COST + /cosxdm = —x-cosz+sinz + C,
und damit ist etwa
F:R—R, F(xr)=—x-cosx+sinz,

eine Stammfunktion von f.



b) Die Funktion F' ist (als Summe und Produkt linearer und trigonometrischer
Funktionen) beliebig oft differenzierbar, und fur alle z € R gilt nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

F'(z)= f(z) = x-sinz,
F'(z) = f'(x) = sinxz+z-cosz.
Als lokale Extremstellen der auf ganz R definierten und differenzierbaren

Funktion F' kommen lediglich die Nullstellen ihrer Ableitung F' = f in
Frage, wegen

F'(z)=0 <= z-sinz =0 <= (x =0 oder sinz =0) <
< (r=0oder x€Z -71) <= v=k-nfireinkecZ

fiir alle z € R also genau die ganzzahligen Vielfachen von 7. Wir iiberpriifen
das Verhalten von F' an diesen kritischen Stellen k7 mit k& € Z zunéchst
mit Hilfe der 2. Ableitung

F"(z) = sin(k7) +(kn)-cos(kn) = (-1)"kr
-0 —(—1)k

und erhalten

> (0, fiir £ > 0 gerade oder k£ < 0 ungerade,
F'(z) = (-1)"kr{ =0, firk=0,
< 0, fiir £ > 0 ungerade oder k < 0 gerade;
damit besitzt F' an allen Stellen k7 mit £ > 0 gerade oder k < 0 ungerade

ein (isoliertes) lokales Minimum und an allen Stellen k7 mit k£ > 0 ungerade
oder k < 0 gerade ein (isoliertes) lokales Maximum.

Wir untersuchen das Verhalten von F' in einer Umgebung der verbleibenden
Nullstelle x = 0 von F’: wegen

F'(z)=_x -ging >0  fiiralle z€]|-m70
<0 <0

ist die stetige Funktion F' auf [—m, 0] streng monoton wachsend, und wegen

F'(z)=_x -ging>0  firalle ze€]0,n|
>0 >0

ist die stetige Funktion F auf [0, 7| streng monoton wachsend, so daf§ F* auf
[—7, 7] streng monoton wéichst und damit in = 0 kein lokales Extremum
besitzen kann.

3.18 Die zu betrachtende Funktion
¢v:R =R, ¢(x)=-cosh(cosh(x)) -sinh(x) - cosh(x),
ist als Komposition und Produkt der hyperbolischen Funktionen

et +e”

cosh: R — R, cosh(z) = 7



und

T —T

€e” —e€

sinh: R — R, sinh(z) = —

beliebig oft differenzierbar, insbesondere also stetig; dabei gilt bekanntlich

a)

cosh’(z) = sinh(z)  und sinh’(z) = cosh(z)  fiir alle z € R.
Zur Bestimmung einer Stammfunktion von ¢ verwenden wir die Substitution

dt

= sinh(z), also dt = sinh(z)dx,

t = cosh(x) mit
und erhalten
/gp(x) dx = /cosh(cosh(x)) - cosh(z) - sinh(z) dx = /cosh(t) -t dt;
=t =t =dt
ferner ergibt sich mit partieller Integration
/gp(x) dex = /cosh(t) -t dt=sinh(t)- t — /sinh(t) -1 dt
—_—— —_— —_—
u(t) v(t) u(t) v(t) u(t) v’ (t)
= sinh(¢) -t — /Sinh(t) dt = sinh(t) - t — cosh(t) + C
= sinh(cosh(x)) - cosh(x) — cosh(cosh(z)) + C.
Damit ist etwa
®:R— R, &(x)=sinh(cosh(z)) - cosh(z) — cosh(cosh(z)),

eine Stammfunktion von ¢.
Da die Funktion ¢ : R — R stetig ist, ist ihre Integralfunktion
y
f:]-Loo[ =R, f(y)= / cosh(cosh(x)) - sinh(z) - cosh(x)dz,
-1
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar,
und fiir alle y € |—1, oo gilt

f'(y) = ¢(y) = cosh(cosh(y)) - sinh(y) - cosh(y)

fiir alle y € |—1, oo[. Die stetige Funktion f ist zum einen wegen

f'(y) = cosh(cosh(y)) - sinh(y) - cosh(y) < 0
>0 <0 >0

fiir alle y < 0 auf |—1, 0] streng monoton fallend und zum anderen wegen

f'(y) = cosh(cosh(y)) - sinh(y) - cosh(y) > 0
—_—————— —— ——
>0 >0 >0
fiir alle y > 0 auf [0, oo| streng monoton wachsend; damit besitzt f genau
eine Extremstelle, ndmlich ein (sogar globales) Minimum bei y = 0.



3.19 a) Durch dreimalige partielle Integration erhdlt man

27 2T
22 cosxdr = [ z° sinx](z)w— 322 sinz dx
0~ =~ =~ 0 S~
ui(z) vi(x) uy(z) vi(x) uf (z) vi(x)
2
= ((2n)’sin(2m) —0%ginQ) +3 [ &® (—sinz)dz
N—— ~~ N~ ——
=0 =0 u2(@) g ()
= 3 [ z? cosx}%— 2x cos x, dx
=10 0 vv
uz(z) wva(x) ubh(z) vo(x
= 3((2m)? cos(2m) —0* cos () — L_LOs L dx
1 =1 3( ) (
= uz(xr U3 X

= 1272 —6 [ T sinx]zﬂ— 1 sin x dx
\(,/v 0 Ovv

3(x) vz (x) ug(x) v3(x)
2
= 127% — 6(27rsin(27) —0sin 0 —6/ —sinx)dx

=0 =0

= 127° — [cos [E] = 127> — (cos(27) — cos Q) = 127°.

—_——
=1 =1

b) Die gegebene Funktion

floool R )=

ist als Quotient des Sinus und der Identitdt differenzierbar mit

, cosr-x—sinzx-1 1 1
fl(z) = =—.cosx — — -sinx
x? x x?

fiir alle x > 0. Fiir alle z € [%7?, %7?] gilt dabei cosx < 0 und sinxz > 0, also

1 1 )
f'(x)= = -cosz— — -sinxg <0,
xT N——~ r2 N~~~
<~ O X~ %
>0 >0 )
<0 >0

und folglich ist die Funktion f auf dem Intervall [ , 47r] monoton fallend.

c) Fiiralle z € [§7r, ZW] gilt
T <

N |—=
er

da f geméB b) auf [ , ﬂ monoton fallend ist, folgt daraus

fGm) = f(z) = f(3m)

mit ( . )
sin(=7 1 2
fm =" = =2

T T
2 2T




und

3 3 3
*71"2 2 =T *7'('2
/4 —\/_dxg/4 f(w)dx§/4 —dzx
3 1 1T

s 271'

insgesamt also die zu zeigende Abschétzung

1
— <
3\/5—/;7r

W

" fe)d

VAN
[\D'I —

3.20 Die gegebene Funktion

_1—|—ln:z; 1 1

1 R = — -
filloo[ =R, f() xlnx xlnx+x’

ist (als Quotient aus einer Summe und einer Differenz einer linearen Funktion
und des Logarithmus) stetig und auch differenzierbar, und fiir alle z > 1 gilt

() l'lnz+z-1 1 l+nz 1
rzT) = — = — - J—
(x1Inz)? x? 22(Inzx)? a2
a) Fir alle x € ]1,00[ gilt x > 1 und damit Inz > In1 = 0, woraus sich
>lnz>0
l+Inz
f@) = —7—>0
x -lnz
~ =
>0 >0

ergibt; folglich ist zunéchst f (]1,00[) C |0, 00[. Zum Nachweis von ,,D¢ sei
y € |0, oo[ beliebig; wegen

1 0+ unddamit f(z) = —
Lo 2L T U mddam Jx) = zlnz * pra— oo
-1  —In(14)=0+ M~ =~
—~+00 —1
gibt es ein a € |1, e[ mit f(a) > y, und wegen
: 1 1
x -lnx i +oo  und damit f(x) = oy g + i d 0
—+00 —+o00 N——
—0 —0

gibt es in b € e, 0o mit f(b) < y. Folglich gibt es fiir die stetige Funktion
fl{a,p) nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a,b] C |1, 00[ mit f(§) = y, und
damit gilt y € f (]1, 00[). Insgesamt ergibt sich f (]1, oo[) = |0, ool.



b) Zu betrachten ist die alternierende Reihe

Z(—l)" an mit a, = f(n) furalle n>2;

n=2
mit den Eigenschaften der Funktion f ergibt sich dabei:
o fiirallex >1gilt 1 +Inx>1+4+1Inl=1>0 und damit
1+Inz 1
"B)y=—| 5+ | <0
@) (xQ(lnx)Z * .732) ’

-~

>0

folglich ist f auf dem Intervall |1, oo[ (sogar streng) monoton fallend, so
daf auch die Folge (ay,),>2 wegen

a1 = f(n+1) < f(n) =a, fiir alle n > 2

monoton fallend ist.

e gemif a) gilt

lim f(x)=0 und damit lim a, = lim f(n) = 0;

T—00 n—o0 n—o0

damit ist (a,),>2 eine Nullfolge.

Damit ist (ay,)n>2 eine monoton fallende Nullfolge, so dal nach dem Leibniz-
schen Konvergenzkriterium die alternierende Reihe Z(—l)” a, konvergiert.
n=2
c) Fir alle z € ]1, 00] gilt
1 1 . 1 Wz 1
f(z) = o= o=

zlnx x lnz =z lnz =z

und folglich ist
F:]l,00[, F(z)=Imlnz|+In|z IQZIO In(Inz) +Inx,
nr>
eine Stammfunktion von f.

3.21 a) Zu betrachten ist die Integralfunktion

r — a3

a 2_2 _1
gil2ol 2R g = [T
2

die gebrochen-rationale Integrandenfunktion

2?2 —2r—1

f:D—=R, f(x)=

)

x— a3
besitzt wegen

:x(l—x)—x l—2)(1+2)=0 <
< (r=0oder 1—2=0 oder 1+2=0) < z€{-1,0,1}



die maximale Definitionsmenge R\ {—1,0, 1}, so da D = |1, 00| das ma-
ximale Definitionsintervall ist, in dem die untere Integrationsgrenze 2 liegt.
Wir unterwerfen f der Partialbruchzerlegung und bestimmen Konstanten
a, B, v € R mit

f(x):;—f—lfx—l—llx fur alle z € |1, 00];

wegen
a. I6; N ol o a(l-2)I+2)+p-2(1+2)+vy-2(1—2)
v l—z 14z z(l—z)(1+2)

_oa-(1-a)+B-(x+a?)+7y-(z—1?)

B r— a3

_ (atf-y)+Bryzta

B x— a3

fir alle € |1, oo[ ergibt sich iiber den Koeffizientenvergleich
—a+pf—-—7=1 und B+vy=—-2 und a=—1,

also 8 —v=1+a =0 bzw. § =, und damit =~y = —1. Wegen

—1 —1 -1 1 1 1

f(m):7+1—x+1+x:_5+x—1_x+1

fir alle z € |1, o0o[ ergibt sich fiir a > 2 damit

“p? -2z -1
o - [T
2

T — x3

/“ 1+ 1 1 p
= - — x
9 r x—1 x+1

= {—ln|x\+ln|x—1|—ln]w+1]]

a

2

= <—ln|a|+ln|a—1|—ln|a+1|) - <—ln2—|—ln1—ln3)

_ . 6(a—1)
= —Ina+In(a—1)—In(a+1)+1n6 = lnm.

Die Integrandenfunktion f : D — R ist als gebrochen—rationale Funkti-
on stetig, und damit ist ihre Integralfunktion ¢ : [2,00[ — R nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar, und fiir
alle x € [2, 00] gilt

x2—2x—1_(x—1)2—2
r—23 x(l—a?)

Fiir alle z € [2,00[ gilt 2 < z,alsoz >0und 1 —2? <1-22= -3 <0,
und damit fiir den Nenner z (1 — %) < 0; des weiteren ergibt sich:



3.22 a)

o fiir alle x € [2,1+\/§[gilt 2<z< 1+\/§> also 1 < x — 1 < /2 mit
(r —1)? < 2, und damit fiir den Zéhler (x — 1)? — 2 < 0, insgesamt also

so daf} die stetige Funktion ¢ auf dem Intervall [2, 1+ \/5] streng mo-
noton wichst: es ist also f(z) < f(1+/2) fiir alle z € [2,14+ V2.

o fiirallex € }1 +/2, oo[gilt x> 14+/2, also z—1 > /2 mit (z—1)% > 2,
und damit fiir den Zéhler (z — 1)? — 2 > 0, insgesamt also

0
>2 ‘
(x—1)" =2

g'(x) = W
<0

< 0,

so daB} die stetige Funktion g auf dem Intervall [1 + /2, oo[ streng mo-
noton fallt: es ist also f(z) < f(1+ v2) fiir alle z € |1+ v/2,00].

Damit besitzt g : [2,00] — R in a = 1 4+ v/2 ein globales Maximum.
Die gegebene Funktion

f:]loo[ =R, f(z)= xlix = (a:-ln:c)_l,

ist als Komposition einer Potenzfunktion und dem Produkt einer linearen
Funktion und des natiirlichen Logarithmus differenzierbar, und fiir alle z > 1
gilt

flz) = (-1)(z-Inz)™>- (1 ‘Inz+x- l)

x
1

——— >In1=0
<0
>1>0

damit ist die Funktion f auf dem Intervall |1, oo[ streng monoton fallend.

Es ist In : ]1, 00[ — R stetig differenzierbar mit In’2 =  fiir alle # > 1, und
geméf der Substitutionsregel (x) ergibt sich damit
2

82 e 1 62 1 1
/ef(x)dx = /ea:ln:pdx:/e <m;>d:ﬁ

2

e 1 In e? 1
= 1—-1n’xd$ = / —du
1

nr (*) U

€ ne

2

1

= /—du:[ln|u”i:1n2—lnlzln2.
LU



3.23 Zu betrachten ist die Funktion

T t
Fill,00[ = R, f(a:):/ (-> Int dt,
1 \e
also eine Integralfunktion der Funktion

p:[l,0] > R, ¢x)= (g)xlnx;

b

fiir diese gilt geméf der Definition der allgemeinen Potenz a” = exp(blna) fiir

alle a > 0 und b € R wegen

T

<g>x ~ exp (x o g) = exp (z(lnz — \nf)) =exp(zlnz — z)

damit N
o(x) = (—) Inz =exp(zlnzr —z)-Inx
e

fiir alle z € [1, 0o[. Folglich ist ¢ als Summe, Produkt und Komposition linearer
Funktionen sowie der Exponentialfunktion und des Logarithmus insbesondere
stetig.

a) Zur Berechnung von f(x) betrachten wir die differenzierbare Funktion

g:[l,00] > R, g¢g(t)=tlnt—t,

1
g(t) = (1-lnt+t-¥> —1=(Int+1)—-1=Int

und erhalten mit Hilfe der Substitutionsregel

flz) = /mgo(t) dt = /mexp(tlnt —t)-Intdt

T g(z)

= [espton)- gty = [ ety

— /wlnxfexp(u) du — {GXP(U)TIMI

= exp(rlnz —z) —exp(—1) = <§>I — et
e

fir alle z € [1, 00|.

b) GemiB obigen Uberlegungen ist die Integrandenfunktion ¢ stetig; damit ist
ihre Integralfunktion f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung differenzierbar, und fiir alle = € [1, oo gilt

f'(z) = ¢(x) =exp(zlnz —x) - Inz.
Wegen In1 =0 und Ine = 1 ergibt sich

f'(1) =exp(l-In1—1)-In1=exp(=1)-0=0



3.24

3.25

und
f'(e) =exp(e-Ine—e)-Ine=exp(0)-1=¢"=1,

es ist also
f)=0<g<1=fe)
damit existiert fiir die stetige Funktion f’ = ¢ auf dem Intervall [1, e] nach

dem Zwischenwertsatz eine Stelle £ mit f(£) = %, und damit besitzt die
Tangente an den Graphen G an der Stelle € € [1, ¢] die Steigung f'(¢) = 1.

e

Zu betrachten ist die Funktion
x2+x 1
213 R = ——dt.
Bl ok @)= [ o
Die Integrandenfunktion
0,00 SR, plt) =
90 . I o8 I 90 - t3 + 17

ist (als gebrochenrationale Funktion) stetig, besitzt also nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung eine Stammfunktion ¢ : ]0,00] — R. Wir
erhalten

2

fla) = /3 T e /3 o) dt = [cp(t)rﬂ — (2 4 2) — B(3)

341 3

2

fir alle z € ]3,00[; damit ist f (von der additiven Konstanten —®(3) abge-
sehen) die Komposition der differenzierbaren Funktion ® und einer (ebenfalls
differenzierbaren) quadratischen Funktion. Damit ist f nach der Kettenregel dif-
ferenzierbar, und fiir alle z € |3, oo[ ergibt sich

fhﬂ=®mﬁ+@-@w+D=¢@3+@-@$+U:ZE%E%ET

Das achsenparallele Rechteck @ besitzt die Ecke (0;0) im Nullpunkt, die beiden
Ecken (z;0) und (0;y) auf den Koordinatenachsen und damit die weitere Ecke
(x;y), die auf dem Graphen der Funktion

44—z
RA{—-2} >R =
FR-2 DR ) =5
ist; es ist also
d-z
Y=o s

Da @ nach Voraussetzung im ersten Quadranten liegt, mufl x > 0 und y > 0 mit

0<— 4—2>0 <= 4>z

0 <~
y= 24+ x 2+2>0

gelten; fiir den zu betrachtenden Flacheninhalt von @) ergibt sich damit

4—1‘_41‘—1‘2
2Q4+x 24«

Alz)=z-y==x

Y



3.26

und es ist x € |0;4[ mit dem groftmoglichen A(x) zu bestimmen. Die Funktion

.2
A:)0;4] - R, A(m):4;+;,

ist nun als gebrochenrationale Funktion differenzierbar, und fiir alle z € ]0; 4] gilt

, (4—2z) - 2+z)— 4z —2%) -1
A($): (2+l‘)2 -

8+4x—4x—22%) — (4o — 2?) 2 +4z—8

2+ )2 N CESE

mit (2 + x)? > 0 und

44z —8= (2" +4r+4) - 12=

— (12?2 (2V3) = <x+2—2\/§> <x+2—|—2\/§);

=0 < z=2(v/3-1) >0

wegen 0 < 2 (v/3 — 1) < 4 ergibt sich folglich:
o fiir alle z € 0; 2(v3—1)[ ist 2 + 2 — 2v/3 < 0 und damit A'(z) > 0, so
dafl A auf ]0; 2(+v/3 - 1)} streng monoton wéchst;
o fiir alle z € |2(v3—1); 4] ist z + 2 — 2v/3 > 0 und damit A'(z) < 0, so
daB A auf [2(v/3 — 1); 4] streng monoton fAllt.

Damit besitzt A in # = 2(y/3 — 1) ein isoliertes lokales Maximum, und der
groBtmogliche Flacheninhalt betragt

A(z(\/§_1)> 4-2(V3-1)-(2(V3-1)

2+2(v3-1)
8(vV3-1)—-4(3-2V3+1) 16vV3-24
= W =5 =8 —4/3.

Die Funktion
fil-Loo[ =R, f(x)=(z+1)72

ist (als gebrochen-rationale Funktion) differenzierbar mit
fl(r)=—=2(x+1)"% firalle x¢c]—1;00[.
Fiir die Tangente ¢, an den Graphen Gy von f im Punkt x = a > 0 gilt damit
y=ta(x) = [f(a)(x—a)+[f(a)
= 20@+D)? (r—a)+(a+1)?

= (a+1)3. (—2(x—a)+(a+1))
= (a+1)7°- (—22+ @Ba+1));



wegen

1
ta(x) =0 <= (a+1)7° - (-22+ (3a+1)) =0 ﬁ0x=§(3a+1)

ist S, = (% (Ba+1) ;0) der Schnittpunkt mit der z—Achse, und wegen
y=1t,0)=(a+1)% (-2:-0+Ba+1) =(a+1)*Ba+1)

ist Sy, = (0; (a+1)"*(3a+ 1)) der Schnittpunkt mit der y—Achse. Damit besitzt
das von den beiden Koordinatenachsen und der Tangente t4 begrenzte (recht-
winklige) Dreieck den Flécheninhalt

11
Die Funktion

-(3a+1)*-(a+1)72

A~ =

A:]0;00[ = R,  A(a) =i-(3a+1)2-(a+1)‘3,

ist (als gebrochen-rationale Funktion) differenzierbar, und fiir alle a > 0 gilt

Aa) = i-(2(3a+1)-3)-(a+1)_3+i~(3a+1)2-((—3)(@-!—1)_4)
= %(3a+1)(a+1)4.(2(a+1)—(3a+1))
= 2@at 1)@t (1-a)
wegen 5
A’(a):Z(3a+1)(a+1)_4-(1—a)
& -_— /\—;6—/

fiir alle a € ]0; 1] ist A auf ]0; 1] streng monoton wachsend, und wegen

Aa) = Z(3a+1) (a+1)"(1—a)

fiir alle a € ]1; 00[ ist A auf [1; 0o streng monoton fallend. Folglich besitzt A an
der Stelle a = 1 eine globales Maximum, so daf} sich als grofitmdoglicher Flédchen-

inhalt 1 1
~(3~1+1)2-(1+1)*3:1-42-2*3:—

A1) = >

| =

ergibt.
3.27 Die gegebene Funktion
h:]=2;00[—= R, h(z)=(r—1) In(z+2),

besitzt wegen

hMz)=0 <= (z—1)-In(z+2)=0
<~ (z—-1=0 oder In(z+2)=0)
— (x—le oder x—|—2:1)
<= (:1::1 oder 33:—1)



fiir alle z € |—2; 00 genau zwei Nullstellen, ndmlich a = —1 und b = 1; dabei
verlduft der Graph G), zwischen den beiden Nullstellen wegen

h(z)=(z—1)-In(x+2) <0
~— ~—
<0 >1
—_——
>In1=0

fir alle € ]—1; 1] unterhalb der z—Achse. Fiir den gesuchten Inhalt A der vom
Graphen G}, und der z—Achse zwischen den beiden Nullstellen a = —1 und b =1
eingeschlossenen Fléiche gilt damit

A = /(O—h(x))da::/_ —(x —1)-In(x + 2) dx

1
u'(z) v(z)

- [—‘“‘”’wl—/f—@‘”’ L

2 ) 2 x+ 2
() vl=) u(®) ,)
02 — 1
= | ——=-In3 ) — —< —/
2 2 2 a:+2
1 22 —22+1 2
_ _/ x x+ de — & / r(z+2)—4(@+2)+ gdx
2 ), x+42 2 T+ 2

1 /! 9 1 [a2 !
= = —4 do = = | = — 4z +91 2
2/_1(x +x+2> r= g [2 r+9In(z + )]_1
2 )2
.{(1__4+91n3)_<ﬂ+4+91n1)}
2 2
1 1 9
(2 —449m3) - (=+4)| =234
{(2 -+9n3) (2+ )} J1ns

3.28 Gegeben ist die gebrochenrationale und damit insbesondere stetige Funktion

N~ DN —

r —e

filecol R fl) =,

und wegen

f(x):$_e: (93+e)—2e:x+e+ —2e {9,
xr+e x4+ e x+e x+e x4+ e

fiir alle x > —e ist etwa
F:l-e,o0] > R, F(x)=1z—2e-In(x+e),

eine Stammfunktion von f. Die zu betrachtende Fléche, die vom Graphen Gy
und der z—Achse zwischen den Geraden x = 0 und x = 3e eingeschlossen wird,
besitzt den Fldacheninhalt 5
A= (15w da,
0



wobei der Graph Gy wegen

<0
T—e
_ < )

f(x) x—l—e_o fir alle x € [0,¢]
——

>0

im Bereich [0, e] auf und unterhalb der x—Achse sowie wegen

>0

r—e
_ S "
f(z) Py >0 fir alle x € [e, 3¢
—~—

>0

im Bereich e, 3e| auf und oberhalb der z—Achse verlauft. Damit gilt

A = A%Uwﬂwﬁighgﬂdx+é%ugﬂdx:

=—f(z) =f(z)
=~ [s@dr+ [ s@de = ~[F@];+ [F@)Y -
= —(F(e) — F(0)) + (F(3e) — F(e)) = F(3¢) — 2F(e) + F(0)
mit
F(3e) = 3e—2e-In(3e+¢) =3e — 2e-In(4e)
= 3e—2e-(In4d+1Ine) =3e—2¢-(2In2+ 1) =e—4eln2
F(e) = e—2e-ln(e+e)=e—2e-1In(2e)
= e—2e¢-(In2+Ine)=e—2¢-(In2+41)=—e—2¢ln2
F(0) = 0—2-In(0+¢€)=—-2¢-lne=—2e-1= —2e,

woraus sich insgesamt

A=F(3e)—2F(e)+ F(0) =
=(e—4eln2) —2-(—e—2eln2) + (—2¢) =
=e—4eln2+2e+4eln2 —2e=c¢

ergibt.
3.29 a) Die gegebene Menge
M={(z,y) eR*|2>0 und " —1<y<e*+1}.
wird durch die y—Achse nach links sowie den Graphen G der Funktion
fR=R, f(zx)=¢€"—1,
nach unten und den Graphen G, der Funktion
g:R=>R, gz)=e"+1,

nach oben begrenzt.



Fiir den rechten Eckpunkt (z,,y.) von M gilt f(z,) = y, und g(z,) = yy,
also
e —1= f(z,) = yr = g(ar) =€ +1,

und mit der Substitution
z=€"" >0 und damit el = — = 2

ergibt sich

1 1
er—l=e"4+l <= z2-1=-+1<4+= 2-2=—-
z z
= P -2z=1 <<= 22 -22+1=2 & (z-1)?*=2 =
z—1>—

e 2-1=V2 <= 2=14+V2 < xT:lnz:1n<1+\/§>

und damit

yT:e””’“—lzeln(Hﬁ)—l:<1+\/§>—1:\/§.



3.30

b) Fiir den gesuchten Fliacheninhalt Ay, von M ergibt sich

Ay = /Om(g(x) — f(x)) dx = /OxT((eI +1) = ("= 1)) do =

= /T(e‘”—ez+2)dx:{—ex—e“+2x} =
0

0

= (— e —6$T+2:L'T>—(—60—60+2-0) =

—=eZr —2

a)

= (2—2@””—%2:177) +2:4—261n(1+‘/§)—|—21n <1+\/§> =

- 4—2<1+\/§>+21n<1+\/§>22—2\/§+21n<1+\/§>.

Zu betrachten ist die Menge
F={(z,y) eR?| -7 <z <7 und sinz <y <cosz};

wegen

cosr =sinr <= 1l=tanzr < zx € {—%,Q—r

fiir alle z € [—m, 7] besitzen die beiden Graphen G, und Gg, in diesem Bereich
genau die beiden Schnittpunkte S; = (—?jf, —% 2) und Sy = (%,% 2), und
wegen

sinx <cosxr < x € [—%’T, ﬂ
ist 7 C R? genau der abgeschlossene Bereich, der von den Graphen G, und Gy,

zwischen ihren Schnittpunkten S; und Sy begrenzt wird:

Fiir den Flacheninhalt Ar der Menge F' ergibt sich damit

S
ENE]

3

Ap = / (cosz —sinz)dr = {sinm— (— cosx)}
_3m 3

B . 7T+ T\ . _37r L _3

= sin 1 cos 1 sin 1 Cos 1
N——~ N~ N 1 [\

2

J/
-~ -

1 _1
—5\/5 —5\/5 :,%\/ﬁ -

= V2 (-v2) =2va _

1
2



3.31 Zu betrachten ist das Gebiet G C R?, das von dem Graphen G; der Funktion

fR=R,  f(z)= % (6+ é) - %cosh(&v),

und der z—Achse eingeschlossen wird; dabei ist der Cosinus hyperbolicus

cosh: R — R, coshx:%,
und mit dem Sinus hyperbolicus
sinh : R — R, sinhx:%,

gilt bekanntlich
cosh’x =sinhx und sinh’z = coshz sowie cosh?z —sinh?z =1

fiir alle x € R. Wegen

mit
1
f(z) =0 < cosh(3z) = cosh(l) <= 3x =241 <= z = ig
fiir alle z € R besitzt f genau die beiden Nullstellen —% und 1 5, und fiir alle

z € |—1, 5[ gilt [3z] < 1, also cosh(3z) < cosh(1) und damit f( ) > 0; wir
erhalten damit zur Veranschauhchung fiir G C R? die folgende Skizze:

Y 4
f(0)
Gy
G
-3 i T

a) Fiir den Flicheninhalt Ag des Gebietes G C R? ergibt sich

Ag = élf( )dx = /é1 é(cosh(l) — cosh(3z))dx
= % [cosh Smh3(3 )} él = é {cosh(l) - (3z) — sinh(3x)} i
= % [ (cosh(1) — sinh(1)) — (— cosh(1) — sinh(—l))}

=—sinh(1)

e+e ! e—e”

- 9(cosh()—Slnh()):§( 2 2 1):9_




b) Der Rand G des Gebietes G C R? setzt sich aus dem jeweils zwischen den

beiden Nullstellen —5 und £ gelegenen Teil (i) der z—Achse und (ii) des
Graphen Gy zusammen:

e Bei (i) handelt es sich um eine Strecke der Linge

1 1\ 2
Ly=5-\—3)=5
3 3) 3

e Bei (ii) handelt es sich um die Bildmenge der Kurve

¢i|-g3] 2B w0 =10

da f stetig differenzierbar mit
1
f(z) = —g(sinh(?):v) +3) = —sinh(3z)

fiir alle x € R ist, ist auch die Kurve ¢ stetig differenzierbar, und fiir

alle t € [—3, 3] besitzt der Tangentialvektor ¢'(t) = (1, f'(¢)) die Lénge

l¢' ()] = V12 + (f/(1))2 = /1 + (— sinh(3t))? =
= \/1 + sinh2(3t) = \/cosh2(3t) = |cosh(3t)| = cosh(3t).

Damit ist die Kurve ¢ rektifizierbar, und fiir ihre Bogenlénge gilt

1

1 1

§ i inh(3t)]°
Lo = [ el = [ o= | ") -
—3 -3 -
. - 1 -1
:smh(l)_smh( 1)zgsinh(1):2-e e _e—e’

3 3 3 37 2 3

Fiir den Umfang L des Gebietes G C R? ergibt sich damit

W=

2 e—e! 24e—e !

3.32 Die beiden gegebenen Funktionen
f:RY" =R, f(z)=(nz)*, und ¢g:R" =R, g(z)=In (z?),
sind (als Kompositionen des natiirlichen Logarithmus und einer quadratischen
Funktion) stetig differenzierbar, und fiir alle x € R* gilt
2

1 1 2
() =2z - =21 d dla)=— (22) ==
f'(x) ne-—=-—le un g (z) p (2x) ;

a) Fiir einen Schnittpunkt (x,y) € R? der Graphen G; und G, der beiden
gegebenen Funktionen gilt

(Inz)® = f(z) =y = g(x) =In (*) =2Inz
mit
(Inz)’=2Inz <= (Inz)* -2z =0 < Inz-(Inz—2) =0
= (lnx:O oder lnx:2) = (mzl oder x:eZ);

damit besitzen Gy und G, genau zwei Schnittpunkte, ndmlich (1,0) und
(€2,4); deren x—Koordinaten sind also @ = 1 und b = €* mit a < b.



b) Fiir alle = € [a,b] gilt 1 < z < €%, woraus mit dem Monotonieverhalten des
Logarithmus
0=Inl<Inz<lne*=2,

also
Inz <2 und 0<Inz,

woraus mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation
f(x)=(nz)’=lnz-lnz<2-lnz=In (2) = g(x)

folgt. Damit ergibt sich fiir den Inhalt A der durch Gy und G, zwischen a

und b begrenzten Fléche

A = / (9@) — (o) dr= | _1_-(9(z) — f(z))da

¢) Mit den bereits bestimmten Ableitungen f’ und ¢’ ergibt sich

b /9 9 b
A = /x(—lnm——)dx:/ 2 (lnz—1)dz
b) S, T x 0 N ———

V@) @)
b b 1
= |2z, -(lnz— 1)1 — 20 - — dx
~~ -~ =z
v(z) T a “ v(@) T

3.33 a) Mit Hilfe partieller Integration erhélt man

T ™ ™
e’ .sinx dr = e* .sinx| — e -cosz dx

0~ =~ ~ ~ =~
0 0

v'(z)  u(z) v(z) u(x) v(z) u(x)

™
= ™ -sint —e’ - sin — e” cosx dx
<~ <~ 0

=0 =0



b) Mit erneuter partieller Integration ergibt sich ferner

iy iy
/ efsinzdr = — e® -cosz dx
0 a) 0 Y e
v'(z)  u(w)

= — e’ -cosx —/ e” -(—sinac)dx
@ u@ 10 70 @) (e)

= —((e”-cosw—eo-cosO) +/ex sina:dx)
=~ o~ 0

=—1 =1

s
= —(—e“—l)—/emsinxcm,
0
woraus man i
2-/e$sinxdx:e”—|—1
0

und damit schlielich

1 iy
e*sinx dr = te
0 2

erhalt.

3.34 Fiir n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe partieller Integration

I, = /(sinx)”dx = / (sinz)" ! sing dr
0 0 ‘Hf—-’( ) o)
ul(xr

= l(sinx)”l'(—cosx)] —/ (n —1)(sinz)* 2 cosz - (—cosx) dr
@) o ) @)

= ((sin 7)" 1 (=cosm) — (sin0)" ! - (- cos 0)) +

Fn—1)- /0 “(sinz)™? - (cos z)? da
= (o ) -0 [y (1 sine)?) da
= =1 [ (i) ine)) de

— (1) ( /0 (sina)" do — /0 ﬂ(sinx)"dx)

= n-1)-UI,o—1,) = (n—=1)- I, o—(n—1)1I,,

woraus sich

n-l,=Mm-=1)-1, und damit I, = N S
n
ergibt.

3.35 Die zu betrachtenden bestimmten Integrale

/1 dt ; / dt
un —_—
. 1+ 12 L 1422




3.36

besitzen unterschiedliche Integrationsgrenzen, wodurch die Anwendung der Sub-
stitutionsregel nahegelegt wird. Mit der Funktion

f:R—=R, f(t):ﬁ,

und der Substitution .
g:10,00[ R, glu) = 2,

mit
g(u)=——  firalle wu€]0,00]

erhalt man

[%%?—éfV@ﬁ—[7wwyﬂmw_
1

v 1 vl bd
:/—2'(——2)(111:—/ 2 du:/ u2
1 1+(%) U 1 ut+1 . L+u

und damit die zu zeigende Gleichheit

/1 dt _/i dt
. 1+ t2 L 1+

Unter Verwendung der Stammfunktion arctan : R — R von f ergibt sich damit

1 =
[ arctan t} = [ arctan t} ,

x 1

also

1
arctan 1 — arctan x = arctan — — arctan 1,
x

woraus sich wegen arctan 1 = 7 die Funktionalgleichung des Arcus tangens

1 s
arctan — + arctanx = —.
T 2

ergibt.
Die fiir einen Parameter a > 0 gegebene Funktion

3
2

f:R" =R, f(q:):(a%—:c%) ,

ist (als Verkniipfung und Differenz von Potenzfunktionen und einer konstanten
Funktion) differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

, 3 2 2\3 2 1 2 2\3z 1
f(m):§-<a3—x3) . _gx 3 :_(a3_g;3> ~x7 3,

also



und damit

Fir

also

1+ (f'(x)) :\/1—|—<a§-x§—1>: ozt =qas -z,

alle € > 0 ergibt sich demnach

3 1 21 3 1 2 3 1 2 3
fry — - a3 €T3 = — -3 a3 —— a3 - €3 —) —a
2 2 2 =~ =0+ 2
& A/_/ —0
3
=2q

lim /a\/l + (f'(x))? do = ;a.

e—0+

3.37 Zu betrachten ist die reelle Funktion

z? (1 —2In|z|), firz #0,

JR=R, f(x):{o fiir x = 0;

wir stellen zunachst die Grenzwerte

1
(%) lim zln|z| = lim lim —2— = lim (—x) =0

z—0+ a0+ L ,,g“ =0+ — = z—0+
x 0 x

In |:L‘| ’H

zur Verfiigung, da diese im folgenden mehrfach verwendet werden.

a)

Fiir den Differenzenquotienten von f im Punkt xy = 0 erhélt man fiir alle
x € R mit x # x¢ zunéchst

f(@) = f(=o) :Iz(l_mnlxb_o:x(1—21n|x|):x—2xln|x|
xr — Xo x—0 ’

und mit dem oben ermittelten Grenzwert ergibt sich fiir den Differential-
quotienten von f im Punkte xy = 0 dann

limM:hm( r_—2-zln|z|) = 0;
T—x0 T — X z—0 NS~~~ ——

folglich ist f im Punkt zq = 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

Die Funktion f ist in allen Punkten zy # 0 (als Produkt zweier differen-
zierbarer Funktionen) differenzierbar, und fiir alle x # 0 gilt gemafl der
Produktregel

—2
flix)=2x-(1-2In|z])+2* — =2z —4dzn|z| - 22 = —4xn|z|;
x
unter Beriicksichtigung von a) ist also f eine differenzierbare Funktion mit

—4zxln|z|, firz#0
/ o ) )
Jw) = {O, fiir z = 0.



Folglich kommen fiir die lokalen Extrema von f nur die Nullstellen von f’
in Frage; dies sind neben x = 0 wegen

—4zln|z[=0 ﬁ) Injz| =0 < |z|=1 fir alle #0

ferner auch = —1 und = = 1. Zur Ermittlung des Vorzeichens von f'(z)
auflerhalb der Nullstellen betrachten wir die folgende Tabelle:

|z €]—o0;—1[| z€]-L0[ | z€]0;1] | =zell;o0]
—4x >0 >0 <0 <0
In |z| >0 <0 <0 >0
f(@) | >0 \ <0 \ >0 \ <0

Damit ist f auf |—oo; —1] und [0; 1] jeweils streng monoton steigend sowie
auf [—1;0] und [1; oo[ jeweils streng monoton fallend; die Funktion f besitzt
damit

L,
e in 2 = 0 ein isoliertes lokales Minimum mit f(0) = 0 und

e in x = —1 ein isoliertes lokales Maximum mit f(—1)

e in 2 = 1 ein isoliertes lokales Maximum mit f(1) = 1.

Der gegebene Bereich
B={(z,y) ER*|0<y < f(x)}

besteht aus allen Punkten (z,y) € R?, die sowohl (wegen 0 < y) auf oder
oberhalb der xz—Achse als auch (wegen y < f(x)) auf oder unterhalb des
Graphen G liegen; dabei besitzt f neben z = 0 wegen

1
x2(1—21n]a:|):0<j)>ln]a:|:§ < |z|=+e firalle x#0
die beiden weiteren Nullstellen 2z = — /e und = = \/e. Damit ergibt sich

im kartesischen (z, y)—Koordinatensystem unter Beriicksichtigung der bisher
erzielten Ergebnisse die folgende Skizze:

t 1
~Ve

Der Flécheninhalt A des vom Graphen Gy und der z—Achse zwischen den
beiden Nullstellen = —y/e und x = /e begrenzten Bereichs B entspricht
genau dem bestimmten Integral

Ve
A—Kﬁﬂ@m;



wegen
f(=2) = (=2)* (1 = 2In|~—2]) = 2* (1 — 2In|z|) = f(z)

fir alle « # 0 ist die Funktion f gerade, ihr Graph G also symmetrisch zur
y—Achse, und damit ergibt sich

:/if(m)dx:?/oﬁf(x)dx

Mit Hilfe partieller Integration erhélt man

x3 3 2
22 - (1—2In|z|) ) (1 —21n\x])—/ ) (——) dr =
/(x) U($ N~~~ v(':r) N~~~
u() u(z) v’ (z)
3 2 2 2 3
:%~(1—21n|x|)+ %dw-%(1—21n|x|) %+O

fiir jedes Intervall, welches den Nullpunkt nicht enthélt, fiir alle a > 0 damit

21,3\/5
/f dx—{ (1—21n\x])+71

:<f (1—21n\f| \/_3)_(%3(1—21n|a|)+2_f’):

3 9
=1- 2570
2 50> 2a? 2
- 69\/E_< g - ?C)L 'aln|a|) o, 69\/E
< \/T a—0+

und schliefllich
Ve Ve 9 4
A:2-/ f(x)da:zQ-lir&/ fz)dx =2- 6\/E: 6\/5.
0 a—r a

3.38 Die Funktion

fR=R, flx)=2"—2-1,
ist (als Polynomfunktion) stetig und differenzierbar, und fiir alle z € R gilt

1
/ 10 . 22009 _ 1 10 - [ 52009 )
f'(z) =2010 -z = 2010 <:c 2010),

dabei gilt
1 1

e —
2010 @~ w5010

Wegen f'(z) < 0 fiir alle z < a ist f auf |—o00;a| streng monoton fallend, und
wegen f'(x) > 0 fiir alle x > a ist f auf [a; 00| streng monoton steigend; ins-
besondere besitzt f auf |—oo; a] und auf [a; 00| jeweils hochstens eine Nullstelle,
insgesamt also hochstens zwei reelle Nullstellen.



3.39

3.40

Wegen f(—1) = 1 > 0 und f(0) = —1 < 0 und f(2) = 2?99 — 3 > 0 be-
sitzt die stetige Funktion f gemé&fl dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle
& € ]—1;0[ und mindestens eine Nullstelle & € ]0; 2], insgesamt also mindestens
zwei reelle Nullstellen.

Folglich besitzt die Funktion f genau zwei verschiedene Nullstellen in R.

Die Funktion )

fR=>R,  f(x) :%—x—l—sinx
besitzt zunédchst wegen
2

0
f(0)=5 —0+5in0=0-0+0=0

die offensichtliche Nullstelle a = 0; es bleibt also zu zeigen, dafi f keine weiteren
Nullstellen besitzen kann. Dabei ist f (als Summe einer quadratischen Funktion
und des Sinus) stetig und beliebig oft differenzierbar, und fiir alle x € R gilt

f(x)=2—1+cosxz und  f’(z)=1-—sinz.

Fiir jedes k € Z gilt sinx # 1 und damit (f')'(z) = f"(x) = 1 —sinz > 0 fir
alle x € |Z+km Z+ (k+1)x[, so daB f auf [Z+km I+ (k+ 1)), streng
monoton wéchst; folglich ist f’ eine auf R streng monoton wachsende Funktion,
die zudem wegen

f(0)=0—-14cos0=0—1+1=0

ebenfalls in a = 0 eine Nullstelle besitzt; damit erhédlt man:

o fiir alle z < 0 gilt f'(z) < f'(0) =0, so daf f auf R, streng monoton fillt,
woraus sich f(z) > f(0) = 0 fiir alle x < 0 ergibt;

o fiir alle z > 0 gilt f'(z) > f/(0) = 0, so daB f auf R] streng monoton
wichst, woraus sich f(z) > f(0) = 0 fiir alle z > 0 ergibt.

Somit ist f(z) # 0 fiir alle x # 0 und folglich a = 0 die einzige Nullstelle von f.
a) Die gegebene Funktion
fR=>R, f(x)=sinx—uz,

ist (als Differenz des Sinus und der Identitét) stetig und differenzierbar, und
fiir alle x € R gilt
f(z) =cosx —1

mit
f(x) =0 < cosz—1=0 < coszx =1 < z€2r-%;

damit besitzt f’ unendlich viele Nullstellen, namlich x, = 2k fiir alle k € Z.



b) Wegen
"(z) = -1<1-1= fiir all R
fi(xz) =cosz—1< 0 tir alle x €
<1
ist die Funktion f zunéchst monoton fallend. Zum Nachweis der strengen
Monotonie seien z’, " € R mit 2’ < 2”; ferner sei k € Z mit xp < 2’ < xp,41.
Da z;, und x4, zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von f’ sind, gilt

fl(z)=gcosz—1<1—-1=0 fir alle =z € Jay, xpiq],
<1

so daB die stetige Funktion f auf [z, x)41] sogar streng monoton fallend ist;
wir treffen nun beziiglich der Lage von z” die folgende Fallunterscheidung;:

o Ist 2/ < xpiq, so folgt aus z, < 2/ < 2”7 < xp,1 wegen der strengen
Monotonie von f auf [zg, zx1] direkt f(z") > f(2”).

o Ist xp 1 < 2’ so ergibt sich aufgrund der Monotonie von f zum einen
fzr1) > f(2"); aus xp < 2’ < x4 folgt wegen der strengen Mono-
tonie von f auf [xy, Tgi1] zum anderen f(z’) > f(xpy1), insgesamt also
f@) > f(”).

Damit ist die Funktion f : R — R streng monoton fallend.

c) Wegen
F0)=sin0—0=0-0=0

besitzt f die Nullstelle 0; da f gemé&B b) streng monoton fallend ist, gilt
f(x) >0 fur alle x < 0 und f(z) < O fiir alle z > 0, so daB} f keine weitere
Nullstelle besitzen kann. Es ist [—%, g] ein abgeschlossenes Intervall der
Léange 7, das die eindeutig bestimmte Nullstelle 0 enthélt.

3.41 Die gegebene Funktion
f R—=R, x> exp(z®)+ arctan(x) + 2> — 2

ist als Summe und Komposition von Polynomfunktionen, der Exponentialfunk-
tion und des Arcus tangens selbst stetig und (beliebig oft) differenzierbar; ferner
ist
f(0) = exp(0%) +arctan0 +0* -2 =14+0+0—-2=—1 < 0.
Wegen
f(z) = exp(a®) + arctan(z) + _z?
—_—— —— =

e —+00
2

-2 — 400
T—>—00
—0 ——

gibt es ein a < 0 mit f(a) > 0, und die stetige Funktion f besitzt nach dem
Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle & € ]a; 0[; wegen

2
+ 7 -2 — +4o0
~~~ T—+00
—+00

f(z) = exp(z®) + arctan(x)
—_—— N———

—+o00 -5

gibt es ein b > 0 mit f(b) > 0, und die stetige Funktion f besitzt nach dem
Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle & € ]0;b[. Insgesamt besitzt also f
mindestens zwei Nullstellen, ndmlich & < 0 und & > 0, und folglich nach dem
Satz von Rolle eine Nullstelle £ € ]&1;&[ der Ableitung.



3.42

Die gegebene Funktion
1
f:]0,00[ =R, f(z)=—-+Inz,
x
ist als Summe einer gebrochen-rationalen Funktion und des Logarithmus
stetig und differenzierbar, und fiir alle x > 0 gilt
11 x-1
flla)=—-—+-= ;

2 2

damit ergibt sich:
o fiir alle z € 0,1 ist z — 1 < 0 und damit f'(x) < 0, so daB die stetige
Funktion f auf dem Intervall |0, 1] streng monoton féllt;
o fiir alle x € |1,00[ist z — 1 > 0 und damit f'(x) > 0, so daB8 die stetige
Funktion f auf dem Intervall [1, co[ streng monoton wéchst.
Damit besitzt f genau ein Extremum, ndmlich ein globales Minimum bei
z=1; wegen f(1)=1+In1=1+40=1ist W; C [1,00[, insbesondere also
W; #R, so daB f nicht surjektiv ist.

Wir zeigen im folgenden, dafl y = 2 zwei verschiedene Urbilder besitzt:
o fiira=e2<1gilt

1
fla)= = +le?=e-2>2"-2=4-2=2>1= f(1),
€

also f(a) > 2 > f(1), so daf3 es fur die stetige Funktion f nach dem
Zwischenwertsatz ein & € ]a, 1[ mit f(&) = 2 gibt;
o fiir b=e?>1 gilt
1
f(b) = —2+ln62:e_2+2>0+2:2> 1= f(1),
e
also f(1) < 2 < f(b), so daB es fiir die stetige Funktion f nach dem
Zwischenwertsatz ein & € |1,b] mit f(&) = 2 gibt.

Damit ist &, & € 10, 00[ mit & < 1 < &, also &y # &, und f(&) =2 = f(&),
so dafl f nicht injektiv ist.

Die gegebene Funktion
g:10,00[ > R, g(z)=¢€" Inz,

ist als Produkt der Exponentialfunktion und des Logarithmus stetig und
differenzierbar, und fiir alle x > 0 gilt

1 1

() = e® -1 T =e" |1 - =" > 0;

g(x)=¢"-Inz+e —=c (nx—i—x) e’ - f(z) ;
>0 >1>0

damit ist g auf dem Intervall |0, oo[ streng monoton wachsend, insbesondere
also injektiv. Zum Nachweis der Surjektivitidt von g sei y € R beliebig: wegen
lim g(z) = lim ( " -Inz)=-o0

z—0+ z—0+
—el=1 ——00



existiert ein ¢ € |0, 1] mit g(c) < y, und wegen

Jam o) = Jim (-l ) = o0
—00 —00

existiert ein d € |1, o[ mit g(d) > y; damit gibt es fiir die stetige Funktion
g nach dem Zwischenwertsatz ein £ € |e, d[ mit g(§) = y. Folglich ist g auch
surjektiv, insgesamt also bijektiv.

3.43 Die gegebene Funktion

f:]0,00[ =R, f(z)=2-(2x—1+1Inx),

ist als Summe und Produkt linearer Funktionen und des Logarithmus beliebig
oft stetig differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

und

a)

fl(z) = 1~@x—144nxy+x~<2+i>

= 2z—-14+hhz)+2x+1)=4x+Inzx

Fla) =4+ é

GemifB obiger Uberlegung ist f insbesondere zweimal differenzierbar; damit
ist ihre Ableitung g = f’ : ]0, 00[ — R differenzierbar, und wegen

gdx)=f"(z) =4+ % >4>0

~
>0

fir alle z > 0 ist g auf dem Intervall ]0, oo streng monoton wachsend.

Geméf a) ist die Funktion g = f’ : ]0,00] — R streng monoton wachsend,
so dafl sie auf ]0, oo[ hochstens eine Nullstelle besitzt. Zum Nachweis ihrer
Existenz betrachten wir den Funktionswert

g)=f(1)=4-14+In1=4+0=4>0,

und wegen

gibt es eine Stelle a € 0, 1] mit g(a) < 0, so dafi die stetige Funktion g
auf dem Intervall |a, 1] C ]0, oo[ nach dem Nullstellensatz mindestens eine
Nullstelle £ besitzt. Damit hat g mit £ genau eine Nullstelle in 0, ool.

Die Funktion g = f' :]0,00[ — R ist geméf a) streng monoton wachsend
und besitzt geméf b) genau eine Nullstelle £. Damit gilt:

e Fiir alle x € ]0,¢] gilt f'(z) < f'(§) = 0, so daBl die stetige Funktion f
auf dem Intervall |0, £] streng monoton fallend ist.

e Fiir alle x € ¢, 00] ist f'(z) > f'(§) = 0, so daf3 die stetige Funktion f
auf dem Intervall [£, oo streng monoton wachsend ist.



3.44 a)

Damit besitzt f auf |0, 00[ genau ein lokales Extremum, nédmlich in & ein
(isoliertes) lokales Minimum.

Die gegebene Funktion
FiRSR, flz) = (1-2)- e,

ist (als Produkt einer linearen Funktion und der Exponentialfunktion) dif-
ferenzierbar, und fiir alle x € R gilt

flz)=(-1)-e"+(1—x) "= —x-€"
Wegen
/ T
fil(x)= —z - €e® >0
>0 >0

fiir alle z < 0 ist f auf R streng monoton steigend, und wegen

/ L LT
fllx)= —x - e >0
<0 >0

fiir alle z > 0 ist f auf R streng monoton fallend; damit besitzt f genau
ein Extremum, ndmlich ein globales Maximum bei

r=0 mit f(0)=(1-0)-¢"=1, also  H(0;1).
Des weiteren gilt

Jm f@ = lm (7o) )=

——o0 ™

sowie unter Verwendung der Regel von de I'Hospital

lim f(z)= lim ((1-2) €)=

Tr—r—00 T—r—00

-1
= lim = lim e =0.
T—>—00 €~ 2 r——oc0 —¢ T T——00

GeméB a) besitzt f im Punkte 0 das globale Maximum, es gilt also
f(z) < f(0) bzw. (1—z)-e*<1 firalle zeR.

Fiir alle z < 1 ist 1 — 2 > 0, so dafl sich nach dem Monotoniegesetz der
Multiplikation

1
e’ <
—1—z

ergibt, und fiir alle x > 1 ist 1 —2 < 0, so daB sich nach dem Inversionsgesetz

1
—1—z

e.Z‘

V

ergibt; fiir z € R mit x # 1 gilt folglich

e’ < — <1

1—=x



3.45 a) Zum Nachweis der Ungleichung
In(z) <z —1 fiir alle reRY\ {1}

bieten sich verschiedene Mdoglichkeiten an:

e Die Funktion
fRT =R, f(r)=Inzx—(r-1),

ist (als Differenz des Logarithmus und einer linearen Funktion) stetig
und differenzierbar mit f'(z) = 1 — 1 fiir alle z € R"; damit gilt:

— fiir alle z € ]0,1[ ist £ > 1, also f'(z) > 0, so dafBl die stetige
Funktion f auf ]0, 1] streng monoton wiéchst, es ist also f(x) < f(1)
fir alle z € ]0, 1;

— fiir alle € |1, +oo] ist % < 1, also f'(x) < 0, so daB die stetige
Funktion f auf [1, 400[ streng monoton féllt, es ist also f(x) < f(1)
fir alle z € ]1, +00|.

Fiir alle z € RT \ {1} gilt demnach

Inz—(x—1)=f(z) < f(1)=In1—-(1-1)=0

und folglich Inx < = — 1.

e Die Logarithmusfunktion In : R — R ist differenzierbar, geniigt also
insbesondere auf jedem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R™ den Vor-
aussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung:

— fiir x € |1, +o0[ gibt es also ein £ € |1, x[ mit
1
Inz —Inl=1IW'(¢) - (x—1), also lna::g-(x—l),

und wegen & > 1 ist % < 1, woraus wegen x — 1 > (0 nach dem
Monotoniegesetz der Multiplikation % (x—1) <z —1 folgt;
— fiir 2 € ]0, 1] gibt es also ein £ € ]0, 1[ mit

Inz —Inl=1I'(¢) - (x—1), also lnx—%-(af:—l),

und wegen 0 < £ < 1 ist % > 1, woraus wegen z — 1 < 0 nach dem
Inversionsgesetz % (x—1) <z —1 folgt.
Fiir alle z € R™ \ {1} gilt demnach

1
lnxzz-(x—1)<w—1.

e Die Logarithmusfunktion In : Rt — R ist beliebig oft differenzierbar
mit In'(z) = 1 und In"(z) = —2% fiir alle 2 > 0, also In'(1) = 1; fiir
das erste Taylorpolynom 7} von In mit dem Entwicklungspunkt a = 1
ergibt sich damit

Ti(z)=Inl+W'(1) - (z—1)=2—1 fir alle 2 € RY.



Nach der Taylorformel gilt In(x) = Ti(z) + Ra(x) fiir alle z € R,
wobei es zu jedem x € R* gemif der Lagrangeschen Darstellung des
Restgliedes ein ¢ zwischen dem Entwicklungspunkt a = 1 und z mit

Ra(w) = "1 (@ 12

1
2¢2

(z—1)?
gibt; fiir z # 1 ist (z — 1) > 0, und wir erhalten

Inz =T (x) + Re(z) = (x — 1)+ (—%) (r—1P2<2-1.

>0
<0

b) Auch fiir den Nachweis der Ungleichung
fir alle = € R'\ {e}

e

¢ < e”

bieten sich verschiedene Moglichkeiten an:

e [iir alle .
r e R\ {e} ist —eRY\ {1},
e

und geméf a) gilt

A x
In— < ——1, also Inxr —lne < — —1;
e e e

es folgt zundchst wegen In e = 1 mit dem Monotoniegesetz der Addition
Inz < £ und dann wegen e > 0 mit dem Monotoniegesetz der Multipli-
kation e-Inz < x, woraus sich im Hinblick auf das Monotonieverhalten
der Exponentialfunktion

¢ =exp(e-Inz) < exp(z) =e€®

ergibt.
e Die Funktion
h:RY - R, h(z)=az e,

ist (als Produkt einer Potenz— und einer Exponentialfunktion) stetig
und differenzierbar mit

R(z)=ex® ' e +a° (e ™) =2 e " (e— 1)

fiir alle x € R™; damit gilt:

— fir alle x € |0,¢[ ist e — x > 0, also A/(z) > 0, so daB die stetige
Funktion A auf 0, e] streng monoton wiichst, es ist also h(z) < h(e)
fir alle z € 10, e[;

— fiir alle o € e, 400 ist e —x < 0, also h'(x) < 0, so dafl die stetige
Funktion A auf [e, +00[ streng monoton fallt, es ist also h(z) < h(e)
fir alle z € Je, +00].

Fiir alle x € R™ \ {e} gilt demnach

z¢-e* =h(x) <h(e) =€ -e =1,

wegen e” > 0 folglich z¢ < e”.



3.46 a)

Die in Abhéangigkeit von ¢ > 0 gegebene Funktion
fe:10,00[ = R, fozx)=cx—Inx,

ist (als Differenz einer linearen Funktion und des Logarithmus) stetig und
differenzierbar mit

C

1
fi(x) =c— - fir alle x> 0.

Als Extremstellen der auf der offenen Menge |0, oo[ definierten und diffe-
renzierbaren Funktion f. kommen nur die Nullstellen ihrer Ableitung f! in
Frage, wegen

1 1
fiz)=0 << —=c < z=-  firale >0
x c
also lediglich der Punkt %; dabei gilt:
o fiir alle x € ]O,%[ gilt 0 <z < %, also

1
—>c und damit fo@)=c— =<0,
x x

so dafl die stetige Funktion f,. auf ] 0, ﬂ streng monoton fallt: es ist also
fe(@) > fo (3) fir alle 2 €]0,1[.

o fiir allexe]%,oo[gilt0< % < x, also

1
- <c und damit fo@)=c——=>0,
x x

so daf} die stetige Funktion f. auf [%, oo[ streng monoton steigt: es ist
also
fel@)> fo(})  firalle ze]l oof.

Zusammenfassend erhalt man

fc<5’7>>fc(l) Zc-%—lnizl—i-lnc fiir alle xe]o,oo[\{%};

C

damit besitzt f. genau eine absolute Extremstelle, ndmlich ein absolutes
Minimum im Punkt %

Die Losungen x > 0 der in Abhéngigkeit von ¢ > 0 gegebenen Gleichung
cr=Inzr <= cr—Inrx=0 < f.(x)=0

stimmen genau mit den Nullstellen der Funktion f, iiberein; dadurch wird
gemif a) die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Im Falle ¢ > % gilt Inc > ln% = —1 und damit
fe@)>fo(2)=14Inec>0 fur alle z €]0,00];

folglich ist f. ohne Nullstelle.



e Im Falle c =% gilt Inc=In? = —1 und damit
fo@)> fe(})=14+c=0 firale z€]0,00[\{};

folglich besitzt f. genau eine Nullstelle, némlich %
e Im Falle c < % gilt Inc < ln% = —1 und damit

fe(2) =1+4Inc < 0;

es ergibt sich:

— wegen
A fe) = i (L2 = Lp ) = o
— ——00

gibt es zum einen ein a € ]0,1[ mit f.(a) > 0, und nach dem
Nullstellensatz existiert fiir die stetige Einschriankung fc|[a7 1y ein

& € Ja, ¢[ mit fo(&1) =0;
— wegen
. Inz pm
lim —
r—o00 T

818 1|
8
~L .
g

mit

Jim fole) = Jim (e —liz) =
C;>0+OO oo

—c>0

gibt es zum anderen ein b € |1, 00| mit f.(b) > 0, und nach dem
Nullstellensatz existiert fiir die stetige Einschrinkung fc\[;b] ein

& € ]1,b[ mit f.(62) =0.
Folglich besitzt f. die beiden Nullstellen & und & mit & < % < &.

Zusammenfassend erhélt man, daf§ die gegebene Gleichung cx = Inz genau
dann eine eindeutige Losung = > 0 besitzt, wenn ¢ = % gilt.
3.47 Die Losungen der zu betrachtenden Gleichung
1 2 3
+ +

=0
r—a x—b x-—c
entsprechen genau den Nullstellen der Funktion
1 2 3
fiR\{a, b, ¢c; =R, f(z) = + + ;

r—a x—b x-—c

diese ist zunéchst als gebrochenrationale Funktion stetig. Wegen

1 2 3
flz) = + + — 400
r—a x—b x—c z—at
—— Y ——
400 2,3

a—b a—c



3.48

3.49

gibt es ein « € ]a; b[ mit f(a) > 0, und wegen

1 2 3
fl@)=——+—"—+ —
r—a x—b x—c a—b—

—— M ——
—pe T ok

gibt es ein 8 € ]Ja; b mit f(8) < 0; damit existiert aber nach dem Nullstellensatz
ein £ € Ja; 8] C Ja;b[ mit f(§) = 0. Die entsprechende Argumentation liefert
dann auch ein ¢ € |b;c[ mit f(¢) = 0.

Fiir a, b € ]0, 1] ist die Gleichung
(%) a®*+b" =1
zu betrachten; fiir alle z € 0, oo gilt
a*4+b"=1 <= a*"+b"—-1=0,
so dafl die Losungen der Gleichung (%) mit den Nullstellen der Funktion
f:10,00[ =R, f(x)=0a"4+0b"—1,
iibereinstimmen.

Wegen a, b € ]0, 1] fallen die Exponentialfunktionen z +— a* und x — b" streng
monoton; damit ist auch f streng monoton fallend, besitzt also insbesondere
hochstens eine Nullstelle.

Ferner ist f als Summe zweier Exponentialfunktionen und einer konstanten Funk-
tion stetig, und wegen 0 < a <1 und 0 < b < 1 gilt
flx)y= a" + b° -1 — 1

r—0+
—al=1 —b0=1

und
flx) =" + 0" —1 nd —1;
—0 —0

damit gibt es ein @ < 1 mit f(a) > 0 und ein § > 1 mit f(5) < 0, so dal f nach
dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle in |, 5[ C |0, 0o besitzt.

Damit hat f genau eine Nullstelle, so dafl die Gleichung (x) eine eindeutig be-
stimmte Losung in |0, co| besitzt.

a) Die gegebene Funktion

1 1
h:]0;00l =R, h(x)=In{14+—)—
0oc 2R, h) =t (141 ) - .
ist (als Summe und Komposition des natiirlichen Logarithmus und gebro-
chenrationaler Funktionen) stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir
alle z € ]0; 00| gilt

W) =12 () = e o -
v C1+1 (z+1)2) 22(1+1)  (z4+1)?2
-1 1 —(z+1)+= 1

:x(x+1)+(x+1)2 T a(z 1?2 a(w 1) <




damit ist h streng monoton fallend. Ferner gilt (wegen der Stetigkeit der
Logarithmusfunktion an der Stelle 1)

1 1
lim A(z) = lim <1n (1 + —) - ) =0,
—_——

—14+0=1 -0

—In1=0

so daf3 sich insgesamt h(z) > 0 fiir alle ]0; oo] ergibt.
Fiir die gegebene Funktion

Flsl o R g = (141)

b

ergibt sich geméf der Definition der allgemeinen Potenz a® = €™ fiir alle

a € Rt und b € R dann
1 ; xln(1+l)
flz)={(1+ - =e @

und folglich unter Verwendung von Ketten— und Produktregel

fl(.13> _ ezln(l-‘r%) . (1 - In (1 —+ i) +x- 1_+#%> —

1 1 L
_ oln(1+2) (ln (1 + _) _ ) — rin(1+3) -h(x) >0
T r+1 N~

\ 4 >0 >0

-~

=h(z) a)

fir alle x € ]0;00[; folglich ist die Funktion f streng monoton steigend.
Unter Verwendung der Regel von de ’'Hospital ergibt sich ferner

1
1 In (1 + l) L’H 1_-1-;i 1
lim a:ln(1+—): lim ———" = lim - = lim =0
x—0+ x z—0+ < , 24 z—0+ —= z—0+ 1 4+ <
sowie
&
1 In(1+1 T
lim xIn (1—|— —) = lim # 2 im Hf = lim =1,
T—00 €T T—00 < ”%“ T—00 ——5 z—o00 | + <

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim f(z)= lim ern(113) = 0 = 1

r—0+ x—0+

sowie X
lim f(z) = lim e n(113) — el = ¢
Tr—r00 Xr—r 00

folgt; damit erhélt man (unter Verwendung der strengen Monotonie von f)
zunéchst Wy C |1; e[. Zum Nachweis von , D% sei y € |1;€[;



e wegen lir(r)1+f(x) =1 gibt esein 0 < a < 1 mit f(a) <y, und
z—

e wegen lim f(x) = e gibt es ein b > 1 mit y < f(b),
T—00

so daB fiir die (als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst) stetige Funktion
f nach dem Zwischenwertsatz ein £ € Ja; b] mit f(§) = y existiert. Damit ist
y=f(§) € Wpund Wy =]15el.

3.50 a) Die gegebene Funktion

f:R—=R, f(x)=arctanz + e
ist (als Summe des Arcus tangens und einer gebrochenrationalen Funktion)
stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir alle x € R gilt

1 27 1+ 22 21 (1—xz)?

f'(x)

= 1 —|—I’2 - (1 +3§'2)2 (1 +£L'2)2 <1+$2)2 (1—|—$2)2
Wegen f'(z) > 0 fiir alle x # 1 ist die stetige Funktion f damit auf |—oo; 1]

und [1; o[ jeweils streng monoton wachsend; folglich ist f auf ganz R streng
monoton wachsend und damit insbesondere umkehrbar. Folglich gilt

. : 1 T
f(zo) < xll_g)lof(m) = lim (arctanx+ 1—1—1‘2) =
——

Hf
—0

und

. ) 1 s
f(zo) > IEIPOOf(x) = xlglolo (arctanx—f— 2 ) =3
——

—0

us
—3

fir alle zop € R und damit zunéchst Wy C }—%; %[ Zum Nachweis von ,, D%
sel y € }—%;g[;

e wegen lim f(x) = —g gibt es ein @ < 0 mit f(a) < y, und

T—r—00
e wegen lim f(x) = g gibt es ein b > 0 mit y < f(b), und
T—>00
so daB es nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit f(§) = y gibt, woraus
y € Wy folgt. Insgesamt ergibt sich also Wy = }—%; 5 [

b) Da f eine streng monoton wachsende und auf einem Intervall, ndmlich R,
definierte Funktion ist, ist die Umkehrfunktion f~! : }—g; g[ — R auf jeden
Fall stetig. Da f differenzierbar ist mit f’(b) # 0 fiir alle b # 1, ist f~! in

allen Punkten a = f(b) # f(1) = %—1—% differenzierbar; die Annahme, f~!
sei auch in @ = f(1) differenzierbar, fiithrt in

L= (idg)' (1) = (f 1o f) () = (/1) (F1) - F (1) =0
zum Widerspruch.

3.51 a) Die gegebene Funktion

fR=>R, f(x) =

2 +1’



ist als gebrochenrationale Funktion beliebig oft differenzierbar, und fiir alle
x € R gilt nach der Quotientenregel

327 (2 +1)—2®- 20 (3a'+32%) -2z 2t 4327

T @rr @ @

f'(x)

>0 >0
AN /N
2 (2 +3)

(% +1)?

~——

>0

fl(x) = >0  firalle z#0

ist f als stetige Funktion zum einen auf |—oo, 0] und zum anderen auf [0, co|
streng monoton wachsend, ingesamt also eine auf ganz R streng monoton
wachsende Funktion.

b) Die Funktion f: R — R ist gemifl a) streng monoton wachsend und besitzt
daher insbesondere eine Umkehrfunktion g = f~: W; — R, wobei W den
Wertebereich von f bezeichne; da f zudem auf einem Intervall definiert ist,
ist die Umkehrfunktion g auf jeden Fall stetig.

Dariiber hinaus ist die Funktion f : R — R differenzierbar, und die Umkehr-
funktion g : Wy — R ist damit an genau denjenigen Stellen b = f(a) € Wy
mit f’(a) # 0 differenzierbar, wegen
/ a* - (CL2 + 3) 2
f(a)—O < W_Oaéiioa =0 <<= a=0
genau im Falle a # 0. Folglich besitzt f genau fiir a # 0 lokal eine differen-
zierbare Umkehrfunktion.

c) Fira=1gilt

B 1 14 43-12 4

f(a):f(l):m=§ mit f’(a):f'(l)—m—ﬁzl,

so daB sich fiir b = f(a) = 5 gem#B der Ableitungsregel fiir die Umkehr-

funktion . . | .
I (§> BRI Rl 6 R

ergibt.
3.52 Die zu betrachtende Funktion

z-g(x), furz >0,
h:R—=R, hx)=|z| g(x)=10, fir x = 0,
—z-g(x), firz <0,

ist (wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von g) nach der Produktregel
zunéchst in allen Punkten a # 0 differenzierbar mit

h(a) = gla)+a- g’(clt), f?r a > 0f
—g(a) —a-g'(a), fira<0;



mit der Stetigkeit von g (im Punkte a = 0) ergibt sich

h(z) — h(0 . -0

@) =hO) ol g@=0_ |zl = 0
x—0 rz—0 T N~~~ z—0
—r —9(0)=0

so daf A auch im Punkt a = 0 differenzierbar ist mit 2’(0) = 0. Die Ableitungs-
funktion A’ : R — R ist zunédchst aufgrund der Stetigkeit von g und ¢’ in allen
Punkten a # 0 stetig; ferner gilt mit der Stetigkeit von g und ¢’ im Punkte a = 0
auch

weswegen h' auch im Punkte a = 0 stetig ist. Insgesamt ist also h eine stetig
differenzierbare Funktion.

3.53 a) Wir weisen nach, dafl die gegebene Funktion f: R — R mit

f(@) = fy)| < o —yl*

fiir alle z, y € R an jeder Stelle a € R differenzierbar ist und die Ableitung
f'(a) = 0 besitzt. Fiir jedes © € R mit x # a gilt nach Voraussetzung

f(x) = f(a)| < |z —al?

und damit fiir den Differenzenquotienten

fa) = f@)| i@ =Sl _le=a
r—a |z — al |z — al z—a

so dafi sich fiir den Differentialquotienten

f'(a) = lim

T—a Tr— a
ergibt.

b) Wir weisen nach, daf§ fiir alle a, b € R mit a < b stets f(a) = f(b) gilt;
damit ist f eine konstante Funktion. Die Einschrénkung f|4 : [a,0] — R
ist differenzierbar und erfiillt damit insbesondere die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung; damit gibt es ein £ € Ja, b[ mit

M:f'g) = 0, also  f(a)= f(b).

b—a gemis a)



3.54 a) Die Aussage ist wahr: seien f : R — R und g : R — R zwei monoton fallende
Funktionen; fir alle zq, 25 € R mit 7 < x9 gilt also f(x;) > f(z2) und
g(x1) > g(x2), nach dem Monotoniegesetz der Addition damit

f(z1) +g(71) > f(x2) + g(w1) und  f(a2) + g(z1) > f(22) + g(22),

zusammen also

(f +9)(z1) = f(21) + g(z1) = f22) + g(22) = (f + 9)(22),

und damit ist auch die Funktion f 4 g monoton fallend.

b) Die Aussage ist falsch: die beiden Funktionen
fR—=R, f(z)=—x, und g:R—=>R, g¢g(r)= -2z
sind monoton fallend, fiir alle x1, zo € R mit x; < x5 gilt ndmlich

f(351) =—I1 > —Ty = f(xz) und 9(561) = —2x1 = 219 = 9(952)-

Die Differenzfunktion

f=9:R=R, (f=g)(@)=f(z)—g(x)=(-2) - (-22) =z,
ist jedoch streng monoton wachsend, insbesondere nicht monoton fallend.

c) Die Aussage ist wahr: seien f : R — R und g : R — R zwei monoton
fallende Funktionen; fiir alle 1, 9 € R mit x; < x5 gilt damit wegen des
Monotonieverhaltens von g zum einen

y1 = g(z1) > g(z2) = 12

und wegen des Monotonieverhaltens von f zum anderen

(fog)(x) = flg(z1)) = f(y1) < fy2) = flg(x2)) = (f 0 g)(w2);

folglich ist die Funktion f o ¢ monoton wachsend.

3.55 Wir betrachten die (als Differenz der beiden als stetig vorausgesetzten Funktionen
f und g selbst) stetige Hilfsfunktion

h:R—=R, h(x)=f(x)—g(x).
e Fiir alle z < 0 gilt, da f monoton wichst, schon f(z) < f(0), und damit

W) = f(z) —g(z) < f(0) - @ -~

T——00
—+00

insbesondere gilt lim h(z) = —oo, und es gibt ein a < 0 mit h(a) < 0.

T——00
e Fiir alle z > 0 gilt, da ¢ monoton fillt, schon g(z) < ¢(0), und damit
h(z) = f(x) = g(x) = f(x) —g(0) — +00;
S~ T——+00

—+00

insbesondere gilt lim h(z) = +oo, und es gibt ein b > 0 mit A(b) > 0.

T—+00



3.56

3.57

Damit ist die Einschrédnkung von h auf das abgeschlossene Intervall [a;b] C R
eine stetige Funktion mit h(a)-h(b) < 0; folglich gibt es nach dem Nullstellensatz
ein € € [a; b] mit

h(§) =0, also f(§) —g(§) =0 bzw. f(&) = g(¢).

Folglich ist (&; f(£)) = (& 9(§)) ein gemeinsamer Punkt auf den Graphen Gy und
Gy.

Die beiden auf dem abgeschlossenen Intervall [—1,1] definierten und als stetig
vorausgesetzten Funktionen f : [—1,1] — R und ¢ : [-1,1] — R besitzen nach
dem Satz von Weierstra$ jeweils ein globales Maximum, es gibt also p, ¢ € [—1, 1]
mit f(z) < f(p) und g(z) < g(q) fir alle z € [—1, 1]; damit gilt

f(p) =sup{f(x) | -1 <z <1} =sup{g(x) | -1 <z <1} = g(q).

Fiir p = ¢ wahlen wir zp = p € [—1,1], und es gilt f(x¢) = f(p) = g(q) = g(x0).
Fiir p # ¢ konnen wir (aufgrund der beziiglich f und ¢ symmetrischen Problem-
stellung) schon p < ¢ annehmen und betrachten die Hilfsfunktion

hilp,ql = R, h(z) = fz) = g(x).
Damit ist h als Differenz der stetigen Funktionen f und g selbst stetig mit

hip)=flp)—9p) =  flp)—g(q) =0,

9(p)<g(q)

h(q) = f(q) — g(q) . Sf( ) f(p) —g(q) =0,

Q<f(p

und nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein z¢ € [p,¢] C [—1,1] mit h(zo) = 0,
also f(zo) = g(xo).

a) Esist eine nach oben wie nach unten beschriankte und stetig differenzierbare
Funktion f : R — R zu betrachten, so daf fiir ihre Ableitung f': R — R
der Grenzwert

(%) c= lim f'(z)

T—00

existiert; zum Nachweis von ¢ = 0 nehmen wir zum Widerspruch ¢ # 0 an:

e Im Falle ¢ > 0 gibt es wegen (*) ein a € R mit f/(§) > § fiir alle £ > a;
fiir alle x > a existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
ein § € Ja, z[ mit

f@) = f@) _ c
r —a N f (€> Wege§§>a 5’
woraus wegen r — a > 0 dann
f@) = fla)> 5 - (& —a)

folgt. Wir erhalten

fl@) > fa) + g (z—a) — +o0,
S5 ot

so dafl f nicht nach oben beschrinkt sein kann, im Widerspruch zur
Voraussetzung.



e Im Falle ¢ < 0 gibt es wegen (*) ein a € R mit f(£) < § fiir alle £ > a;
fiir alle x > a existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
ein £ € |a, z[ mit

@)= fla) _ c
r —a N f (5) Wege§§>a 5’
woraus wegen x — a > (0 dann
f@) = fla) <5 (@ —a)

folgt. Wir erhalten

f@) < fl@)+ 5 -(@=a) — -,

so dafl f nicht nach unten beschriankt sein kann, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

b) Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachte man fiir a = 1 die Ein-
schrankung des natiirlichen Logarithmus

fill,oo[ =R, f(z)=Inz;

damit ist f stetig differenzierbar mit

1
lim f'(z) = lim — =0,

T—00 T—00 I
aber f ist wegen

lim f(z) = lim Inz = 400
T—>00 Tr—r00

nicht (nach oben) beschrénkt.

3.58 Wir betrachten die stetige Funktion f : R — R, fiir die eine Konstante ¢ € R mit
f(z) >c>0 firalle 2z€eR

existiert. Zum Nachweis, dafl jede Stammfunktion F' : R — R von f bijektiv ist,
zeigen wir zum einen die Injektivitdt und zum anderen die Surjektivitat von F:

e Als Stammfunktion von f ist F differenzierbar mit
F'(z) = f(z) >c¢>0 fiiralle x€R;

damit ist F' streng monoton wachsend, insbesondere also injektiv.

e Seiy € R; als differenzierbare Funktion geniigt F' auf jedem abgeschlossenen
Intervall von R den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung, und damit gilt:



— fiir jedes x > 0 gibt es ein & € ]0, z[ mit

F(x)— F(0)=F'(&) - (z—0) :@-xdaiwc-x,

und wegen ¢ > 0 gilt damit

F(z) > F0)+c-z — H00;

r——+00

damit gibt es aber ein b > 0 mit F(b) > v.
— fiir jedes x < 0 gibt es ein & € |z, 0] mit

F(x)—F(O):F’(fg)-(x—O):@-xda< c-x,

<0
>c

und wegen ¢ > 0 gilt damit

F(z) < F(0)+c-x — —o0;

T—r—00

damit gibt es aber ein a < 0 mit F(a) < y.

Als differenzierbare Funktion ist F' insbesondere stetig, so dal es wegen
F(a) <y < F(b) nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a,b] mit F(§) =y
gibt; folglich ist F' surjektiv.



