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2.1 Fir n € N ist die Funktion

n 3z k
n - R R, n — )
RoR £ =3 ()

zu betrachten. Fiir jedes z € R ist damit (f,,(x))nen die Folge der Partialsummen

” 3
ne =3 () =5 =gty

also die geometrische Reihe

k .
Z q fir 1= 57
— x4+ 2

diese konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist, wegen

3]

2+ 2 2+ 2 2242>0

— 3zl <2 +2 = 0< |2)* = 3|z|+2 <=

<1l «—

lg) <1 —

— 0< (2| -1 (|z| -2) <= (Jz| <1 oder |z|>2)

also genau fiir
re€D=]—o0,—2[U]-1,1[U]2,00][,

und in diesem Fall gilt gemafl der Summenformel fiir geometrische Reihen

ad 1 22 +2
f( ) lim fn qu I T2
k=0

n—o00 1_12+2 —3.§C+2

+3
2.2 a) Fiir jedes z € R\ {3} handelt es sich bei der Reihe Z —S)k um eine
k=0

geometrische Reihe der Form

= 1
Zch mit c=x+3 und ¢= 3;
x_



diese konvergiert aber genau fiir ¢ = 0 oder |¢| < 1 und besitzt dann die

Summe .
Wegen
lg) <1 <— <l <= l<|r—3] < x<2o0derz >4

|z — 3]

3
konvergiert also die Reihe g % genau fiir alle
x —
k=0

x € ]—00;2[U]4;00[ =R\ [2;4],
und fiir die Summe der Reihe gilt dann

r+3 r+3 (x4+3)(x—-3) 2*-9

(z—3)F 1--L (z2-3)—-1  ax—-4

o0

k=0

b) Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe

> (%)

k=1

— 1
sei konvergent; da die Reihe Z 72 bekanntlich konvergiert, miiffite dann

i(ﬁ‘(/f >) Z%

k=1

auch die Differenz

konvergieren; diese ist allerdings als harmonische Reihe divergent.

23 a) Esist
0 3-n e 317(n+1) o0 3. 3f(n+1)
DYy Dy e Dl rarey]
> 3—(n+1) > (l)n+1 > (l)n
—a 3 e e S
— (n+1)! — (n+1)! — n!
—5( W) s ey - 1) =3 (v 1)
— nl 0! Pls ’
dabei geht die Konvergenz der Exponentialreihe an der Stelle x = % ein.
= 1
b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = % fiir alle n € N. Wegen
n .
n=1
=1 fam =1 =1

n/|an| —_n

n-2"

n-2"  {n-2 noeo 2

ist die Reihe Z a,, nach dem Wurzelkriterium

n=1



e fiir alle x € R mit @ < 1 (absolut) konvergent, wegen

-1
%<1 = r-1<2 =
= 2<r-1<2 = —-1<x<3

also fiir x € |—1, 3|, sowie
o fiir alle x € R mit @ > 1 divergent, wegen
|z — 1]
T>1 = jr-1]>2 —=
< (m—1<—20der2<x—1) < (m<—1oder3<x)
also fiir z € |—o0, —1[U |3, oo].
Es sind noch die Falle x = —1 und = 3 zu untersuchen:
e [iir x = —1 ist die Reihe

(21" (2" = (1)
DN N

als alternierende harmonische Reihe (nach dem Leibnizschen Kriterium)
konvergent, und

e fiir x = 3 ist die Reihe

(21" = 2"
; n- 2" _;n-Q”—;E

als harmonische Reihe divergent.
Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle z € [—1, 3.

o0 2

37’14
2.4 a) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = o fiir alle n € N; wegen
n=1
Y7 A C L Gy (N R
Qn| = on3 - W - on? - on oo
—0
ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.
n=1
L = (=2 ,
b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = ————== fiir alle n € N; wegen
— n®>+n
Ung1 (—2)n*t vn?+n|
an Vin+ D24+ n+1)  (=2)"
_ (-2 vnt+n | n?+n
N VR +an+2| n2+3n+2

141 140
=2 | —ar — 2.,/L:2>1
1+ﬁ+ﬁ n—o0 1+04+0



ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium divergent.

n=1

o
2.5 a) Wir verwenden, dafl die geometrische Reihe Z cq" genau dann konvergiert,
n=1

wenn ¢ = 0 oder |q| < 1 ist. Zunéchst gilt fir alle n € N
2n 2" 2\"
3n 4 4n = 3n (3)

damit besitzt die Reihe Z 3 o die konvergente Majorante Z <§)

n=1 n=1
und ist folglich nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent. Ferner gilt

fir allen € N
4n - T L A
on 4 3n =34 3n 2.3 2\3)

4 n
— die divergente Minorante Z ( )

und ist folglich nach dem Mlnorantenkrlterlum selbst dlvergent

b) Fiir alle k € N gilt

omn

damit besitzt die Reihe Z

1 2
ko k+2

1 1 (k+2)—k 1 (1 1
k(k+2) 2 k(k+2) 2 k(k+2) _2'( )

weswegen sich fiir alle n € N mit n > 3 fiir die n-te Partialsumme s,, der
gegebenen Reihe

- 1 1 /1 1 1 "1 "1
=2 Gy 2 (rm)—a(ZrMm)—

1 /1 1 1 1 1 /1 N 1 1 3 3
Sp = — — e — — — — == =— = —
2 \1 2 n+1 n+2) nseo 2 \1 2 2 2 4
—0 —0
konvergiert die gegebene Reihe i _ mit dem Grenzwert 2
— n (n+2) 4
2.6 a) Die Reihe
ZQ_n’ also Zan mit an:2—n fiir alle n € N,

n=1 n=1



148t sich wahlweise mit den Quotientenkriterium oder dem Wurzelkriterium

auf Konvergenz untersuchen; sie ist ndmlich zum einen wegen

(n+1)° _ (1+1)°

2-n2

|(n41)2 27

Qp+1 o
2n+1 n2

an

nach dem Quotientenkriterium sowie wegen
V'n? o/n)? 12 1
U

Vian| = T 2 e 2

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent

2n

b) Fiir die Reihe

i(n+1)n, also ian mit a, =

n=1

( n ) fiir alle n € N,
n+1

n=1
1

)

gilt
( n \" I \" 1 .
" RS A (R R

" n+1
damit ist die Folge (a,)nen der Reihenglieder keine Nullfolge, insbesondere

also die Reihe Z a, nicht konvergent.

n=1
c) Fiir die Reihe
[~ k = . —~ k i
Z Zﬁ , also Zan mit QHZZE ir alle n € N,
n=1 \k=1 n=1 k=1
gilt unter Verwendung der Gauflschen Summenformel
. (n + 1) 1 n+1 1
’a”|zzn4 :n4 Zk_ T 9 T3 9 Sﬁ’
k=1 N
<nfnh—p

o0

damit besitzt die Reihe Zan die (bekanntlich konvergente) Majorante

n=1
— 1
5 — und ist folglich nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent
n
n=1

2.7 Bei der gegebenen Reihe
i (n+ 1)t
(=n)"

n=1

handelt es sich wegen

1 n—1 1 n—1
U N S (U L
nn

(n+1)"t
(=1 )

(=n)"




um die alternierende Reihe

00 1 n—1

Z(—l)"an mit a, = (n+ "7 fir alle n e N.
n'I’L

n=1

Wir greifen im folgenden auf die wohlbekannte Tatsache zuriick, daf§ die Folge
((1 + %)n)n <y monoton wachsend ist und gegen die eulersche Zahl e konvergiert.

a) Wegen
m+1)"1 n4+1 (n+1)1 1 (n+1)"
an: = . — . —
n" n+1 n" n+1 n"
1 \" 1 1\"
= s = 1+ = — 0-e=0
n—+1 n n+1 n n—s00
~— ,
—0 —e

ist (an)nen eine Nullfolge; wegen

G (20wt (n2)n)

an (n+ 1)+ ' (n+1)»1 (n+1)

:((n+2)-n":((n+2)-n>”:(nz+—2n)”§1n:L

(n+1)2)" (n+1)2 n?+2n+1

<1

mit a, > 0 also a,.1 < a,, fir alle n € N ist (a,),eny monoton fallend.

Damit konvergiert die Reihe Z(—l)" a, nach dem Leibnizkriterium.
n=1

b) Die Reihe

;www:;Wm%@wzg%

[e.9]

1
die (bekanntlich divergente) harmonische Reihe Z — als Minorante und

n
n=1

ist folglich nach dem Minorantenkriterium selbst divergent. Damit ist die
o

gegebene Reihe Z(—l)” a, nicht absolut konvergent.

n=1

2.8 Wir betrachten neben der gegebenen Folge (a;,)nen mit

fir alle neN

Inn
a, = —
n



die sie interpolierende Funktion

frliool R f) =

es ist also a, = f(n) fiir alle n € N.

a) Die Funktion f ist (als Quotient des natiirlichen Logarithmus und einer
linearen Funktion) differenzierbar, und fiir alle x > 1 gilt

Loy —Inx-1 1—Ilnzx
f/(‘r):z 2 = 2 :

T X

Fiir alle z > e ist Inz > Ine = 1 und damit f'(z) < 0, so daf§ f auf dem
Intervall Je; oo streng monoton féllt; damit folgt insbesondere

an=f(n) > f(n+1) =app fir alle n € N mit n > 3.
b) Mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital erhélt man den Funktionengrenzwert

Inzx L'H
lim f(z) = lim — = lim £ = lim — =0,
T—00 r—oo I ”%“ T—00 T—00 I

insbesondere ergibt sich der Folgengrenzwert

lim a, = lim f(n) = 0;

mit der Folge (a,)nen ist auch jede ihrer Teilfolgen (an, )ren eine Nullfolge.
c) Die Folge (a,)n>3 ist geméB a) (streng) monoton fallend und gemé$ b) eine
Nullfolge, so dafl die alternierende Reihe Z(—l)”an nach dem Leibniz-

n=3

kriterium konvergiert; damit ist aber auch die Reihe Z(—l)"an konvergent.
n=1

d) Fiir alle n € Nmit n > 3 gilt Inn > 1In3 > 1 und damit

‘(_1)n “Inn _ Inn _ Inn > l;
n n n n

folglich besitzt die Reihe i (=1)"- ln7n die (bekanntlich divergente) Mi-

n=3

norante i% und ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst diver-
n=3

gent. Da demnach auch die Reihe i (=)™ lnTn divergiert, ist die Reihe

n=1
i(—l)" : lnTn nicht absolut konvergent.

n=1



2.9 Zu betrachten ist die Potenzreihe chx" mit dem Entwicklungspunkt a = 0

n=1
und den Koeffizienten

COS%
Cp =

fiir alle n € N;
n

fir allen € Nist 0 < % <1< 3, also cos% > 0 und damit ¢, > 0. Mit der
Stetigkeit des Cosinus an der Stelle 0 ergibt sich

1 1
s S U s o 1 cos () 1

Cnt1
— | = T~ 1 T T Lia
n+1 cos - cos - 1—1—5 n—oo cosO0 1-+0

Cn

I

damit besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius o = % = 1 und ist
folglich

o fiir alle z € R mit |z| < 1 absolut konvergent,

e fiir alle z € R mit |x| > 1 divergent.

Fiir € R mit |z| = 1 sind gesonderte Uberlegungen erforderlich:

[o.¢] (e.)
e Lir z = 1 ist die Reihe Z ¢, 1" = Z ¢, zu betrachten; fiir alle n € N ist
n=1 n=1
0< }1 <1< %, woraus sich mit dem Monotonieverhalten des Cosinus
1 ™ 1 cos + 1
COS — > COS — = — und damit >
n 3 2 n 2n
oo
ergibt. Damit besitzt die Reihe Z ¢, die (als harmonische Reihe divergente)
n=1

[e.9]

Minorante Z o und ist nach dem Minorantenkriterium selbst divergent.
n

n=1
o0
o Fiir z = —1 ist die alternierende Reihe ch - (=1)" zu betrachten; die
n=1

Hilfstunktion
h:R—R, h(z)=x-cosz,

ist differenzierbar mit
h'(x) =1-cosz+x-(—sinx) =cosz —x-sinx

fiir alle z € R. Fiir alle x € [0, %} ergibt sich mit dem Monotonieverhalten
von Cosinus und Sinus

T T 1
costcosgzé 3 und O:SinOSSinxgsin—:§

6

und damit



so daf3 h auf [ , 5| monoton wachsend ist; fiir alle n € N mit n > 2 gilt
0 < =5 <, <% und damit

cos —— Ccos =
n+1 1 1 n
Cn e :h—<h—: :cn’
= k) < ()

COoS — 1 1 1
len| = n:—"COS;lé——>0
n n n n—oo
ist (¢)n>2 ferner eine Nullfolge, so dafl die alternierende Reihe Z(—l)"cn
n=2
nach dem Leibnizkriterium konvergiert; damit ist auch Z cn - (—1)™ kon-
n=1

vergent. Da

S fen (17 = S feal = 3 e
n=1 n=1

[e.9]

divergiert, ist die Reihe Z ¢y - (—1)" nicht absolut konvergent.

n=1

Zusammenfassend gilt: die gegebene Potenzreihe ist genau dann konvergent, wenn
x € [—1,1] gilt, und genau dann absolut konvergent, wenn z € |—1, 1| gilt.

(Inz)”

n

. (Inz)™ n |lna: \lnx]
Van| = In z|

ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium

n=1

fiir alle n € N. Wegen

2.10 Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, =

e fiir alle z € RT mit |[Inx| < 1 (absolut) konvergent, wegen
Inz| <1 <= —l<hzr<l <= el<r<el

also fiir x € ]%, e[, sowie
e fiir alle 2 € RT mit |[lnx| > 1 divergent, wegen
Inz|>1 < Inzx < —-loderl <lnz <= w<e 'odere <z
also fiir z € ]0; 1[ U Je; o0].

Es sind noch die Félle x = % und z = e zu untersuchen:



(1"

o Fir x = % ist die Reihe

00 l ()
Z nx Z 3

n=1

n=1
als alternierende harmonische Reihe konvergent, und
1

oS S
hl I‘ Z
n=1

n=1

3

e fiir x = e ist die Reihe

S

n=1

Ll

als harmonische Reihe divergent

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € [
1
( )x”ﬁirallenEN. Firz =0

_nn
vn

2.11 Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, =

n=1
gilt a, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Zan absolut konvergent. Fiir

n=0

x # 0 ist a, # 0 fir alle n € N mit n > 2, und es gilt
In(n+1) /n -
. . x

1| |In(n+1)- n
an, vn+1 In(n) - x» In(n) n+1
mit
1 1 In(t+1) 1 st 1
lim n(n + ):limMLZH hm%—h = lim =1
n—00 ln(n) t—o0 ln(t) , 24 t—00 n t—oco t + 1 t—oo 1 + n
und
li ! 1
im — =,
n—o00 v/M —|— n%oo n~>oo % /- stetig 1+0
insgesamt also
n 1 1
G| gy (R ED VR
n(n) Vn+1
——

lim

n—oo

an
)x fir alle z € R

Damit ist nach dem Quotientenkriterium die Reihe Z NG

mit |z| < 1 absolut konvergent sowie fiir alle z € ]R mit |z| > 1 divergent
weswegen noch der Fall |z] = 1 gesondert zu behandeln ist.
n > 3;

e Im Falle x =1 ist
fiir alle




damit besitzt die Reihe Z d1e Reihe Z \/_ als divergente Minorante

f’

und ist damit nach dem Mmorantenkrlterlum selbst divergent, weswegen

1
auch die Reihe Z M divergiert.

— Vn
e Im Falle x = —1 ist

1
= (=1 mit b= Y falle nen:

vn

wir betrachten daher die Hilfsfunktion

Rt =R, f(t)=

S

Wegen

: 2
'l I t 'l I —_—
f —1 N tli>oo \/z 0

lim f(t) = lim —= In?) v

t—r00 t—r00 \/¥ oo t—00 i

ist (b, )nen eine Nullfolge, und wegen

VE-E—In(t) 55 2 _Int
()= ! Uzﬁ: 8 0 firalle ¢ > e

(V1)? 2(V)?

ist (b, )n>s monoton fallend; damit ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkri-

o o0 1
terium die alternierende Reihe Z(—l)" b, = Z Ijﬁ)
n

n=8 n==8

1
weswegen auch die Reihe Z %
n

n=1

(—1)" konvergent,

(—1)" konvergiert.

n(n) ,

Damit konvergiert die gegebene Reihe Z N 2" genau fir x € [—1; 1].

2.12 e Fiir jedes x € R handelt es sich bei der Reihe

Z ay mit ap = " = (ex)k fir alle k£ € Ny

oo
um die geometrische Reihe Z ¢" mit ¢ = e*; diese konvergiert genau dann,

k=0
wenn |g| < 1 ist, wegen

e’ <1 <= " <1 <= 2<lnl=0
also genau fiir alle 2 € |—o0, 0].

e Fiir jedes # € R handelt es sich bei der Reihe

Zbk mit b = e*2* = (ex)" fiiralle ke N



um die geometrische Reihe Z ¢" mit ¢ = e x; diese konvergiert genau dann,
k=0
wenn |g| < 1 ist, wegen

lex] <1 <= e |z[<1 <= |z|<? = —1<a<?

also genau fiir alle x € }—— 1 [

e Fiir jedes © € R gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein kg € N mit
e’ < ko; fiir alle £k € N mit k£ > kg gilt demnach

1 1

TtE<ko+k<2k 1 > —.
€ +Rk<SKo+RS 2R, also A

(als harmonische Reihe) divergente
k=ko

o0
1
Minorante Z % und ist folglich nach dem Minorantenkriterium selbst
k=ko
1

e+ k

divergent; somit divergiert aber auch die gegebene Reihe Z

2.13 In Abhéngigkeit vom Parameter € R ist die Reihe

o0 2 n
Z y, mit a, = ( x>2 fir alle neN
—~ 14 a4

o0

zu betrachten. Fiir z = 0 ist a,, = 0 fiir alle n € N und damit die Reihe Z an,

konvergent. Fiir z # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N mit i
Ang1| ' (2x)"tt . 1+ 22" _ ‘(Qx)"“ . 1+ 22" PYNE 1+x2"
ay, 1+ 220D (22)» (2x)r 14 xnt2 n+2’
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fall 1: 0 < |z| < 1. Damit ist nh—>120 2" = 0 sowie nh—>1£10 2?2 = (0, woraus sich
n

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z ay,
n=1
— fiir 2 |z] < 1, also fiir 0 < |z| < 1, konvergent sowie
— fiir 2|z| > 1, also fiir § < ]x\ < 1 divergent.

Fiir 2 |z| = 1, also fur |z| = 5, ist die Folge (an)nen gemés

|2£E| _@pt 1 1

= = = s ——=1
Ltz 14 (a2 14 (1" noee 140

o0

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.

n=1



e Fall 2: || = 1. Damit ist 2°" = 1 sowie 22" = 1 und folglich

Api1 1+ 22" 141
=2z} ———=2-1-—— =2
ay, 1+ g2nt2 1+1
fiir alle n € N, weswegen die Reihe Zan nach dem Quotientenkriterium
n=1

divergiert.
1 2n
o Fall 3: [z| > 1. Damit ist 0 < & < 1 mit lim — = lim (L> — 0,
|| n—oo 2N z—00 \ 12

woraus sich

Ani1 2| 142" P 2 (g +1)
an - 1_}_1‘271-1-2_ T2n (1%4_1:2) o
21 == +1 o 0+1 ] 1 20z 2
fr— l’ o —_— x . — _— = —_— = —
x%—kxz n—o0 0+ 2?2 2 |z)? |z

oo
ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z ap,

n=1
— fiir ‘2?' < 1, also fiir 2 < |z|, konvergent sowie
— fiir \27| > 1, also fur 1 < |z| < 2, divergent.
Fiir % = 1, also fiir |z| = 2, ist die Folge (a,)nen gemaf
|22 Ral et 4
CLn| on | on 2\n n
1+ 1+ 1+ (2?) 144
SR SR SR B
R e T
keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.
n=1
Insgesamt konvergiert die gegebene Reihe Z a, genau dann, wenn
n=1
z| < 3 oder |z| > 2
ist, also genau fiir alle
x € |—o0; —2[U]—1; [ U]2; 400
[e's) 1 .
2.14 a) Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a, = — (I2 — 1) fiir alle n € N;
n
n=1
dabei gilt fiir alle n € N
/|1 Sz =1 1T
n n n
21 21
:’35 | N k2 |:{x2—1‘.

(L/ﬁ n—00 1



Damit ist die Reihe Z a,, nach dem Wurzelkriterium
n=1

e fiir alle z € R mit |2 — 1| < 1 absolut konvergent; wegen
2?2 —1] <1 = -1<s’-1<1 <
— 0<a?<2 <= 0<|z]<V2
ist dies genau fiir alle x € }—\/5; 0[ U }0; \/5[ der Fall.
e fiir alle x € R mit |2? — 1| > 1 divergent; wegen

|22 =1 >1 < 2" —1< -1 oder 2°—1>1 <
— 22 <0 oder 2% >2 = 1?>2 == |z|>V2

ist dies genau fiir alle z € }—oo; —\/5[ U } V2; oo[ der Fall.
Es sind noch die Fille z = 0 und z = ++/2 zu untersuchen:
e Fiir z = 0 ist die Reihe

o0

L

als alternierende harmonische Reihe konvergent, und

e fiir z = ++/2 ist die Reihe

als harmonische Reihe divergent.

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € } —V2:2 [

b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = nz™) fiir alle n € N; dabei gilt
n=1

fir allen € N

el = 20 = i Jelod = - {f|alo®) = - Ja,

wodurch die folgende Fallunterscheidung nahegelegt wird:
o fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt

Vlal = In - 2" — 0,
N~ =~ N0

—1 —0

o
weswegen die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium absolut konver-

n=1

giert.



2.15 a)

e fiir alle x € R mit |z| =1 gilt
Ylan) = /n - |z — 1,
N~ N N0
—1 —1
womit iiber das Wurzelkriterium keine Konvergenzaussage méglich ist;
da aber die Folge der Reihenglieder wegen

:n-|x|(”2):n-1(”2):n — 0

anl = |- 2
n—oo

insbesondere keine Nullfolge ist, ist die Reihe Z a,, sicher divergent.

n=1

o fiir alle z € R mit |z| > 1 gilt

YUlan| = /n - 2] — oo;
N~ =~ N0
=1  —oo

o0
weswegen die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium divergiert.
n=1

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle z € |—1; 1.

> n

x
Zu betrachten ist die Reihe E a, mit a, = ————— fiir alle n € N.
n=1 n- n — %
oo

Fir x = 0 gilt a,, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Zan absolut
n=1

konvergent. Fiir x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N, und es gilt

/ 1
. — = 1

an+1 . '|,T’_
— . - 2 -
, (n+1)- n+% x n+1 n+ 3
Y Lt ¥ S [ B
— . A= . .a’;:x’

wobei hier die Stetigkeit der Quadratwurzel an der Stelle a = 1 eingeht;

damit ist nach dem Quotientenkriterium die Reihe Z ay, fiir alle x € R mit

n=1
|z| < 1 absolut konvergent sowie fiir alle z € R mit || > 1 divergent. Fiir
den noch zu untersuchenden Fall |z| =1 gilt

" 1 1 1 V2

|an|: —_= S n: = —_—
e Jn— L n-y/n—35 n-\/3 n

=1 V2
fiir alle n € N; da mit der Reihe Z — auch die Reihe Z — konvergiert,

n=1 nz n=1 n2

oo oo 2

besitzt damit die Reihe Zan die konvergente Majorante Z LB_ und ist
n=1 n=1 n2

damit nach dem Majorantenkriterium selbst absolut konvergent.



n(n2)

b) Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a,, = W " fiir alle n € N;
n n
n=1
wir verwenden im folgenden, dafl die Folge ((1 + %)n)neN monoton wachst

und den Grenzwert e besitzt. Fiir alle n € N gilt damit

(n?)
n/’an’ _n _r n " X ’x‘n —
n+1

(nt+ 1) "

n2
1 Y 1 1 ||
= () T = el = el =
1+5 (1+7)"  moee ¢
damit ist nach dem Wurzelkriterium die Reihe Zan fiir alle x € R mit
n=1

% < 1, also |z| < e, absolut konvergent sowie fiir alle z € R mit %' > 1,
also |x| > e, divergent. Fiir den noch zu untersuchenden Fall |z| = e gilt
geméf} obiger Rechnung

Vlan| = ﬁ > S = 1, also la,| > 1;

(&

damit ist die Folge (a,)nen der Reihenglieder keine Nullfolge, weswegen die
Reihe Z a, divergiert.
n=1

2.16 a) Bekanntlich konvergiert die Exponentialreihe auf ganz R; damit konvergiert
aber fiir alle z € R die Reihe

o0 o0 371
— n
exp(3z) = i E ) "
n=0 n=0

Zum selben Ergebnis kommt man auch mit Hilfe des Quotientenkriteriums.

n

s 3
b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a,, = — " * fiir allen € Ng. Firz =0

n)
n=0
gilt a,, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
n=0
Fiir x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € Ny, und es gilt
Uit gntl ., g(nt1)? n! gn+l n! ’x‘n2+2n+1
an (n+ 1) 3z 3 (1) |z
_g. L e g B
n+1 n+1"’
dies legt die folgende Fallunterscheidung nahe:
e Im Falle |z| < 1 ist
2n+1 3
Gntt] _ 3- il < — 0, also ntt) 0;
Qp n + 1 n + 1 n—oo an, n—o00

[e.9]

damit ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium konvergent.

n=1



e Im Falle |x| > 1 ist |x| = 1 + z¢ fiir ein 29 > 0, und nach der Bernoulli-
schen Ungleichung gilt |z|" = (1 4+ x¢)" > 1 4+ n o, woraus sich

2n+1 n
a x x l+nz
n+1 :3‘|| —3. ‘ | ‘|x|n+123‘ 0'|x|n+1:
an n+1 n+1 n+1
1
4+ x a
=32 10 x["tt — oo, also Lam T
1+ =2 S~~~ n—oo Ay, n—00
W—n/ —00
—xo>0
o0
damit ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium divergent.
n=1
2.17 a) Zu betrachten ist die Reihe
- 1
—-1)"a mit a, = ———— firalle neN.
Z( )" " In(n%-n)

Fir alle n € N mit n > 2 ist

In(n*~n)=In(n-(n—1))=Inn+In(n—1) >Inn>m2>0

—_——
>In1=0
mit
— <
Inn, +In(n—1)<Iln(n+1)+Inn
<In(n+1) <lnn
und damit
1 S 1
ay, = > = ay,
Inn+In(n—1) ~ In(n+1)+Inn i
sowie
Inn+Inn—1) — oo
> —00
und damit 1

— 0

T n gt In(n —1) n—oo

folglich ist (a,),>2 eine monoton fallende Nullfolge, so dafl die alternierende

Reihe Z(—l)" a, nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konvergiert.
n=2

Das Leibnizkriterium trifft allerdings keine Aussage iiber die absolute Kon-

vergenz von Z(—l)” a,, also die Konvergenz der Reihe
n=2

[eS) ) oS
SRS SN SIS
n=2 n=2 " n=2

Wegen

1
—=lnn+Inn—1)<Inn+lhn<2-lnn<n
an \qu—/ (%)



und damit a, > % fir alle n € N mit n > 2 besitzt die Reihe Zan

n=2
oS

1
die (bekanntlich divergente) harmonische Reihe Z — als Minorante und
n

n=2
ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst divergent; folglich ist die
gegebene alternierende Reihe nicht absolut konvergent. Zum Nachweis von
(%) betrachten wir etwa die differenzierbare Funktion

f:2;00[ =R, f(z)=2—2Inz;
wegen
=1-1=0

flly=1-2- = >1-2.

NI

fir alle x > 2 ist f auf [2; co] monoton wachsend, und es gilt damit
flz) > f(2)=2—-2In2=2(1—-1n2) >0,
also
0<z—2nx und folglich 2-Inx <z,
fir alle x > 2.
Zu betrachten ist die Reihe i b,, mit
n=1

_1—n+n2—n3+n4—n5 1 1 1 1 1 1

bn

n’ nT nS  nd nd o ond 2
=1
fiir alle n € N. Da die Reihe Z — fiir alle s > 1 konvergiert, konvergieren
nS
1
die Reihen
1 -l -l &1 K1 =1
Do D Dm D Do wd )
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

und damit auch ihre Summe

=~/1 1 1 1 1 1Y\
2\t mtEtateta)
n=1

folglich stellt diese wegen

fiir alle n € N eine konvergente Majorante fiir die Reihe Z b, dar, so daf3

n=1
S

nach dem Majorantenkriterium Z b, absolut konvergiert, insbesondere also

n=1
konvergiert.



c¢) Fir alle [z| < % ist die Reihe

= . (nx)" n"-z"
Z Cn, mit Cn, = =

n=1

zu betrachten. Fir x = 0 ist ¢, = 0 fiir alle n € N und damit insbesondere

die Reihe Z ¢, absolut konvergent; fiir  # 0 ist ¢, # 0 fiir alle n € N mit

n=1
Crtl (n+ 1)ttt ol | [(n4 1) n! "t
cn | (n+1)! nn . xn nn (n+D! o |
(n+ 1)t 1 (n+1)" n+1\"
= ekl = ) el
1\" 1
:(1+—) x| — e-lz|<e-— =1,
n n—oo (&

oo
so dafl die Reihe Z ¢n, nach dem Quotientenkriterium absolut konvergiert.

n=1
Insbesondere ist damit die Reihe Z ¢y fiir alle || < L auch konvergent.
n=1

2.18 a) Die zu untersuchende Reihe

o0

g a, mit a,

n=1

ist wegen

n/|an| — n

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.
b) In Abhéngigkeit von = € R ist die Reihe

E b, mit b, = n—'x" fir alle n € N
n!
n=1

zu betrachten. Fir £ = 0 ist b,, = 0 fiir alle n € N und damit insbesondere

die Reihe Z b, absolut konvergent; fiir x # 0 ist b, # 0 fiir alle n € N mit

n=1
bui1|  |(n+1)"hgn ol
b | (n+1)! pnan
(n4 1)t n! i I (e DL |
B n" (n+ 1)l an | n" .n—i-li‘x|

nn

n+1)" n+1\" \"
= = (M) el = (14 1) el el
n n



so dafl die Reihe Z b, nach dem Quotientenkriterium
n=1
e im Falle e - |z < 1, also fiir alle |z| < 1, absolut konvergiert und
e im Falle e - |z > 1, also fiir alle |z| > 1, divergiert.

Folglich besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius é

2.19 In Abhéngigkeit von den reellen Parametern a, b > 0 mit b # 1 ist die Reihe

n

ch mit Cp = 1 a o fir alle neN
n=1

zu betrachten; dabei ist

B an+1 1— bn
1=t an

anJrl 1— bn

ar 1 — pntl

1-b"

Cn+1 —
a>0 1— bn+1

Cn

fiir alle n € N. Dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

e Fall 1: 0 < b < 1. Damit ist lim " = 0 sowie lim "' = 0, woraus sich

Cni1 1-0" . 1-0
o a:-|l——| =a
Cn 1 —0btl] noeo 1-0

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe Z cpfir0<a<1
n=1
konvergent sowie fiir a > 1 divergent. Fiir a = 1 ist die Folge (¢, )nen geméB

a” 1" 1 1

= = = — =1
T I 1—b" e 10

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z ¢, divergent.
n=1

e Fall 2: b > 1. Damit ist 0 < % < 1 mit lim (%)n = 0, woraus sich

n—oo
Cn+1 . ) 1—bn B ) bn<b%—1) .
o | T= | T e ()|
IIG A 0-1] 1 a
I NS ] e ‘m‘—“'z—z

(o.9]
ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe ch fir § <1,

n=1
also fiir @ < b, konvergent sowie fiir ¢ > 1, also fiir a > b, divergent. Fiir

a __

¢ =1, also fiir @ = b ist die Folge (¢, )nen geméB

S LS S S
Cl=b 1= (A1) () =1 ees 01

Cn

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z ¢y, divergent.

n=1



220 a)

Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a, = (=" (2 + %)n fir alle n € N;

n

n=1
wegen
—1)» 1\" 1 1\"
- G- {6
n n n n
1 1\" 1 1 1
i)~ ) =
ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium divergent.
Fiir die zu betrachtende Reihe Z a, gilt
n=1
1+ 2ng?n 1 n DA
an = pumng y
1+ n? 1+n2  1+n?
also . o2
nl, n
a +c mi L+ 2 un c L2
fiir alle n € N. Wegen
1 1

b,| =
[bn] 14+n2 = n?

oo o0 1
fiir alle n € N besitzt die Reihe Z b, die konvergente Majorante Z — und
n

n=1 n=1
ist daher nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent; folglich konver-
o0 o

giert nun die Reihe Z a, genau dann, wenn die Reihe Z ¢, konvergiert.

n=1 n=1

Fiir x = 0 ist ¢, = 0 fiir alle n € N und damit die Reihe Z ¢, konvergent,

n=1
und fiir x # 0 ergibt sich
Cnt1 2n+1$2(n+1) 14+ n2 on+l  2.2n+2 14+ n2
Cn _‘1+(n+1)2'2nx2n o g 14 (n+1)?|
1
- +1 0+1
:2'372‘—1 n? 172 —>2$2—+ 2:21‘2;
5+ (14 5)?| noeo 0+ (1+0)
damit ist die Reihe Z ¢, nach dem Quotientenkriterium
n=1

e fiir alle x € R mit 22* < 1 (absolut) konvergent, wegen

1 1 1 1
W<l = 1’<> <= jz|<—= &= —— << —
2 =1 V2 V2 V2
also fiir allexe]—\/ii;\%[, sowie



o fiir alle z € R mit 222 > 1 divergent, wegen

1 1 1 1
272 > 1 <:>x2>§ = |7|>—F% &= 1< ———oder =<u

V2 2
also fiir alle z 6]—00;_\%%@\%;00['

Fiir die verbleibenden Félle 222 = 1, also v = +-L 7 ergibt sich

2nx2n (21,2)71 1" 1
C?’L g = = = — bTL
I1+n2 1402 1+4+n%2 14n?

o0

fiir alle n € N; damit ist die Reihe Z ¢, konvergent.

n=1

Zusammenfassend ist die Reihe Z ¢n, und damit die gegebene Reihe Z an,
n=1 n=1

genau dann konvergent, wenn x € [—\%; \%} gilt.

2.21 a) Fiir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel

: (1—,/1—%)~<1+,/1—%)
1_ 1——: =
n 1+,/1-1

2
12—, /1-1 :1_(_;) 1

n

1+4/1-2 1+4/1-2  1+,/1-1

sowie wegen der Monotonie der Quadratwurzel

1
14+4/1-=<1+V/1-0=1+V1=2,
n

1
l—yfl—-—=—n>n_ _
nooqpy 112

n

S [ 1
Damit besitzt die Reihe Z <1 —4/1— —> die (wie harmonische Reihe
n

insgesamt also

n=2
o0 [e.o]
L. . 1 . . .
E —) divergente Minorante g — und ist damit nach dem Minoranten-
n=2 n n=2 2n

kriterium selbst divergent.
b) Fiir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel

M_H Vi-) (1+ﬁ)




222 a)

2.23 a)

- [ 1
Damit besitzt die Reihe Z (1 —1/1— —2> die konvergente Majorante
n

n=2
o0
1
Z — und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.
n
n=2

Eine zweimalige Anwendung der Regel von de ’'Hospital liefert

. l—cosz g .. sinx L .. COST 1
lim ——— = lim —;
a0+ 12 0 70+ 21 0« o0+ 2 2

”»

1
wegen lim — = 0 ergibt sich damit insbesondere
n—oo N

1

_ . 1—cos . 1l—cosx 1

lim a, = lim ———"* = lim ——— = .

n—o00 n—o00 (l) z—0+ 72 2
n

1

5 ein ng € N, so

Geméf a) gilt lim a, = a mit a = 3; damit gibt es zu e =
n—oo

daB fiir alle n € N mit n > ny dann |a, — a| < €, also

. 1 1
an —a < la, —al <e und damit a, <1 bzw. 1—cos— < —
n o n

n

- 1
gilt. Damit besitzt die Reihe Z (1 — cos —) die (bekanntlich konvergen-

n=ng
00

1
te) Majorante Z — und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst
n

n=ng
(absolut) konvergent; folglich konvergiert aber auch die gegebene Reihe

- 1
;(1—0085).

Der zu untersuchende Grenzwert

1
e;lna -1

n(%—l):— fiir n — oo

1
n

ist vom Typ ,,g“ und laft sich damit mit Hilfe der Regel von de ’'Hospital

behandeln. Dazu betrachten wir die beiden differenzierbaren Funktionen
f:RT =R, f(z)=e"m—1, und g:RT =R, g(x)=nur,
mit
fl(x)=e"™"Ina und ¢(2)=1
fir alle z € RT; dabei ist ¢'(x) # 0 fiir alle x € RT sowie

: S E rlna — 0 _1_
JL%Lf(x)—IE%L (e )=¢"—-1=0

und

xg%l—i-g(x) - xg%l—i-x - O’



224 a)

wobei beim ersten Grenzwert die Stetigkeit der Exponentialfunktion an der
Stelle 0 eingeht. Wegen

/ zlna
x e ‘Ina

g'(x) 1 20+
!
existiert der Grenzwert lim M, und nach der Regel von de ’'Hospital
=0+ ¢'(z)
existiert damit auch der Grenzwert lim @ mit
a=0+ g(x)
zlna __ 1 1
lim e - lim @ = lim f(:c) =lna.
z—0+ T z—0+ g(x) z—0+ g’(x)
SchlieBlich erhalten wir
Linag In
. . . en —1_,6”5“—_
Jum (Va1 = Jim ===l ———=Me

Fiira=1gilt /a—1= 1 —1=1-1=0 fiir alle n € N; insbesondere
ist damit die Reihe Z (\"/5 — 1) konvergent. Fiir a > 1 ist geméiB a)

n=1

limn(%—l)zlna>0,

n—o0

so daf es ein ng € N gibt mit

1 1
n(%—1)>ﬂ, also (75—1>M
2 2n
o0
fiir alle n > ng. Damit besitzt die Reihe Z (/a—1) die (wegen Ina > 0
n=ng
wie harmonische Reihe f: l) divergente Minorante i Ina und ist damit
n=ng n ¢ n=ng 2n
nach dem Minorantenkriterium selbst divergent; folglich divergiert auch die
zu untersuchende Reihe Z ({’/E — 1).
n=1
Die gegebene Funktion
1
fi2;00[ =R, f(z)= n_2x =2 % Inz,
x

ist (als Produkt einer Potenzfunktion und des natiirlichen Logarithmus)
stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir alle x € [2; oo[ gilt

1
f’(:c):(—Q)x’?’-lnx+:c"2~;:—:C’3 ( 2Inz —1> < 0;

>0 >2In2>1

| —
>0



2.25 a)

damit ist die auf dem Intervall [2; co| definierte Funktion f (sogar streng)
monoton fallend. Dariiber hinaus nimmt f wegen

f(x)=a2- Inz, >0
K =
>0 >In2>0

fir alle € [2; co[ nur positive Funktionswerte an.

Es ist
-1 -1 1
/f(a:)d:p:/x_Q-lnxdx:x— nz— [2— . = do=
= 1=~ 1z
u'(z)  wv(z) ~~  u(z) ~— =~

damit ist etwa
F:[2;00[— R, F(z)=- :

eine Stammfunktion von f.

GeméB a) ist die gegebene Funktion f : [2,00[ — R stetig und mono-
ton fallend mit nur positiven Funktionswerten; nach dem Integralvergleichs-

o
kriterium konvergiert die Reihe Z f(n) genau dann, wenn das uneigentliche
n=2

Integral / f(z) dx konvergiert. Wegen
2

nz+1 : 1
lim F(z) = — lim nriloun —lim £ =—1lim — =0
T—00 T—00 x ,,%“ r—00 1 r—00 I
ergibt sich
b
b In2+1
[ t@de = [F@ly = F6) - FQ)  ~F@) =255
2 [e.9]

damit konvergiert das uneigentliche Integral / f(z) dx und folglich auch
2

oo [e.e] 1
die zu betrachtende Reihe Z f(n) = n_2n
n
n=2 n=2

Wir betrachten die Funktion

fi2,00[—= R, f(z)= m

Fiir alle 1, xo € [2,00] mit x; < x5 ergibt sich, da der natiirliche Log-
arithmus In streng monoton wéchst, zunéchst 0 < In2 < Inx; < Inzs, also
0 < (Inz1)* < (Inzy)?, und damit

0<z(In 331)2 < 9 (lnx2)2 ;



woraus dann wegen

f(xy) = ! > ! 5 = [(22)

21 (Inzy)® ~ xy (Inwy)

folgt, daBl f eine monoton fallende Funktion ist.
Seinun n € {2,...,k—1}. Firallexz € [n,n+1] gilt n <2z <n+1 und
wegen der Monotonie von f damit

fn) = f(z) = f(n+1),

woraus aufgrund der Monotonie des Integrals

[z [Ciwaez [T,

also -
f= [ fla)de = fn+ )
folgt. Damit ergibt sich in

k—1 o k—1
S rm) = / fayde> S fn+1),
n=2 n=2v" n=2

also

k—1 k k
f0 = [ fla)dn =Y o),
n=2 2 n=3
und damit i -
1 LS| — 1
nZ; n(lnn)? = /2 z(Inz)? i@ < —~ n(lnn)*’

die Behauptung.

Zur Ermittlung einer Stammfunktion von f betrachten wir die Substitution

1
g:RT =R, g(t)=Int, mit  ¢(t) = 7
und erhalten
1 _
/W = /(g(t)) 2og(t)dt =
-1 1 1
I/I2d$=x—+C’:——+C:——+C’.
-1 x Int
Damit ist
/’f T A Ly 2
o z(lnx)? T e , \ Ink In2/ k= In2’
—_—
—0
woraus sich mit der ersten in a) gezeigten Ungleichung
00 k k
1 1 1 1
nzzg n(lnn)? e — n(lnn)? — P 5 n(lnn)? xr n2



2.26 Zu betrachten ist die Reihe Z(—l)kak mit a; = f (1) fiir alle k € N.

k>1

e Die als differenzierbar vorausgesetzte Funktion f ist damit insbesondere (an
der Stelle a = 0) stetig; damit folgt aus

lim 1 0 schon lim f (1) = f(0) =0,

k—o00 k—o0 k

weswegen (ay)g>1 eine Nullfolge ist.

e Wegen f’(x) > 0 fir alle x € R ist die Funktion f zudem monoton wachsend;

fiir alle k € N gilt k%l < % und damit

apy1 = f (%4—1) </f (%) = ay,

weswegen die Folge (ay)r>1 monoton fallend ist.
Folglich ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium die alternierende Reihe
1
—1*a, = Y D
S0t = 14 ()
k>1 k>1
konvergent.

2.27 Fiir die gegebene durch

SOwie Gpi0 =y, - Qe flralle n>1

N —

ap =1 und a9 =

~—

rekursiv definierte Folge (a,,)nen zeigen wir zunéchst

1
O<an§§ fir alle n>2

mit Hilfe vollstandiger Induktion:

e Fiir ,n =2“ und ,n = 3“ ist

as = — und a3:a1-a2:1-—:1,
2 2
insbesondere also
0<a2§l und O<a3§1.
2 2
e Fiir ,n - n+ 1% mit n > 3 ist
0<an_1§1 und 0<an§1,
2 2
woraus sich
0<an—1'an§1'l:1, mithin 0<an+1§1,
2 2 4 2

ergibt.



2.28

Fiir alle n > 3 ergibt sich damit

Ap+1 Ap—1 - An
= = = ap1 <
Qp, Qp,

Ap+1
G,

’

N | —

folglich ist nach dem Quotientenkriterium die Reihe Z a, absolut konvergent,

n=3

so daf} auch die Reihe Z a, konvergiert.

n=1

Bei der zu betrachtenden Reihe

[e.e]

1
Z(—l)"“an mit  a, = 51 fir alle neN
n J—

n=1

handelt es sich um eine alternierende Reihe; da die Folge (a,)nen eine monoton
fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach dem Konvergenzkriterium von
Leibniz. Fiir die Summe

s=3 e =3 G
n=1 ! n=1 2n—1
dieser klassischen Reihe ist zwar s = 7 angegeben, der konkrete Wert von s ist

allerdings fiir die folgende Uberlegung unerheblich.

Man erhélt fiir die Partialsummen von ungeradem Index
Soji1 — Soj-1 = (—1)7ag; + (1) 2ay; 1 = —ag; + agjy1 <0
und damit s9j11 < s9;_1 sowie fiir die Partialsummen von geradem Index
Sojra — Soj = (—1)7ag; 11 + (— 1) ag; 10 = agji1 — agji2 >0

und damit sqj40 > so; fiir alle j € N; damit sind die beiden Teilfolgen (s2;_1)jen
bzw. (s2;)jen monoton fallend bzw. monoton steigend, so daB sich

S25 < 8 < 941 und Soj—1 = 8 > Saj

fiir alle 7 € N ergibt. Folglich liegt s stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Partialsummen s, und s,1, so daf sich

|5 = 8n| < [Snt1 = 8n| = [(=1)"Papi1| = ansa
mit
1 1 < 1
Qa = = _—
T on+1)—1 2n+1" 2n
fiir alle n € N ergibt; wegen
1 Ly 1 —4 4
— <. 107" = —<107* <= n>10
2n = 2 n

kénnen wir N = 10* € N withlen und erhalten insgesamt
N (_1)n+1

_§:2n—1

1 1
= s — < < ——<=-.1074
|s —sn| < any1 < 5N S 3

NS



2.29 a)

2.30 a)

Wir konstruieren fiir jede Nullfolge (a,),en reeller Zahlen iiber vollstandige
Induktion eine Teilfolge (a, )ren mit

1
lan, | < = fir alle k eN;

[e.e] [e.e] 1
die damit gebildete Reihe Z an, besitzt dann die konvergente Reihe Z o

k=1 k=1
als Majorante und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst absolut

konvergent.
e Fiir .k = 1“ gibt es wegen lim a, =0zue = 1ein N; € N mit |a,| < ¢
n—oo
fiir alle n > Ny; fiir n; = Ny gilt damit insbesondere |an1| < 1.

o Fiir .k — k+ 1% gibt es wegen lim a, =0 zu ¢ = —5 ein N1 € N

n—o0 (k+1)
mit |a,| < € fir alle n > Nk+1, fir ngy1 = max{ng, Nyy1}+1 gilt damit

Mgt > Ny Mit |ap, | < k+1)

Fiir die Folge (b,,)nen reeller Zahlen gibt es ein d > 0 mit b, < b, — d fiir
alle n € N; wir zeigen

b, <bj—(n—1)-d firalle neN
mit Hilfe vollstandiger Induktion:
e Fiir ,n=1“gilt sogar by =0y —0=5b; — (1 —1)-d.
e Fiir ,n — n+ 1“ ergibt sich
b1 <b,—d<(by—(n—1)-d)—d=b; —n-d.
Damit erhélt man wegen der Monotonie der Exponentialfunktion

—(n—1)- —n- —n- —d\n
0< eln < =(=1d — (itd)—nd _ bitd  g=nd _ bitd, (e d)

fiir alle n € N; damit ist die geometrische Reihe

o0
E c-q" mit c=e"* ynd g=e

n=1

eine Majorante der Reihe Z e’ . Wegen

n=1

d>0 st lgf =et<e =1

und damit die Majorante konvergent, so dafl die Reihe Zeb" nach dem

n=1
Majorantenkriterium selbst konvergiert.

Wegen der Beschrénktheit der Folge (ay),, o existiert eine reelle Konstante
M > 0 mit |an| < M fiir alle n € N; ferner bedeutet dle absolute Konvergenz

der Reihe Z b, gerade die Konvergenz der Reihe Z |b,,|. Wegen

n=1 n=1

|anbn| = |an| - [bn] < M|, fir alle neN
—

<M



besitzt die Reihe Z anb, die (wie die Reihe Z |b,,| ebenfalls) konvergente

n=1 n=1

Majorante Z M |b,| und ist folglich nach dem Majorantenkriterium selbst

n=1
absolut konvergent.

b) Die absolut konvergente Reihe Z b, ist insbesondere konvergent, so dafl die
n=1
Folge (b,)nen ihrer Glieder notwendigerweise eine Nullfolge, insbesondere

also beschriankt ist. Wir betrachten die Folge (a,)neny mit a, = b, fiir alle
n € N und erhalten mit a), daf§ die Reihe

S b= > H
n=1 n=1
absolut konvergiert.
c) Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachte man etwa die Folge
(an) e mit a, = (=1)" fiiralle neN

sowie die Reihe

o0 _1 n
Z b, mit b, = (=) fiir alle n € N
n=1

mit

n=1
die Folge (an), oy ist offensichtlich beschrénkt und die alternierende har-
monische Reihe Z b, (nach dem Leibnizschen Kriterium) konvergent, die

n=1

harmonische Reihe Z anb, aber divergent.

n=1

2.31 Fiir eine Folge (ay)ren positiver reeller Zahlen a; > 0 bilden die Partialsummen
Sy = Z ag fur alle neN
k=1

eine streng monoton wachsende Folge (s, ),en positiver reeller Zahlen s,, > 0; als
Konsequenz aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen gilt damit:
e Ist (s,)nen konvergent, so gilt fiir den Grenzwert s = sup {s, | n € N} > 0.

o Ist (s,)nen divergent, so gilt lim s, = +o0.
n—o0



a)

2.32 a)

o0

Die Aussage ist wahr: Ist die Reihe Z ay konvergent, so konvergiert geméf

k=1
Definition die Folge (s, )nen, und fiir ihren Grenzwert s = lim s, gilt s > 0.
n—oo
Da die Glieder der zu untersuchenden Reihe geméaf3
(=)™ 1 1
= = =— — =->0
> ey G Sn, S, n—oo S
. P N G )
keine Nullfolge bilden, ist die Reihe Z ——— divergent.
= D ko1 Gk
Die Aussage ist wahr: Ist die Reihe Zak divergent, so divergiert geméaf3
k=1
Definition die Folge (s, )nen, und es gilt lim s, = +00. Bei der zu untersu-
n—oo
chenden Reihe
oo o0 1
Z a Z -1 .
k=1 Y%k n=1 n=1 Ny,
>0

handelt es sich um eine alternierende Reihe:

damit ist

1—57

e Fiir alle n € N gilt 0 < s,, < 5,01 und damit 0 < 5n1+

die Folge (—) ey monoton fallend.

1
o Wegen lim s, = +o0 ist lim — = 0; damit ist (L),

n—00 S, n/neN
-1

1k
kriterium fiir alternlerende Reihen konvergent.

eine Nullfolge.

nach dem Leibnizschen Konvergenz-

Folglich ist die Reihe Z Z
k=

Die Aussage ist falsch: Als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die konstante
Folge (an)nen mit a, = 1 fiir alle n € N; da (a,)nen keine Nullfolge ist, ist

die Reihe Z ay sicher divergent. Da aber die Reihe
k=1

e} o0

D" | _

a
= k n=1

(—ni)"l‘ _ g (

—1)" =1
mn

(o] _1 n
als harmonische Reihe divergiert, ist die Reihe Z (-1

— ZL Ak

nicht absolut

konvergent.

In Abhéngigkeit von k € N ist die Reihe

- 1 1
Zan mit ap = — — fir alle neN
n n+k



zu betrachten. Fiir die n—te Partialsumme mit n > k gilt

v = 50 (5 ()

J=1 J=1 Jj=1
= (1+—+..+1+L+ +l>—
2 ko kE+1 n
1 1 1
_(m+ +ﬁ+n—|—1 n+k)

und wegen
+...+ — k-0=0
n+1 n+k n—oo
S—— S——
—0 —0

J/

~
k Summanden

wir erhalten den Grenzwert

M»

Sl

> 1
E a, = lim s, =1+ =
vt n—o00 2

[
Il
—

Fiir die Folge (a,)nen positiver reeller Zahlen a, > 0 ist die Reihe Z ay, als

n=1
konvergent vorausgesetzt. Fiir jedes n € N gilt nun

e im Falle a, < a,.1 wegen a,y; > 0 nach dem Monotoniegesetz der
Multiplikation a,, - api1 < Apiq - Gpy1 = afl 41, woraus wegen der Mo-
notonie der Quadratwurzel ,/a,a,;1 < a,.1 und wegen a, > 0 dann

Vanan1 < a, + a,4q folgt;

e im Falle a,,17 < a, wegen a, > 0 nach dem Monotoniegesetz der
Multiplikation a, - apy1 < a, - a, = ai, woraus wegen der Mono-
tonie der Quadratwurzel ,/a,a,+1 < a, und wegen a,,; > 0 dann

Vanan1 < a, + a,.q folgt;
damit gilt stets \/anan,11 < a5 + apy1. Zu dieser Abschitzung gelangt man
alternativ ohne Fallunterscheidung iiber

< (\/ An — +/ an+1)2 =V an2 -2 V On /(41 + vV an+12

und damit
vV AnGni1 <2 VARV | < V an2 + v an+12 = Qp + Apy1-

Folglich besitzt die zu untersuchende Reihe Z,/ananﬂ die Majorante

n=1

o0
Z an + ay11); mit der Reihe Z a,, ist auch die Reihe Z Gpy1 und somit
n=1

n=1 n=1



[e.o]

deren Summe Z (an + any1) konvergent, so dafl nach dem Majorantenkri-

n=1

o
terium die Reihe E Vana, 1 konvergiert.
n=1

2.33 Fiir die gegebene Folge (ax)ren positiver reeller Zahlen werden die beiden Reihen

Z ay, und Z b, mit by = 1 j—kak fiir alle k€N
k=1 k=1
betrachtet; fiir alle &£ € N gilt dabei wegen
O<ap<l+a dann 0<b, = il <1
1+ Qg
mit
b = LN (1 +ax) by = ar, <= by + apby = a, <=
1+ ag
b
<— b, = a, — apbpy <— bk:ak(l—bk) < a = 1 kb .
— Ok

Da die Reihe Z br nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (bg)ren ihrer

k=1
Glieder eine Nullfolge; damit ergibt sich aber auch

bk limk_mo bk 0

0.

1‘ — 1. p— pr— p—
oo T T b, 1 limoby  1-0

Folglich gibt es insbesondere zu € = 1 ein ky € N, so daf} fiir alle £ > k

laxp — 0| < e, also —1<ar<1 unddamit 0<1+a; <2,
und damit a a
k k
ap| = =(1 —< 2 =2b
‘ k’ ai>0 @ u,a_kz 14 ay 1+ ay F
<2 SN——

>0

gilt. Da die Reihe Z br nach Voraussetzung konvergiert, konvergieren auch die

k=1
Reihen Z by sowie Z 2by, so daf} die Reihe Z ay die konvergente Majorante
k=ko k=ko k=ko

Z 2by, besitzt; damit ist nach dem Majorantenkriterium die Reihe Z ay, also
k=ko k=ko

auch die Reihe Z a, (absolut) konvergent.
k=1

2.34 a) Die Reihe Zak ist absolut konvergent, insbesondere also konvergent,
k=0
und damit ist die Folge (ay)gen, ihrer Glieder eine Nullfolge, insbesondere

also beschrinkt; es gibt also eine Schranke M € R mit
lag| < M fiir alle &k € No.



2.35 a)

Die Funktion f : R — R ist stetig differenzierbar, also differenzierbar mit
einer stetigen Ableitung f’ : R — R; die stetige Funktion f/ : R — R ist
damit auf dem abgeschlossenen Intervall [—M, M] C R nach dem Satz von
Weierstrafl beschriankt, es gibt also eine Schranke C' € R mit

If'(z)|<C  firalle xe[-M,M].
Wir zeigen nun
(*) |f(ag)| < C-ayg] fiir alle %k € Ny;

fir ap = 0 ist f(ag) = 0 und damit (%) trivialerweise erfiillt. Fiir a # 0
existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &, zwischen
0 und a; mit

flar) = £(0) = f'(&) - (ax — 0), also  f(ax) = f'(&) - ax;

wegen |ag| < M gilt auch [§] < M, und wir erhalten
[f(ar)] = 1f' (&) - axl = [f/(&)] - lar] < C - far], also  (x).

Da die Reihe Z ay, absolut konvergent ist, konvergiert die Reihe Z |ag|

k=0 k=0
und damit auch die Reihe Z (C - |ag|); diese ist geméaf (%) eine Majorante
k=0
der Reihe Z f(ag), die folglich nach dem Majorantenkriterium absolut
k=0

konvergiert.
Die Funktion
fiR=R, fl@)= V],
ist (als Komposition der Quadratwurzel und des Absolutbetrags) stetig, und

es gilt f(0) = /|0| = 0; fiir

1
ag =0 und ak:ﬁ fur alle k€N

oo oo 1
ist die Reihe Z ap = Z = bekanntlich (absolut) konvergent, wéhrend
k=0 k=1

die Reihe Z flag) = Z 2| = Z z bekanntlich divergiert.
k=0 k=1 k=1

Fiir die beiden Folgen (ay)nen und (by,)nen nichtnegativer reeller Zahlen
a, > 0 bzw. positiver reeller Zahlen b, > 0 wird

vorausgesetzt; speziell zu € = 1 > 0 existiert damit ein ng € N, so daf} fiir
alle n > ny dann

an

bn

Qn
0
bn

<1 und damit lan| < |by] o by,
n>



gilt. Wenn nun die Reihe an konvergiert, konvergiert auch die Reihe

o0 n=l o0
Z b,, und stellt somit eine konvergente Majorante fiir die Reihe Z a,, dar;
n=ng n=ng

o0

nach dem Majorantenkriterium ist damit die Reihe Z a, (sogar absolut)

n=ng

konvergent, und folglich konvergiert auch die Reihe Z Q-
n=1

Wir betrachten die beiden Folgen (a,,)neny und (by,)nen mit

_1)»
>0 und bn:< ) #0

SRS

Ay —

fiir alle n € N; wegen

n 1
b, n (=1)» n n n—oo
gilt
an
S, ="

Da nun (\/Lﬁ)neN eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die alter-
nierende Reihe

nach dem Leibnizkriterium, wéhrend die harmonische Reihe

o0 1 o

D=2

n=1 n=1
bekanntlich divergiert. Damit gilt die Aussage von a) nicht mehr, wenn man
von der Folge (b, )nen lediglich b, # 0 fur alle n € N fordert; es sei allerdings

bemerkt, dafl man bei der Folge (a,),en auf die Eigenschaft a,, > 0 fiir alle
n € N verzichten kann.



