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1.1 Das Prinzip der vollstdndigen Induktion lautet:

,Fir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Dabei gelte:
e A(1) ist richtig.

e Fiir jedes beliebige n € N gilt: ist A(n) richtig, so ist auch A(n+1)
richtig.

Damit ist die Aussage A(n) fiir alle n € N richtig.*

n

1
Wir beweisen damit A(n): (—1)FE? = (—1)" % fiir alle n € N.
k=1
sn = 1%
1
Z DR 2 = (—1)1112 = 1 = (1)1 1-(1+ 1)‘
k=1 2
S —n 4 1¢
n+1 n
2 (1R = <Z S k2> (=) (n+1)" =
k=1 k=1
1 1
— ( 1)n+1 n(n+ ) +( )n+2(n+1>2 — (_1)n+1 i . (n—2(n—|—1)) —

2
ML n) = e

n+1)(n+2)
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1.2 Wir beweisen die Gleichheit

(=) =5 (+3)

fiir alle n € N mit n > 2 mit Hilfe vollstédndiger Induktion:

() = a5 s (1)

k=2

__ 9.
,n = 2%
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1.3 Wir weisen anhand der Definition nach, dafl die gegebene Folge (a,)nen mit
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(sinn)® — 3 cosn
vn

den Grenzwert a = 0 besitzt; sei dazu € > 0 beliebig gew&hlt. Fiir alle n € N gilt

firalle ne N

Ay =

(sinn)® — 3 cosn |(sinn)® — 3 cosn|

la, —al = NG = NG <
< |(sinn)?| + |3 cosn|  |sinn|’ +3 - [cosn| - °+3.1 4
- vn B vn - yn yn
mit

4 4 4\ 2
—<e = —-<yn = (-] <n.
Vn € €

Wir wéhlen eine natiirliche Zahl N = N(¢) mit N > (3)2, so dafl wir fiir alle
n > N wegen n > (é)2 damit

4
la, —a| < —= < ¢
n

erhalten.

1
1.4 Wegen lim — = 0 ergibt sich fiir ein fest gewéhltes r > 0 zunéchst
n
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1
damit besitzt die Folge (a,,)neny den Grenzwert a = 7 € R. Dabei gilt
r
\/m Vr—1-(14ryn)
(L4+ryn)-/r

|an - a|

‘ rn

(1+rv/n)- \/_ ‘(HT\/E)-
1 1 1

o r/m) = i Ty

fiir alle n € N, und es ist

1 1 1
e = — <Jn = — <n
r/re r3 g2

1
wir konnen also jedes ng € N mit ng > = wéhlen, und fiir alle n > ny gilt
rd3e

1
dann n > = und damit
rde

1
la, —a| <

T oryrvn

<e.

1.5 Fiir alle n € N gilt

2n*+1)(n+1)"  (2n*+1)-(n+1)" 2n’+1  (n+1)"

T TGt Dt Brntl)-(nont) (Bntlon nn
n’(2+%) (n+1\" 2+% 1\"
g 1 . g 1 . 1+— s
n(3—|—5)~n n 3+ = n

so daf} der erste Faktor wegen

lim — =0 und lim — =0

als Quotient konvergenter Folgen selbst konvergiert mit

2—|— 2—|—O 2
lim = —;

der zweite Faktor ist eine bekanntlich monoton wachsende und nach oben be-
schriankte Folge mit dem Grenzwert e, so dafl die gegebene Folge als Produkt
konvergenter Folgen selbst konvergiert, und es gilt

i . 24 5 Ll " 2

im a, = lim . — =—e.

n—00 n—00 3—|—l n 3
NN

N

1.6 Mit der GauBformel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ergibt sich

142+, n+1) n+1 1
k= - S
n2 Z 2n 2

DN | —

Ay = +

n—oo

1
2n
N
—0



damit konvergiert die Folge (a,)nen gegen den Grenzwert a = %

Mit der Summenformel fiir eine geometrische Summe ergibt sich ferner

—0, da |-2|<1
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damit konvergiert die Folge (a,,)nen gegen den Grenzwert a = SZ).

Mit der Regel von de I’'Hospital erhélt man schliellich den Funktionengrenzwert

l—cosz g .. sinx

lim = lim =sin0 =0,
z—0+ €T ”%u z—0+
wobel iiber
lim cosxz =cos0 =1 und lim sinz =sin0 =0
r—04 r—0+

die Stetigkeit von Cosinus und Sinus an der Stelle 0 eingeht; wegen % — 04 fiir
n — oo ergibt sich damit der Folgengrenzwert

: . 1l—cost . 1l—cosz
lim a, = lim ———"* = lim —— =0.
n—o0 n—o0 - z—0+ €x

1.7 Zu betrachten ist die durch f; = fo =1 und
rekursiv definierte Fibonacci—Folge (f,)nen-

a) Wir zeigen die Ungleichung

4 n
fn > 9 (g) fiir alle neN

mit vollstéandiger Induktion:
e Fiir ,n =1%ist

2 4
h =3 9

und fiir ,n = 2 ist sogar

49 4/(3\° 4 (3\?
p— p——_ —_— —_— —_— 1 > — p— .
fo=1 5 1= 5 (2) , insbesondere also fy > 5 (2)

e Fiir ,n — n+ 1“ fiir n > 2 ergibt sich

fn—H fn+fn 1 = 9 <_> g (g)
4
9
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b) Fiir alle n € N mit n > 4 gilt

H L O R . S
fk+1 f2 f3 fn fn+1
~ ——
fiir k=1 fiir k=2 fir k=n—1 fiir k=n

_ Nl f) A ]
(f2'---'fn71'fn)'fn+1 fn+1 fn+1’

9 n+1
5)

und geméf a) gilt

1

fn+1

Jnt1 > —( ) >0 und damit 0<a, = <

—9\2
9 9 n+1
1 (5) o

so dafl die Folge (a,)nen nach dem Schrankenlemma eine Nullfolge ist.
c) GemiB a) gilt
1 9 /2\"
=—<>(2)
7<1(5)

2 n
) besitzt;

>~ ©

wegen |§| = % <1 gilt

<§> > (0 und damit

foz 2

—9\2

n

so daf die zu betrachtende Reihe Z — die Majorante Z Z (§

n n=1

diese ist eine geometrische Reihe Z cq” mit ¢ = % und ¢ = %, die wegen

n=1
lg| = 2 < 1 konvergiert. Folglich ist nach dem Majorantenkriterium auch
= 1
die Reihe Z — (absolut) konvergent.
n=17"

1.8 Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der gegebenen Folge (a,)nen mit

1—2z"

fir alle neN
1+ 2n

ay, =

mit der folgenden Fallunterscheidung hinsichtlich des Parameters z € R\ {—1}.
o Fiir [z] < 1ist

11— 1 -0
lim 2" =0 und damit lim a, = lim m =1.

e Fiir [z| > 1 konnen wir

1
an: =

L+an L +1

fiir alle n € N schreiben; wegen

1 ) ) 1 ) \"
= — <1 ist lim — = lim (—) =0

|$| n—oo " n—00

T




und damit
. . &=—-1 0-1
lim a, = lim £ = =

T = =—1.

e Fiir |x| =1 ist wegen x # —1 nur = = 1 zu betrachten; wegen

11 11

— = =0 fiir all N
1+ 1n T+ 1 ur alle n &€

Qn

ist (@, )nen dann eine Nullfolge.

1.9 Wir weisen die Konvergenz der durch

=1 und Tpi1 = (91:,3I + 1) fur alle n e N

W

rekursiv definierten Folge (z,,),en dadurch nach, indem wir jeweils mit vollstandi-
ger Induktion zeigen, da8 (z,,)neny monoton fallend und (etwa durch 0) nach unten
beschrénkt ist:

e Fiir alle n € N gilt z,, > x,,41:

Sn=1% Esist 1y =1 und x, = %(1‘1{’ +1) = %, also x1 > xs.

,n — n+1%  Aus der Induktionsvoraussetzung x,, > x,.1 folgt wegen der

Monotonie der dritten Potenz 23 > 22 |, woraus sich mit dem Monotonie-
gesetz der Addition
341> a27 gt 1

sowie mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation

1

Tpal = 3 (a:i + 1) > (xiﬂ + 1) = Tpio,

W

also die Induktionsbehauptung, ergibt.

e Fiir alle n € N gilt z,, > O:
,n=1% FEsist xry =1, also xy > 0.
sn — n+1“  Aus der Induktionsvoraussetzung x, > 0 folgt xi > 0 und

damit in . )
xn+1:§(xi+1) >~ (0°+1) =320

Wl

die Induktionsbehauptung.

Die Bestimmung des in seiner Existenz nachgewiesenen Grenzwertes r = lim z,,
n—oo

ist nicht verlangt.

1.10 Gegeben ist die durch den Startwert ag = 1 und die Rekursionsvorschrift
Qn ..
Gpy1 = 5 +1 fir alle n € Ny

definierte Folge (a,)nen,; Wir zeigen jeweils mit vollstandiger Induktion:



e Fiir alle n € Ny gilt a,, < a,41: fiir ,n = 0 ist

a 3
241=2 also ag < aq,

ag =1 und a; = 5 5

und fiir ,n — n+ 1 folgt aus a,, < a,11 zundchst mit dem Monotoniegesetz
der Multiplikation

Qp, 1 < 1 Ap 1
o T 5 Gn >~ 5 " Ont1 =
2 2 wegen %>0 2 2
und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition
Qn, An1
py1 = — + 1< +1=ap42.
1= = +2
Damit ist die Folge (a,)nen, monoton wachsend.
e Fiir alle n € Ny gilt a,, < 42: fiir ,n = 0 ist
ag =1, also ap < 42,

und fiir ,n — n + 1° folgt aus a,, < 42 zunédchst mit dem Monotoniegesetz
der Multiplikation

1
n 2 4 < —.42-91
In = 9

wegen %>0
und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition

Qpy1 = %L +1<2141=22, insbesondere also py < 42.

Damit ist die Folge (a,)nen, nach oben beschrankt.

Insgesamt ist also die Folge (an)nen, monoton wachsend und nach oben be-
schrankt, nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen mithin konvergent.

1.11 a) Wir zeigen a, < a,4+1 < 2 fiir alle n € Ny mit vollstdndiger Induktion:
S,m=0% Esistag=1lund a; =+v1+1= V2 und damit ag < a; < 2.
,n — n—+ 1 Aus der Induktionsvoraussetzung

Qp, S Ap+1 S 2

folgt zunéchst
]-_l'an S 1+an+1 S 37

woraus sich wegen der Monotonie der Quadratwurzel

V1ta, </1+am1 < V3 <2,
also die Induktionsbehauptung
Upg1 < Qpgo < 2

ergibt.



1.12

GemésB a) ist die gegebene Folge (ay,)nen
e wegen a, < a,. fiir alle n € N monoton wachsend und
e wegen a, < 2 fiir alle n € N nach oben beschrankt,

insgesamt also konvergent.

Fiir den geméB b) existierenden Grenzwert a = lim a,, gilt
n—oo

a= lim apyq = lim vV1+a,=,/1+ lim a, =v1+a
n—00 n—00 n—r00
und damit a® =1+ a bzw. a> —a — 1 =0, also

a= 5 (~DEVEE 1 () =15

da die Folge (a,)nen monoton wachsend ist, ergibt sich daraus a > ag = 1
und damit a = % (1 + \/5)

Wir zeigen zunéchst a,, < a,,1 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
,n = 1%

CL1:1SV13:G2.

s —n+ 1%

an < Qpy1 = 1240, <124 a1 =
= Qpy1 = V124 a, < /124 api1 = apqo.

Damit ist die Folge (a,)nen monoton wachsend, insbesondere also durch
a; = 1 nach unten beschrankt.

Wir zeigen nun noch a,, < 13 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
sn o= 1%
ap =1<13.

S —n+ 1%

ap <13 =12+ a, <25 = aps1 = V12 + a, < V25 =5 < 13.

Zum Nachweis, daf die Folge (a,)nen nach oben beschrénkt ist, ist ja ledig-
lich irgendeine obere Schranke b, hier b = 13 zu finden; es muf} sich dabei
in keinster Weise um das Supremum der Folgenglieder handeln.

Nach a) ist die Folge (a,),en monoton wachsend und nach oben beschrankt;
damit ist die Folge auch konvergent. Fiir den Grenzwert a = lim a,, gilt
n—oo

a= lim a,.1 = lim 124+ a, = , /124 lim a, = V12 +a
n—oo n—oo

n—oo

und damit a® = 12 +a bzw. a* —a — 12 = 0, also

a:%(li\/1+48) :%
und folglich a = —3 oder a = 4; da die Folge (a,,),eny monoton wachsend ist,

ergibt sich daraus a > a; = 1 und damit a = 4.



1.13 a)

1.14 a)

Wir zeigen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion:

sn = 1%
Es ist a; = 5 und damit 3 < a; < 5.
S —n+ 1%
1 2

3§an§5:>427—an22:>§§7 <1l=

7

- <3+ <4=3<au41 <5

2 7T —ay,

Wir zeigen a,, > a,1 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

,n = 1%
2
a1:524=3—|——7_5=a2.
S —n+ 1%
2 2
anzan—i—l:>7_0Jn§7_an—i—1:> > —
T—a, — 7T—ap
2 2
Uiy =3+ >34 —an
7T—ay 7 — Gpy1

Damit ist die Folge (a;,)neny monoton fallend und geméfl a) beschrénkt, folg-
lich ist (ay)nen konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a, gilt 3 < a <5 gemif a), und damit erhélt

n—oo
man
2 2 2
= lim a1 = lim (3 =3+ =3
@ =ttt ngglo(—i_?—an) +7—hman +7—a
n—oo

Damit folgt
(a—3)(T—a)=2= —a’+10a—21 =2 =

10+ V8
a2—10a+23:0:>a:T\/_:5:|:\/§;

wegen 3 < a < 5 folgt hieraus schon a =5 — V2.

Wir zeigen 1 < a,, < 5 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
sn o= 1%

7
Es ist a; = 3 und damit 1 < a; < 5.

S —n+ 1%

1<a,<5b=—=9>11—-2qa,>1=—=3>+11—-2qa, > 1—
2<5—-—V1l1-2a,<4=1<a,,1 <5



b) Wir zeigen a,, > a, fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

sn o= 1%
7

>3=5—14/11—-2 = = as.
= 5 a2

[NCRIEN|

ap =

Sn—n+ 1%

ap > Ay = 11-2a, < 11-2a,,; = V11 — 2a, < /11 — 24,4, =
a/n_|_1 - 5_ \/11 _2an 2 5— \/11 —2an+]_ - an+2
Damit ist die Folge (a,)neny monoton fallend und geméf a) beschrénkt, folg-
lich ist (ay)nen konvergent.

Fiir den Grenzwert @ = lim a, gilt 1 < a < 5 gemé$ a), und wegen der
n—oo

Stetigkeit der Quadratwurzel erhélt man
a= lim a4y = lim (5 —11-24q,) =

n—00 n—00
=5—,/11-21lim a, =5—- V11 —2a.
n—00

Damit folgt

0—5=—VIl—2a = (a—5)>=(—V1l - 2a)" =
a?—10a+25=11-2a=—=0a*>—-8a+14=0—=
—(—8) £ +/(—8)2—4-14

L 2 :8i2\/§:4i\/§;

wegen 1 < a < 5 folgt hieraus schon

a:4—\/§.

1.15 Wir zeigen zunéchst 0 < x,,.1 < x,, < 1 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induk-

tion:
,n = 1% Es ist
13 1° 91
z; =1 und damit To=1——4—=—,
10 100 100
insgesamt also 0 <z < x7 < 1.
S —n 4 1% Esist 0 <z, <z, <1, insbesondere x,,; < 1, und damit
2 1 1 9
1_xn+1 :1__.:1;721“_1__:_20’
10 10 L2 10 10
<1
———
SL

1

o

woraus sich zum einen

e = o = St et =y (1Bt )+ o 20
——

>0 =0

>0



und zum anderen

3 5 3 2
e T T R R TR (1_1_81> =&t = 1,
~——

<1
- 20 >0

insgesamt also 0 < z, 10 < 41 < 1 ergibt.

Damit ist die Folge (z,,)nen wegen x,41 < x, fiir alle n € N monoton fallend und
wegen x,, > 0 fiir alle n € N nach unten beschrankt, insgesamt also konvergent.

Fiir ihren Grenzwert a = lim x,, ergibt sich
n—oo

x> x? a’ a’®
a:T}g{}oanrlznh_{go ($n—1_0+m) :a—1—0+1—00
und damit
3 5 3

a a a
- 4+~ —_ = (10-4a2 1 {_\/ v/ }
0 0 + 100 100 ( 0—a ) , also a &< 10,0,v10 ¢,

woraus man wegen 0 < a < 1 schon a = 0 erhélt.

1.16 a) Wir zeigen x,, < x,.; <1 fiir alle n € N mit Hilfe vollsténdiger Induktion:

— ().
,n =0

1
Es ist ;3 = 0, also 25 = ¢*! = = und damit z; < z, < 1.

e

s —n+ 1%

$n§$n+1§1:>.’lfn—1§l’n+1—1§0:>
— et <ttt < = g,y <@g <1

exp monoton steigend

Damit ist die gegebene Folge monoton wachsend und durch 1 nach oben
beschrankt.

b) Die gegebene Folge ist gemifl a) monoton wachsend und nach oben be-
schréinkt, mithin konvergent. Fiir den Grenzwert

a = lim x,
n—oo

ergibt sich aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim e ! = o1
n—oo

und folglich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift

a= lim &, = lim ™ ' = ¢!
n—o0 n—o0o

weswegen der Grenzwert a eine Nullstelle der Funktion

fR=R, fl@)=e""'—2a,



1.17 a)

ist. Wegen
fy=e"tT—-1=e"-1=1-1=0

ist 1 eine Nullstelle von f; wir weisen im folgenden nach, dafl f keine weiteren
Nullstellen besitzt, weswegen fiir den Grenzwert a = 1 gelten muf.

Die Funktion f ist (als Summe der Exponentialfunktion und einer linearen
Funktion) stetig und differenzierbar mit

flz)=e"1-1 fir alle zeR:
o fiir alle x < 1ist z — 1 < 0 und damit
fl(r)=¢"1—-1<0;
<1

folglich ist f auf |]—oo;1] streng monoton fallend; insbesondere gilt
f(z) > f(1) =0 fir alle x < 1.

o fiirallex >1ist z — 1 > 0 und damit
fllz)=¢""1-1>0;
>1

folglich ist f auf [1;+o0[ streng monoton steigend; insbesondere gilt
f(x) > f(1) =0 fiir alle z > 1.

Wir zeigen Sie a,, > 2 fiir alle n € Ny mit Hilfe vollstandiger Induktion:
,n =0 Esist ag = 3 und damit ag > 2.

,n—n+ 1% Esist a, > 2, insbesondere also a,, > 0, und es folgt
a? + 4 (a2 4+4)—2-(2a,)
il — 2= 2 —2 =" n=
Gt 2a, 2a,
az —4dan, +4  (a, —2)?

Sa = o >0, also  apy1 > 2.

Fiir alle n € N gilt wegen a,, > 2 zum einen a? > 4, also a2 — 4 > 0, und
zum anderen 2 a, > 4 > 0, woraus sich

2 . (2 2 _
a, +4 _ an (2a,) (an+4):an 4>O

Qp — Qp41 = An —
2a, 2a, 2a,

und damit a,, > a,41 ergibt; folglich ist die Folge (a,,)nen, monoton fallend.

Die Folge (ay)nen, ist geméB a) etwa durch 2 nach unten beschriankt und
gemif b) monoton fallend, insgesamt also konvergent. Fiir ihren Grenzwert

a = lim a, gilt damit ¢ > 2, und wir erhalten mit der Rekursionsvorschrift
n—oo

: . ar4+4  a’+4
a= lim a,4; = lim = ,
n—00 n—oo 2y, 2a

woraus sich
2a* = a* + 4, also a® =4,

und damit wegen a > 2 schon a = 2 ergibt.



1.18 a) Wir zeigen a,, > % fiir alle n € N mit Hilfe vollstandiger Induktion:
,n = 1%

1
(1,1:]_>§.

S —n+1% Wegenan>%istan—%>Osowiean>0und2+an>0,
woraus sich
1 1+a2 1 2(1+ad?)—2+a,) 2+2d2—-2—a,
a’TL —_ = = —_ - = —
2T 244q, 2 2(2+ ay) 22+ ay)
B 202 —a, 2ap(an — %) B an(a, — %)
;=

22+ ay)  2(2+an 2+ ay

>0

und damit a,; > % ergibt.

b) Fiir alle n € N gilt a,, > % geméB a) und damit 2a, > 1, also 1 — 2a, <0,
sowie 2 + a, > 0, woraus sich

1+ad? (1+a?)—a,(2+ay)
Ap4+1 — Ap = — Up = =
2+a, 2+a,
1+ad2—2a,—a2 1-2a,
= = <0
2+a, 2+ a,

und damit a, 41 < a, ergibt; damit ist die Folge (a,)nen streng monoton
fallend. Da sie zudem gemé#f a) nach unten (durch 3) beschréinkt ist, ergibt
sich daraus schon ihre Konvergenz. Fiir ihren Grenzwert

a = lim a,
n—ro0

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

: . 1+ad2 1+d?
a= lim a,,; = lim = ;
n—o00 n%ooQ—l—an 2—|—a

woraus sich

a(24a)=1+d? also 2a+a*=1+a?

und damit 1
2a =1, also a=—
2
ergibt.
1.19 a) Wir zeigen zunéchst 1 < a,, < 3 fiir alle n € Ny mit Hilfe vollsténdiger
Induktion:
»n = 0%
Es ist ag € [1,3] und damit 1 < ag < 3.
S —n+ 1
2 2 2 r_1,_9
1<a,<3=1"<aqa, <3 :>1§Z—lan§1:>
:>1+3<12+3<9+3:>1< <3
- +-<=-q - < —-4- a
4474471 g = Tl =



Damit ergibt sich fiir alle n € Ny

1 3 1
Gpi1 — Ay = (—ai+z)—an—1~(ai+3—4an)—
1 9 1
=7 (o —dan+3) = 7 (@ — 1) (@ —3) <0,

>0 <0

also a,,1 < a,; damit ist die Folge (an)nzo monoton fallend.

b) Gemiaf a) ist die gegebene Folge (ay),, fiir jeden Startwert ao € [1,3]
monoton fallend und (durch 1) nach unten beschriankt, mithin konvergent.
Fiir ihren Grenzwert

a= lim a,
n—oo

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

1i 1 L2 + 3 L2 + 5
= lim a1 = lim | - -] == -,

woraus sich
0=a’>—4a+3 = (a—1)(a—3)

Vieta
und damit a = 1 oder a = 3 ergibt; dies motiviert die folgende Fallunter-
scheidung hinsichtlich des Startwertes ag € [1, 3]:
e Fiir ag € [1, 3] gilt im Hinblick auf das in a) ermittelte Monotoniever-
halten der Folge a < ay < 3 und damit a = 1.
e Fiir ap=3ist a; = 1-32+ 2 = 4+ 2 = 3 und analog a, = 3 fiir alle

4
n € Np; damit ist (a,)n>0 eine konstante Folge mit a = 3.

1.20 Im Falle der Konvergenz der durch die Rekursionsvorschrift

1
Tptl = £ (:B?I + 6) fir neN
definierten Folge (2,)nen, kommen fiir den Grenzwert a = lim z,, wegen
n—oo
a= lim 2,41 = lim 1(352 +6) :1(a2+6)
n—00 ntl n—oo 5 v " 5

und damit
0=a*-5a+6 = (a—2)(a—23)

Vieta

nur die beiden Werte a = 2 und @ = 3 in Frage. Dies motiviert die folgende
Fallunterscheidung hinsichtlich des Startwertes xy € [0; 3]:

o Fiir 1y = 2 ist 21 = £ (2°+6) = £ - 10 = 2 und analog x,, = 2 fiir alle
n € Np; damit ist (z,),en, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 2.

o Fiir zp = 3 ist 1 = £ (3°+6) = £ - 15 = 3 und analog z,, = 3 fiir alle
n € Np; damit ist (z,),en, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 3.



e Fiir g € ]2;3[ zeigen wir zunédchst x, € |2;3] fir alle n € Ny mit Hilfe
vollstandiger Induktion: fiir ,n = 0* ist dies klar, und fiir ,n — n 4+ 1“ gilt

T, €123 =2<1,<3=4<22<9=10<22 +6< 15 =
1
:>2<g(:1:i+6)<3:>2<xn+1<3:>xn+1e]2;3[.

Damit ergibt sich aber

1

1
g(:ci—5:5n+6):—(:cn—:a)(:zcn—2)<o
—— ——

xn+1—xn:—(xi+6)—xn: z

5

<0 >0
und somit x,,1 < x, fiir alle n € Ny; folglich ist die Folge (z,)nen, streng
monoton fallend und (etwa durch 2) nach unten beschrénkt, also konvergent;

als Grenzwert kommt nur a = 2 in Frage.

e Fiir zy € [0;2[ zeigen wir zunéchst x, € [0;2[ fur alle n € Ny mit Hilfe
vollstdndiger Induktion: fiir ,n = 0* ist dies klar, und fiir ,n — n 4+ 1“ gilt

T, €02 =0<2,<2=0<2l<4=6<22+6<10=
6 1
:>5§5(:ci+6)<2:>og:cn+1<2:>xn+1e[o;2[.

Damit ergibt sich aber

:an—:cn:l(xi—i-G)—:cn:

1
(22 =52, +6) == (z, —3) (2, —2) >0
5 N e N’

5

O] =

<0 <0

und somit x,41 > x, fiir alle n € Ny; folglich ist die Folge (z,)nen, streng
monoton wachsend und (etwa durch 2) nach oben beschrankt, also konver-
gent; als Grenzwert kommt nur ¢ = 2 in Frage.

1.21 Fiir einen beliebigen Startwert ay € R ist die durch
Gpi1 = ai —a, +1 fir alle n € Ny
rekursiv definierte Folge (a,,)nen, zu betrachten.
a) Sei ap € R ein beliebiger Startwert. Fiir alle n € Ny gilt
Upi1 — Gy = (ai—a,ﬁ—l) —ap,=a’—2a, +1= (an—l)2 >0,

also a1 > a,; damit ist die Folge (a,,)nen, monoton wachsend. Geméfl dem
Hauptsatz iiber monotone Folgen gibt es nun hinsichtlich des Konvergenz-
verhaltens der Folge (a,)nen, nur die beiden Alternativen:

e Ist die Folge (a,)nen, nach oben beschriankt, so ist sie konvergent. Fiir

ihren in diesem Fall existierenden Grenzwert a = lim a, erhdlt man
n—0o0

mit Hilfe der Rekursionsvorschrift
a = lim a,,1 = lim (ai—an—l—l) =a’—a+1,
n—oo n—oo

folglich
0=(a>—a+1)—a=a*>—-2a+1=(a— 1)

also a — 1 = 0 und damit zwingend a = 1.



b)

1.22 a)

e Ist die Folge (ay,)nen, nicht nach oben beschriankt, so ist sie bestimmt
divergent gegen +o00.

Fiir einen Startwert ag € [0, 1] zeigen wir a,, € [0,1] fiir alle n € Ny mit
vollstandiger Induktion:
e Fiir ,n = 0“ gilt ag € [0, 1] gemiB der Wahl des Startwerts.

e Fiir ,n — n + 1“ gilt geméB der Induktionsvoraussetzung a, € [0, 1],
also 0 < a,, <1, woraus a% < a,, und damit

an+1:ai—an+1§an—an+1:1

folgt; mit der in a) gezeigten Monotonie gilt ferner a, 1 > a, > 0.

Damit ist die gemé$ a) monoton wachsende Folge (ay,)nen, auch (nach oben)
beschrankt, mithin konvergent, und gemé&fi a) besitzt sie den Grenzwert
a=1.

Fiir einen Startwert ag ¢ [0,1] gilt ap < 0 oder ay > 1, insbesondere also
ag > ag, woraus

ay=ag—ap+1>a9—ag+1=1

folgt. Unter der Annahme, die geméfl a) monoton wachsende Folge (ay, )nen,
ist nach oben beschrénkt, erhélt man ihre Konvergenz, und fiir ihren Grenz-
wert a ergibt sich in

a > ap>1 = a

Monotonie gemif a)

ein Widerspruch. Folglich ist die Folge (ay,)nen, nicht nach oben beschrénkt,
mithin bestimmt divergent gegen +oo.

Die Funktion

£110;00[ = R, f@):%(zl%%),

ist (als gebrochen-rationale Funktion) differenzierbar, und fiir alle x > 0 gilt

ﬂmzé(mmi>=§%@&4y

o

Fiir alle 0 < z < 1 ist 2° < 1 und damit

4
f/(iL'> = % . (335 — 1) § 0,
>0 <0
so da8 f auf ]0; 1] monoton fillt, und fiir alle x > 1 ist 25 > 1 und damit
/ — . 5 1) >
>0 20

so dafl f auf [1;00[ monoton steigt; insbesondere besitzt f in x = 1 ein
globales Minimum, und fiir alle x > 0 gilt

ﬂwzﬂn=§(41+%)=L



b) Fiir die durch einen Startwert x; > 1 und die Rekursionsvorschrift
Tpy1 = f(xy) firalle keN
definierte Folge (z)ren gilt geméB a)
Ty = f(xg) > 1 firalle keN;

damit ist (xy)gen durch 1 nach unten beschriankt, und fiir alle k& € N erhélt
man infolgedessen

1 1 1 1
$k+1—9€k=f($k)—$k=g(4%4—;)—$k=5< 1 Lk )SO-

x ~~~
k NN
<1
c) Gemif b) ist die gegebene Folge (z)ren wegen
Tpr1 — T <0, also Tp1 < T,

fiir alle k£ € N monoton fallend und zudem durch 1 nach unten beschrankt,
mithin konvergent. Fiir den Grenzwert

r = lim x
k—o0

gilt dann wegen x > 1 unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

) o1 1 1 1
v = lim a0 = lim - (4+—) = (4“;) ,

woraus sich
1 1
dr =41+ —, also r=—,
4 4
T x

und damit
x’ =1, also r=1,

ergibt.
1.23 Zu betrachten ist die Funktion
R >R, f(x)=2"
geméf der Definition der allgemeinen Potenz
a®* =exp(b-lna) firalle a € R™ und beER
ergibt sich damit
f(x) =exp(z-lnz)  firale xeR".

Als Komposition der Exponentialfunktion mit dem Produkt einer linearen Funk-
tion und des Logarithmus ist f stetig und (beliebig oft) differenzierbar mit

f'(z) =exp(z-Inz) - (1-lnx—|—x-§) = f(z) - (lnz+1)

fiir alle x € RT.



Fiir alle x € H, 1[ gilt % < x < 1, mit der Monotonie des Logarithmus
—1 zln% <lnz<Inl=0,
und wegen x > 0 folgt mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation
—l<—z=z-(-1)<z-lnhzx<z-0=0,
mit der Monotonie der Exponentialfunktion
1 =exp(—1) < exp(z-Inz) < exp(0) =1,

also 2 < f(z) < 1, und insbesondere damit 0 < f(z) < 1; des weiteren gilt
wegen —1 < Inx < 0 schon 0 < Inz + 1 < 1, zusammen mit 0 < f(z) < 1
demnach

0< f(z)-(Inz+1) <1, also  0< f'(z) < 1.
Fiir die durch
Ty € E, 1[ sowie Tpi1 = f(z,) firalle neN,
rekursiv definierte Folge (z,,),en, zeigen wir die Beziehung
% < Ty < Tpyp <1 fiir alle n € Ny

mit Hilfe vollstandiger Induktion:

e Fiir ,n = 0“ gilt zunéchst fiir den Startwert % < xy < 1. Die auf R*
differenzierbare Funktion f geniigt insbesondere den Voraussetzungen
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf dem Intervall [zg; 1];
es gibt also ein £ € |zo; 1] mit

f(1>_f($0)_1—$1

1—&30 _1—230’

f'(§) =

wobei wegen £ € |1;1[ geméB a) schon 0 < f/(§) < 1 und damit

1 —
0<—" o1,
]_—ZE()
wegen 1 — zy > 0 dann
0<1l—x;<1—x bzw. 1> 2 >z,

folgt, so dafl insgesamt also % < xp < <1 gilt.

e Fiir ,n — n+1“ gilt nach Induktionsvoraussetzung % < Ty < Tpy1 < 1
gemiB a) gilt f'(z) > 0 fiir alle 2 € |1;1[, so daB die stetige Funktion
f auf [%, 1} streng monoton wachst, aus x,, < x,+1 < 1 folgt also

flzn) < flzn) < f(1), also Tt < Tpao < 1,

mit % < Zp41 damit die Induktionsbehauptung % < Tyl < Tpao < L



c) Die Folge (x,,)nen, ist gemédfl b) zum einen wegen z,, < ,,41 fiir alle n € N
(streng) monoton wachsend und zum anderen wegen z,, < 1 fiir alle n € Ny

nach oben beschrénkt, mithin konvergent. Fiir den Grenzwert a = lim =z,
n—oo

gilt % < a < 1, und mit Hilfe der Rekursionsvorschrift erhélt man

@ =t wn =t S 2, P ) = fl@) =
Woraus
Ina=In(a") =a-Ina, also 0O=a-lna—lna=(a—1)-lna,

und damit @ — 1 = 0 oder Ina = 0, also auf jeden Fall a = 1 folgt.

1.24 Fiir eine monoton wachsende Funktion f : [a,b] — [a,b] ist die durch einen fest
gewéhlten Startwert x; € [a,b] und die Rekursionsvorschrift

Tnt1 = [(zn) fir alle neN
rekursiv definierte Folge (z,,)nen zu betrachten.

a) Der Nachweis der Monotonie der Folge (z,),en erfolgt iiber vollstandige
Induktion; wir treffen dabei die folgende Fallunterscheidung;:
e Im Falle zy > x5 gilt x,, > 2,44 fiir alle n € N:
— fiir ,n = 1° gilt ;1 > x5 gemal der Fallunterscheidung.

— fiir ,n — n+41“ gilt z, > z,,1 geméiB der Induktionsvoraussetzung;
da f monoton wachsend ist, folgt daraus f(z,) > f(zny1), also in
Tpi1 2> Tpeo die Induktionsbehauptung.

Damit ist die Folge (x,,)neny monoton fallend.
e Im Falle zy < 25 gilt x,, < x,,4 fiir alle n € N:
— fiir ,n = 1° gilt ;1 < x5 gemal der Fallunterscheidung.
— fiir ,;n — n+41 gilt =, < z,,1 geméi der Induktionsvoraussetzung;

da f monoton wachsend ist, folgt daraus f(x,) < f(zny1), also in
Tpi1 < Tpao die Induktionsbehauptung.

Damit ist die Folge (z,)neny monoton wachsend.
b) Fiir alle n € N gilt z,, € [a,b]:

o fiir ,n = 1% gilt z1 € [a,b] gemédB der Wahl der Startwerts.

o fiir ,.n — n+ 1“ gilt z,, € [a,b] gemdB der Induktionsvoraussetzung;
wegen Dy = [a,b] und Wy C [a,b] folgt daraus z,+1 = f(z,) € [a,D],
also die Induktionsbehauptung.

Damit ist die Folge (z,)nen (nach unten durch a und nach oben durch b)
beschrankt sowie geméfl a) monoton, so dafl sie nach dem Hauptsatz iiber

monotone Folgen konvergiert.
c) Wegen z, € [a,b] fir alle n € N gilt fiir den Grenzwert z = lim =z, der

n—oo
geméf b) konvergenten Folge (z,)nen ebenfalls x € [a, b], und wir erhalten

= lim z,.; = lim f(z,) = f <lim xn> = f(z);
n—oo n—oo n—oo

(%)

bei (x) geht die vorausgesetzte Stetigkeit von f (im Punkte x € Dy) ein.



1.25 a)

Zum Nachweis der Ungleichung

sinx < x firalle >0

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir ein € |0, 27| betrachten wir die Einschrankung f = sin|j, der
Sinusfunktion auf das abgeschlossene Intervall [0, 2] C R; diese ist dif-
ferenzierbar und erfiillt damit insbesondere die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, namlich Stetigkeit auf [0, z]
und Differenzierbarkeit auf |0, z[. Damit existiert ein £ € |0, z[ mit

sinz —sin0 = sin’ ¢ - (z — 0), also sinz = cos§ - x;
wegen & € ]0, 27| ist cos{ < 1, woraus wegen x > 0 dann
sinx =cosé-r<1l-z==x

folgt.
e Fiir ein z € |27, 00| ergibt sich direkt

siny <1< 21 <.

Damit gilt wegen sin (0 = 0 insbesondere sinz < z fiir alle x > 0.

Fiir die zu einem beliebigen Startwert xq € R durch
Tpi1 = sinx, fur alle n € Ny
rekursiv definierte Folge (2, )nen, gilt
x1 =sinzg € [—1,1],

und wir treffen im Hinblick auf a) die folgende Fallunterscheidung:

e Sei zunichst x; € [0, 1]; wir zeigen hierfiir 0 < z,, < 1 fiir alle n € N
mit vollstédndiger Induktion:

— fiir yn = 1“ gilt 1 € [0, 1], also 0 < 2y < 1.
— fiir ,n = n + 1% gilt 0 < z,, <1, insbesondere also 0 < z,, < 7; da
der Sinus auf [0, g} monoton wéchst, folgt
sin0 < sinx,, < sin 7, also 0< 2,41 <1
Fiir alle n € N gilt damit 0 < x,,, woraus geméf} a) dann

Tpy1 =sinz, <z,

folgt; damit ist (z,)neny monoton fallend und (etwa durch 0) nach unten
beschréinkt, mithin konvergent. Fiir den Grenzwert x = lim z,, ergibt

n—oo
sich damit zum einen x > 0 und zum anderen
r = lim x,,; = lim (sin xn) = sin( lim xn) = sin z;
n—00 n—00 sin stetig n—00

gemif a) gilt sinx > z fiir alle x > 0, so dal man x = 0 erhilt.



e Sei nun z; € [—1,0]; fiir die zum Startwert z(, = —xz¢ € R rekursiv
definierte Folge (2!,)nen, gilt dann 2/, = —x,, fiir alle n € Ny:

— fir ,n = 0“ gilt 2, = —x¢ nach Wahl von z,.

— fiir y;n — n 4+ 1“ gilt 2/, = —x,,; da der Sinus ungerade ist, folgt

/ . Vi . .
T, =sinx), = sin(-xz,) = —sinw, = —p41.

Wegen =7 = —x;1 € [0, 1] ergibt sich geméf obigem Fall

lim 2, =0  und damit lim z,, = lim (—x}) = 0.
n—oo

n
n—o0 n—oo

1.26 a) Fiir jedes n € N ist das Folgenglied

1 1 R 1
ap = — —
n n+1 2n
die Summe der n + 1 aufeinanderfolgenden Stammbriiche Tll, n+r1, cee %;
damit ergibt sich zum einen
1 1 1 1 1
an = — + 4.+ — <(n+1)-—=1+-<2
n n+1 2n n n
—~ —— <~
<z <% <1
und zum anderen
1 1 1 1 1 1
ap = — + +...+ —>n+1)-—>n-—>—
n n+1 2n 2n 2n = 2
N N~ ~~~
2 25 >3
Damit ist die Folge (a;),>1 beschrénkt.
b) Fiir alle n € N gilt
Up4+1 — Gp =
+.+ ! + 1 +...+ L) _
n+1 2n 2n—|—1 2n+2 n n+1 T on)
1 N 1 < 1 n 1 1 1 _o
2n + 1 2n—|—2 n=2n 2n n n n
—_—— =
S% SQI’!L

damit ist die Folge (ay,),>1 monoton fallend. Zusammen mit der in a) ge-
zeigten Beschrénktheit ist die Folge (ay),>1 insbesondere also konvergent

1.27 Fiir die gegebene durch

1
=1 und Tpi1 =14 — flurallenéeN

Tn

rekursiv definierte Folge (2, )nen gilt

r1=1, x9=2, x3=

[\ [N}

) Ty =

wlot

y Ty =z, T =

otloo
|5



Sie besitzt daher die Teilfolgen

(Ton—1)peny = (@1, 23,25,...) = (1, 3, &, ..
und
(T2n) peny = (T2, 24,26, ...) = (2, %, %, )
Wir zeigen zunédchst 1 <z, <2 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
,n = 1% Es ist ;1 = 1 und damit 1 < x; < 2.
Sn—n 4 1% Esist 1 <z, <2 und damit

1 1 1 3
1> —>-—=2>14—>2=—=2>z,,>1,
T, 2 T, = 2

a) Wir zeigen 9, 1 < 9,41 fiir alle n € N mit vollstandiger Induktion:

,n = 1% Es ist
1< 3
T = - = I3.
)
S —n+ 1% Es ist
1 1
Top—1 < Topp1  — > -
T2n—1>0 Top_1 Ton+1
1 1
1+ > 1+ = Top = Topyo2 — — <
o Ton—1 Lon+1 T2n4+2>0 Loy Ton+2
=x2n =T2n+2

1
— 1+ —<1+
Taon Ton42
——

= Topt1 < T3

=T2n+1 =x2n+3
Damit ist die zunéchst Teilfolge (22,-1),cy monoton wachsend. Fiir alle

n € N gilt also z9,_1 < 29,41, Woraus sich

1 1
und damit xy, =1+ >1+
Ton—1 Ton+41 Ton—1 Ton+1

v

= Ton+2

ergibt; folglich ist dann die Teilfolge (2,),,.y monoton fallend.

b) Die Teilfolge (22n—1),,cy ist geméB a) monoton wachsend und geméf den ein-
leitenden Bemerkungen (durch 1 nach unten und 2 nach oben) beschrinkt,
also konvergent, und besitzt daher einen Grenzwert a = lim w9, _1, fiir den

n—oo
ebenfalls 1 < a < 2 gilt. Wegen

1 Top—1  2@p-1+1

1
n =1 — =1 - =1 =
Fond +x2n * 1+ L _I_'CE?n—l—i_1 x2n—l+1

fiir alle n € N ergibt sich

. . 2 Ton—1 + 1 2 a + 1
a = lim x9,,7 = lim =
n—00 n—00 Lonp_1 + 1 a-+1

und damit
ala+1)=2a+1, also a*—a—1=0,



1.28 a)

woraus sich

wegen 1 < a < 2 also

ergibt. Des weiteren ist die Teilfolge geméfl a) (z2,), .y monoton fallend
und beschrinkt, also konvergent, und mit denselben Uberlegungen wie eben

ergibt sich fiir den Grenzwert b = lim x5, dann
n—o0

y_ L+V5
-
Damit konvergiert auch die gesamte Folge (x,),en gegen den Grenzwert

a=b.

Da die Folge (a,)nen nach Voraussetzung gegen a € R konvergiert, ist die
Folge (a,, — a)nen eine Nullfolge und damit insbesondere beschriankt; es gibt
also ein M > 0 mit |a,, — a] < M fir alle n € N.

Wir weisen nun anhand der Definition nach, dafi auch die Folge (b,,),en der
arithmetischen Mittelwerte

1 n
an—E ag fir alle neN
n
k=1

gegen a € R konvergiert; sei dazu € > 0.

e Wegen lim a, = a gibt es zu 5§ > 0 ein n; € N mit
n—oo

€
la, —al < 3 fir alle n > ng;
e dann gibt es wegen lim ™ = ( ein ny, € N mit
n—oo
Mnq €

< = fir alle n > no.
n 2

Sei nun ny = max{n,ny}; fir alle n > ngy gilt dann

1 1
bo—a| = |~(a+...4a)—a| = ~- 4a)—n.
b, — al ‘n(alJr +a,) —a - | (a1 + ...+ a,) —n-a
1 1
= —-‘(al—a)—l—...(an—a” < —-(|a1—a|+...—|—|an—a|)
n n
1
= —-<|a1—a|—|—...+|an1—a|)+
n —— —_——

<M <M

1
+—(|am+1—a|+...+|an—al>
N \ S—_———— ———

< <

Mn1
n

(NI
NI

<

1 1
< — - M+ —-(n—mny)- + - <
n n N———

<n

DO |
DN ™
DO | ™
DO | ™

Damit ist die Folge (b, )nen konvergent mit lim b, = a.
n—0o0



b)

1.29 a)

Die alternierende Folge (ay,)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N besitzt die
beiden Haufungspunkte —1 und 1, ist also insbesondere nicht konvergent.
Fiir alle n € N gilt aber

{0, falls n gerade,

Zak: (a1+a2)+(a3+a4)+...+an:
T —_— —— —1, falls n ungerade,

-0 =0
und damit
1 <« [ 1
|bn| = E'Zak =—- Zak SE —_ 0,
k=1 k=1
<1

woraus sich mit dem Schrankenlemma lim b, = 0 ergibt.
n—oo

Die Folge (ay,)nen ist nach Voraussetzung konvergent mit lim a, = a; damit
n—o0

konvergiert auch die (lediglich um einen Index verschobene) Folge (@, 11)nen

mit lim a,,; = a. Folglich ist zunichst (a, + @,41)nen als Summe konver-
n—oo

genter Folgen konvergent mit

lim (a, + aps1) = lim a, + lim @, =a+a=2a
n—oo n—oo n—oo

und schliellich (b,,)nen mit b, = % (an, + aneq) fiir alle n € N als Vielfaches

einer konvergenten Folge konvergent mit

. 1 1. 1
nh_)rgobn = nh_)rgo§ (an + apy1) = 5 nh—glo (an + apy1) = 5 (2a) = a.

Alternativ 148t sich auch direkt mit Hilfe der Definition argumentieren: da

die Folge (a,)nen gegen a € R konvergiert, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N
mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng; damit folgt

1
b, — al = |5 (an + an1) —a| = 5 - [(an + any1) — 20| =

2
1 1
:§-|(an—a)+(an+1—a)|gé-(\an—a|+|an+1—a|)<6
—_— Y=
<e <e

N | —

fiir alle n > ng, und damit konvergiert die Folge (b, )nen gegen a € R.

Die Folge (an)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N besitzt wegen

agy=(-1D)* =1 — 1

k—o00

und
e e |

G2k-1 = (_1) k—o0

die beiden Haufungspunkte 1 und —1, ist also insbesondere nicht konvergent.

Die zugehorigen Folge (b,)nen ist jedoch wegen

o 1 . 1 n n+1\ __ (_1)71
b, = 5 (@n + any1) = 5 ((—1) +(=1) ) -y

fiir alle n € N die konstante Nullfolge und damit insbesondere konvergent.

(I1+(-1)=0



c) Die Folge (b,)nen ist nach Voraussetzung konvergent, insbesondere (nach
oben) beschrinkt, es gibt also ein M € R mit b, < M fiir alle n € N. Da
die Folge (ay,)nen nach Voraussetzung monoton wachsend ist, gilt a,, < a,41
und folglich

1
Manzﬁ(an—i‘ClnH)Z (an_'_&n):an

fir alle n € N; damit ist auch die Folge (a,)neny nach oben beschriankt,
demnach als monoton wachsende Folge bereits konvergent.



