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Lineare Algebra und analytische Geometrie 8

8.1 (Herbst 2012, Thema 3, Aufgabe 4)
Bestimmen Sie die euklidische Normalform der Quadrik ), gegeben durch
132% — 32z y + 37y? = 45,
und geben Sie den Typ der Kurve @) an!
8.2 (Herbst 2011, Thema 2, Aufgabe 1)
Gegeben ist der Kegelschnitt mit der Gleichung
w7 — 4z 09+ 425 — 621 + 1225 +8 = 0.

Transformieren Sie diesen Kegelschnitt in metrische Normalform und geben Sie
den Typ der geometrischen Figur an.

8.3 (Friihjahr 2011, Thema 3, Aufgabe 4)
Transformieren Sie den Kegelschnitt mit der Gleichung
8 4
——1——=22—4=0
N 1 NG 2

in metrische Normalform und geben Sie seinen Typ an.

2 2
x] +4x 20 — 275

8.4 (Herbst 2010, Thema 2, Aufgabe 2)

Im R? mit den Koordinaten z und y ist durch die Gleichung
TP+ 240y —2y+24=0

ein Kegelschnitt gegeben. Bestimmen Sie seinen Typ und seine euklidische Nor-
malform.

8.5 (Friihjahr 2010, Thema 1, Aufgabe 4)

Bestimmen Sie die euklidische Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung

Ta? +48xy —T7y* — 62 +8y = 0.

8.6 (Frihjahr 2010, Thema 2, Aufgabe 5)
In der euklidischen Ebene R? mit den Koordinaten z und y ist die Quadrik

Q:{(z) |x2—2xy+y2—l—a:—3y—4:0}

gegeben. Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ von Q.



8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

(Herbst 2008, Thema 3, Aufgabe 2)
Transformieren Sie die Quadrik @ C R? mit der Gleichung

xf—i—4x1$2+4x§+4x1—2x2+1:0

auf euklidische Normalform und geben Sie ihren Typ an.

(Friihjahr 2008, Thema 2, Aufgabe 5)
In der euklidischen Ebene R? sei die Quadrik

H:{(Z) €R2]17x2—32my—7y2—66x+18y—33=0}

gegeben. Zeigen Sie, dass H eine Hyperbel mit der euklidischen Normalform
2 2
Y 2) =

(Friihjahr 2007, Thema 2, Aufgabe 5)

Zeigen Sie, dass

ist.

Q= {(z1,22) | 327 + 2z 22+ 323 — 221 + 1025 — 5 =0}

im euklidischen R? eine Ellipse ist. Bestimmen Sie ihren Mittelpunkt, ihre Haupt-
achsen, sowie die Lénge ihrer Hauptachsenabschnitte.

(Herbst 2006, Thema 3, Aufgabe 5)

Berechnen Sie die euklidische Normalform der ebenen Quadrik mit der Gleichung
2+ + 1oy +442 +20y + 76 =0

und ermitteln Sie den Typ dieser Quadrik.

(Herbst 2004, Thema 2, Aufgabe 5)

In der euklidischen Ebene R? mit den Koordinaten x und y sei eine Quadrik Q
durch ihre Gleichung

9y? —40xy + 64y + 80z = 64
gegeben.

a) Bestimmen Sie den Mittelpunkt von ¢ und berechnen Sie die Gleichung von
@ nach Verschiebung des Mittelpunkts in den Ursprung.

b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ von @) durch Haupt-
achsentransformation.

c) Skizzieren Sie () in urspriinglichen Koordinatensystem.



8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

(Herbst 2015, Thema 2, Aufgabe 5)

In der euklidischen Ebene R? mit den Koordinaten z und y ist durch die Gleichung
822 — 122y +17y* + 442 — 58y +48 =0
eine Quadrik ) gegeben.

a) Man zeige, dass @ eine Ellipse ist, und bestimme die euklidische Normalform
von Q.

b) Man berechne den Mittelpunkt sowie die Scheitelpunkte von ) und skizziere
@ im r—y—Koordinatensystem.

(Herbst 2011, Thema 1, Aufgabe 5)
Fiir welche Wahl des Parameters s € R ist der Kegelschnitt

P:{(z) ]x2+23xy+y2+23:+2y+1:0}

eine Parabel? Man bestimme fiir diesen Parameterwert die euklidische Normal-
form, den Scheitel und die Symmetrieachse der Parabel P und skizziere sie im
r—y—Koordinatensystem.

(Herbst 2014, Thema 2, Aufgabe 5)
Man betrachte die Quadrik

QS:{(i) E]R2]sx2+2xy—|—sy2+2x+2y—1:0}

und bestimme in Abhéngigkeit vom Parameter s € R ihre euklidische Normalform
sowie ihren Typ.

(Friihjahr 2015, Thema 1, Aufgabe 4)

Fiir vorgegebene Parameter a, b € R betrachten wir die durch die Gleichung
(a+b)z? + (a+b)y? +2(b—a)ry +2(2b — a)x + 2(2b +a)y +a + 4b = 2
mit Variablen z, y € R definierte Quadrik Q,; im R%.

a) Bestimmen Sie die Euklidische Normalform von Q.

b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a, b € R den Typ von Qg p.
(Herbst 2015, Thema 3, Aufgabe 5)

Es sei a € R. Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ des durch
die Gleichung

(a+ D)x?+ (a+ D)y? +2(a — Dy + 2v2az + 2v2ay +2a — 2 = 0

gegebenen Kegelschnitts im R? in Abhingigkeit von dem Parameter a.



8.17 (Friihjahr 2015, Thema 2, Aufgabe 5)
Fiir einen reellen Parameter t ist durch
Pyt 2tay =1
ein Kegelschnitt K; gegeben.

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von ¢, um welchen euklidischen Typ von
Kegelschnitt es sich dabei handelt. Fiir welche(s) ¢ ist K; ein Kreis?

b) Bestimmen Sie fiir diejenigen ¢t € R, fiir die K, eine Ellipse, aber kein Kreis
ist, die Lédngen a und b der beiden Halbachsen sowie den Winkel « € [0, 7],
um den man die x—Achse in mathematisch positiver Richtung (,,gegen den
Uhrzeigersinn“) um den Ursprung drehen muss, damit sie die groflere der
beiden Halbachsen iiberdeckt.

8.18 (Herbst 2010, Thema 1, Aufgabe 5)

Bestimmen Sie die affine Normalform, sowie den Typ des Kegelschnitts, der in
der affinen Ebene R? mit den Koordinaten z, y durch die Gleichung

4oy +3r+y=1
gegeben wird.

8.19 (Frihjahr 2006, Thema 3, Aufgabe 4)
Zeigen Sie, dass die Gleichung

P+ 2ry+2r+2y=0
eine Hyperbel im R? definiert und bestimmen Sie deren Asymptoten.

8.20 (Friihjahr 2004, Thema 3, Aufgabe 4)

Bestimmen Sie alle Parameter s € R, fiir welche die Gleichung
(sw1)? + 2129+ 25 — 221 — 229 +5+1=0
eine Hyperbel beschreibt.

8.21 (Frihjahr 2014, Thema 1, Aufgabe 2)
Fir A € R sei Q) der Kegelschnitt

QO :{(5) €R2|)\x2+2xy+2y2+/\2—4:0}.

Bestimmen Sie alle A € R, so dass (), eine Ellipse ist.

8.22 (Herbst 2012, Thema 2, Aufgabe 5)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit des reellen Parameters ¢ den Typ des Kegel-
schnitts (in R?)

(14 4t)y* + 2% + 2zy + 2tz — (8t* — 2t)y = —4° + 1 — #°.



8.23 (Friihjahr 2013, Thema 3, Aufgabe 5)
Man bestimme in Abhéngigkeit vom Parameter s € R fiir den Kegelschnitt

K:{(i) E]R2|x2+2sxy+s(s+1)y2+2x:()}

die affine Normalform sowie den affinen Typ.

8.24 (Friihjahr 2015, Thema 3, Aufgabe 5)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit des reellen Parameters r die affine Normalform
des durch

(1+r)2*+ry> —2ray+y—a =0
gegebenen Kegelschnitts.
8.25 (Frihjahr 2014, Thema 2, Aufgabe 1)
Sei s € R ein Parameter und sei Q, C R? die von s abhingige Quadrik
Qs : sx*+2s+Dazy+y=0.
a) Bestimmen Sie den affinen Typ der Quadrik Qs in Abhéngigkeit von s.

b) Sei ¢ : R? — R? die Drehung um den Winkel 7 und mit dem Drehzentrum
(—1,1). Zeigen Sie, dass ¢(Q1) = Q1.

8.26 (Herbst 2014, Thema 1, Aufgabe 2)

Sei
Qs = {(ﬁ,y) € R? | sx2+2txy+y2—y:()}

eine von den Parametern s, t € R abhingige Quadrik im R2.

a) Bestimmen Sie den Typ von )5, in Abhéngigkeit von s, t € R.
b) Die Menge
M := {(s,t) € R? | Q, hat keinen eindeutigen Mittelpunkt }

ist eine Quadrik im R?. Bestimmen Sie diese Quadrik.
¢) Bestimmen Sie den Mittelpunkt m,; von Qs fiir alle (s,t) € R*\ M.

8.27 (Friihjahr 2004, Thema 2, Aufgabe 4)

Man untersuche die ebenen Quadriken

Q : P+2xy+3y° =1,
Qs : PH+4zy+6y°=1

auf metrische und affine Aquivalenz.
8.28 (Herbst 2007, Thema 3, Aufgabe 4)
a) Beweisen Sie, dass die Quadriken im R? mit den Gleichungen
Qr: 2*+4ry+6y°=1, Qy: 22+ 6xy+12¢92=1

nicht metrisch, wohl aber affin zueinander dquivalent sind.
b) Geben Sie eine affine Transformation im R? an, die Q; auf Q, abbildet.



8.29 (Friihjahr 2009, Thema 1, Aufgabe 4)
Beweisen Sie, dass die Quadriken
Q1 : 5a? +4dry + 2y — 1 =0, Qs :32° + 6y + 1192 —2=0

in R? metrisch dquivalent sind und geben Sie eine Kongruenzabbildung von @,
auf ()2 an.

8.30 (Herbst 2011, Thema 3, Aufgabe 3)
a) Man bestimme, fiir welche oo € R die beiden Kegelschnitte
Q1 : 20 +4xy+3yP+2y=1
Qy : 322 —2azy+ayi=1
affin dquivalent sind.
b) Sei nun o = 1. Bestimmen Sie eine affine Transformation, die @); auf Qs
abbildet.
8.31 (Herbst 2013, Thema 2, Aufgabe 5)
a) Sei Q C R? die durch die Gleichung
5024+ 22y+5y°—2-vV2-24+14-vV2-y+10=0
gegebene Quadrik. Bestimmen Sie die euklidische Normalform von @ als
Teilmenge Q' C R?.
b) Geben Sie eine Bewegung (d.h. eine abstandserhaltende Selbstabbildung) f
von R? an, welche Q" in Q {iberfiihrt, im Sinne f(Q’) = Q.
8.32 (Herbst 2014, Thema 3, Aufgabe 5)
Gegeben seien die Kegelschnitte
Q= {xERQ | 3$%—2x1x2+3x§+6x1—2m2+1:0}
und
Qt:{xE]RQ|x%+tx§—2tx2+t—1:0},

wobei ¢ ein reeller Parameter ist. Fiir welche Werte von ¢ sind () und ), kongruent
(d.h. metrisch dquivalent)?

8.33 (Herbst 2005, Thema 2, Aufgabe 4)

Es seien a und b reelle Zahlen mit 0 < b < 1 < a. In der euklidischen Ebene R?
seien zwei Quadriken (); und Q)5 gegeben durch ihre Gleichungen

72 y? 72 y?
D= =1 : - =
@ a2+a2—1 ’ @2 1—-02 12

a) Berechnen Sie die Schnittpunkte von @)1 und Qs.
b) Bestimmen Sie fiir ¢ = 1,2 die Tangente Ts(); in

= (a\/l —02. bVaE = 1) € 01N Q,.

=1

Zeigen Sie, dass sich die Tangenten Ts@; und Ts()s unter einem rechten
Winkel schneiden.



8.34 (Friihjahr 2008, Thema 1, Aufgabe 2)
Es seien a, b € R mit a # 0 und b # 0. Die Hyperbel im R? mit der Gleichung

2 2
2y
a’>  b?
hat bekanntlich die Asymptoten mit den Gleichungen
b b
G YyY=-—-x und g 1 Yy=——-2.
a a

a) Berechnen Sie die Abstéinde des Punktes P = (z9,¥y) € R? zu den beiden
Asymptoten.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle Punkte P auf der Hyperbel das Produkt dieser
beiden Absténde gleich ist.

8.35 (Frihjahr 2011, Thema 2, Aufgabe 5)

Es sei H C R? die Menge aller Punkte, welche vom Punkt (1) doppelt so weit

entfernt sind wie von der Geraden ¢ : x + y = 0. Geben Sie fiir die Menge H
eine Gleichung an, zeigen Sie damit, dass H ein Kegelschnitt ist, berechnen Sie
die affine Normalform der Gleichung fiir H und zeigen Sie damit, dass H eine
Hyperbel ist.

8.36 (Herbst 2008, Thema 1, Aufgabe 5)

Es sei Q C R? die Menge aller Punkte, welche vom Punkt } und der Geraden

g mit der Gleichung = + y = 0 den gleichen Abstand haben. Zeigen Sie, dass @
ein Kegelschnitt ist, und bestimmen Sie seinen affinen Typ.

8.37 (Friihjahr 2012, Thema 3, Aufgabe 4)

Sei K C R? die Menge aller Punkte, die von der Geraden L = R- ( 4

B 3> und dem

Punkt P = (i) gleich weit entfernt sind. Zeigen Sie, dass K ein Kegelschnitt ist

und bestimmen Sie den Typ und die metrische Normalform von K.

8.38 (Herbst 2007, Thema 2, Aufgabe 5)

Es sei t € R ein Parameter. Im R? sei
L, die Verbindungsgerade der Punkte (1,0) und (¢,t)

sowie
M, die Verbindungsgerade der Punkte (0,1) und (—t, —t).

a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt P; der Geraden L; und M.
b) Zeigen Sie, dass P, auf dem Kegelschnitt

C={(z,y) eR*: (z —y)’ =z +y}

liegt, und bestimmen Sie den affinen Typ dieses Kegelschnitts C.



8.39 (Herbst 2004, Thema 1, Aufgabe 5)

In der euklidischen Ebene R? seien die Punkte A = (—1,0), B = (1,0) gegeben
und in Abhéngigkeit von t € R, t # 0, der Punkt C' = (¢,¢). Bestimmen Sie in
Abhéngigkeit von ¢

a) eine Gleichung fiir die Gerade durch A und C;
b) eine Gleichung fiir die Hohe hp des Dreiecks ABC' durch die Ecke B;
¢) den Hohenschnittpunkt H des Dreiecks ABC.

Zeigen Sie auflerdem:

d) Wenn t variiert, bewegt sich H auf einer Hyperbel.

8.40 (Friihjahr 2013, Thema 2, Aufgabe 1)
Sei E die Ellipse im R?, die durch die Gleichung

Qz,y) =2 +zy+y" —2z—y—1=0
definiert wird.

a) Zeigen Sie, dass E von den Spiegelungen

e (5 Do)
e (1 )% (1)

invariant gelassen wird.
b) Benutzen Sie das Ergebnis von a), um den Mittelpunkt m von E zu bestim-

men.

und

c) Verschieben Sie die Koordinaten so, dass m der Ursprung des neuen Ko-
ordinatensystems wird. Bestimmen Sie die Gleichung ' von E im neuen
System.

d) Benutzen Sie das Ergebnis von a)—c), um Basisvektoren der Hauptachsen zu
finden. Fiihren Sie die Hauptachsentransformation aus, um die euklidische
Normalform Q" von F zu bestimmen.

8.41 (Herbst 2010, Thema 3, Aufgabe 5)

In der euklidischen Ebene R? mit den Koordinaten x und y werde die Ellipse F
mit den Scheitelpunkten

(0,3) und (4,—1) sowie (1,0) und (3,2)
betrachtet.

a) Skizzieren Sie E im (z,y)-Koordinatensystem. Bestimmen Sie den Mittel-
punkt der Ellipse E, ihre Hauptachsen sowie die Langen ihrer Hauptachsen-
abschnitte.

b) Geben Sie in den Koordinaten x und y eine Gleichung fir E an.



8.42 (Friihjahr 2013, Thema 1, Aufgabe 5)
Betrachten Sie den Kegel

x
K=X|y|leR|2?+y*—222=0} C R,
z
1 1
sowie die Ebene E, C R?, die den Punkt [ 0 | enthilt und den Vektor | 1 | als
0 A

Lot hat. Bestimmen Sie alle A € R, so dass der Schnitt £\ N K eine Parabel ist.



