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6.1 (Herbst 2010, Thema 2, Aufgabe 4)

Der Vektorraum R* sei mit dem Standard-Skalarprodukt versehen. Der Unter-
raum U C R* werde durch die Vektoren

v = Vg = V3 =

SN N
O = =N

aufgespannt. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis e;, es, e3 von U mit e; €
span {v1} und ey € span {vy, v2}.

6.2 (Frihjahr 2005, Thema 3, Aufgabe 2)

Im R* mit dem kanonischen Skalarprodukt seien die Vektoren

1 2

—2 1
V1 = 1 ) Vg = -3
3 1

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass v; und vy zueinander orthogonal sind.

b) Ergénzen Sie v; und vy zu einer Basis vy, vy, v3, v4 S0, dass je zwei Vektoren
v; und v; fiir ¢ # j zueinander orthogonal sind.

6.3 (Frihjahr 2008, Thema 1, Aufgabe 3)
Die Vektoren

spannen einen Unterraum U im euklidischen Vektorraum R* auf. Berechnen Sie
eine Basis fiir das orthogonale Komplement von U im R*.



6.4 (Frihjahr 2007, Thema 2, Aufgabe 1)

Im reellen Vektorraum R* seien die drei Vektoren

SOt N

1 1
2 2
317 217
4 3

gegeben. Weiter sei V' = (v, v9,v3) C R* der von diesen Vektoren aufgespannte
Unterraum.

a) Zeigen Sie, dass vq, v eine Basis von V ist und stellen Sie v3 als Linearkom-
bination von v; und v, dar.

b) Ergiinzen Sie v1, vs zu einer Basis von R%.

c) Bestimmen Sie (beziiglich des Standardskalarprodukts auf R?) eine Ortho-

normalbasis fiir das orthogonale Komplement V+ von V in R*.

6.5 (Herbst 2014, Thema 3, Aufgabe 2)

Es sei
1 1 1 1 1
001 -1 0
A=11 00 1 und e =1,
010 1 0

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Spaltenraumes U von A.

b) Bestimmen Sie alle y € U+, so dass e —y € U.

6.6 (Frihjahr 2008, Thema 2, Aufgabe 2)

1
a) Erginzen Sie den Vektor u; := | 1 | € R3 zu einer Basis uy, us, uz des R3 aus
1
(beziiglich des Standardskalarprodukts) paarweise orthogonalen Vektoren.

b) Zeigen Sie, dass es genau eine Matrix U € R3*? gibt, die u; als Eigenvektor
zum BEigenwert 1 und us, ug als Eigenvektoren zum FEigenwert —2 besitzt.

c) Geben Sie eine Darstellung der Matrix U aus b) beziiglich der Standardbasis
e1, ea, e3 des R? explizit an.
6.7 (Herbst 2014, Thema 1, Aufgabe 1)
Sei U C R* der lineare Unterraum, der von den Vektoren u; = (0,2,4,4)" und
uy = (4,—4,2,0)" aufgespannt wird.
a) Bestimmen Sie eine Basis des orthogonalen Komplements U~.
b) Bestimmen Sie orthonormale Basen fiir jeweils U und U+.

c) Beniitzen Sie die Ergebnisse von a) und b), um eine reelle symmetrische
Matrix A zu bestimmen, die U als Eigenraum zum Eigenwert —1 und U+
als Figenraum zum Eigenwert 2 hat.



6.8 (Frihjahr 2008, Thema 3, Aufgabe 3)
Die Bilinearform ¢ : R? x R? — R sei definiert durch

o(z,y) == 9r191 — 621y2 — 622y1 + Doy, fir z = <i1> , Y = (zl> € R2.
2 2

Weisen Sie nach, dass ¢ ein Skalarprodukt ist.

6.9 (Frihjahr 2010, Thema 2, Aufgabe 3)
Gegeben sei die reelle 3 x 3—-Matrix

112
B=1|1 2 3| R,
2 3 6

a) Zeigen Sie, dass durch

I Y1
op(z,y):=z"-B-y firalle 2= 23], y=|1] eR?
T3 Ys

ein Skalarprodukt oz auf dem reellen Vektorraum R? definiert wird.
b) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels, den die beiden Vektoren

0 0
e =11 und es= (0] eR?
0 1

beziiglich des in a) definierten Skalarprodukts op einschliefen.
6.10 (Frihjahr 2000, Thema 2, Aufgabe 3)
Auf dem R3 sei die Bilinearform
(z,y) == 21y1 + 37292 + 423y3 + T1Y2 + Tay1 + T1Y3 + T3y1 + oYz + T3
gegeben.

a) Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein Skalarprodukt auf dem R? definiert.

b) Konstruieren Sie eine beziiglich des Skalarprodukts von a) orthogonale Basis
fiir den Unterraum

1 1
U=R-[1]+R-|-1] CR3.
1 0

6.11 (Frihjahr 2013, Thema 3, Aufgabe 3)

Gegeben sei die Matrix M = (;l i) € R?*2,

a) Man begriinde, dass M orthogonal diagonalisierbar ist, und bestimme eine
Orthonormalbasis des euklidischen R? (versehen mit dem Standardskalar-
produkt) aus Eigenvektoren von M.

b) Man zeige, dass durch o(z,y) =2 - M -y fiir alle x, y € R? ein Skalarpro-
dukt o auf R? definiert wird, und bestimme eine Orthonormalbasis von R?
beziiglich dieses Skalarprodukts o.



6.12 (Herbst 2015, Thema 2, Aufgabe 4)
Auf dem R—Vektorraum R? ist durch

0($7y) :4$1y1 —8I1y2 —8352y1 +25£B2y2

fir x = (?), Y= (51) € R? eine Bilinearform o : R? x R? — R gegeben.
2 2

a) Man zeige, dass o ein Skalarprodukt auf R? ist.

2

b) Man berechne eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums (R*, o),

also beziiglich des Skalarprodukts o von a).

c) Man bestimme eine Matrix A € R**? so dass
la: (R* o) = (R%*0), la(x)=A-z,
eine orthogonale Abbildung ist, also
o(x,y) =Lla(x) o la(y) fiir alle =, y € R?
gilt; dabei bezeichne o das Standardskalarprodukt auf R2.

6.13 (Herbst 2011, Thema 1, Aufgabe 4)

Man zeige, dass es auf dem reellen Vektorraum R? genau ein Skalarprodukt
o : R? x R? — R gibt, beziiglich dem die Vektoren (;) und (?) eine Or-
thonormalbasis bilden, und gebe o(z,y) fiir z, y € R? explizit an.

6.14 (Frihjahr 2005, Thema 1, Aufgabe 3)

Fiir n € N sei die n x n—Matrix

11 ... 1
12 2 ... 2

An — ]_ 2 3 “ e 3 = (Mln {7:7,].}),5‘7]':1 ’’’’’ n
1 2 3 . n

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass durch die Formel
(z,y) ==2a" Ay -y
ein Skalarprodukt auf dem R™ erklart ist.
b) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis des R? beziiglich des Skalarprodukts
(z,y) =2 As-y.
6.15 (Herbst 2013, Thema 3, Aufgabe 5)

Es seien A € R™" und B € R™" symmetrische Matrizen. Weiter habe A den
Rang n und B sei positiv definit, d.h. fiir jedes z € R™ \ {0} gelte 2" Bx > 0.
Zeigen Sie, dass die Bilinearform f(z,y) = " ABAy ein Skalarprodukt auf R"
ist.



6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

(Herbst 2010, Thema 1, Aufgabe 4)

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und alle Eigenvektoren der Matrix
-7 24
5= (24 7 ) ’

b) Begriinden Sie, dass die Matrix 21—55 die Spiegelung an der von v = (i) im

R? aufgespannten Ursprungsgeraden beschreibt.

(Herbst 2009, Thema 2, Aufgabe 3)

Die Spiegelung an der Geraden 2z — y = 0 in der Ebene ist eine lineare Abbil-
dung f : R? — R2 Berechnen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich der
Standard-Basis (1,0)%, (0,1)" des R2.

(Friihjahr 2010, Thema 3, Aufgabe 2)

Die lineare Hiille W der Vektoren w; = (1,0, —1,1)" und wy = (3,1, —4, 2)" ist ein
Untervektorraum des euklidischen R*. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von
W und bestimmen Sie damit die Matrix der Orthogonalprojektion P : R* — R*
auf den Unterraum W beziiglich der kanonischen Basis des R*.

(Friihjahr 2010, Thema 3, Aufgabe 3)
Zeigen Sie, dass die Matrix
1 8 1 -4
D := 3 4 -4 7
-1 -8 —4

eine Drehung im R3 beschreibt. Bestimmen Sie fiir diese Drehung einen Rich-
tungsvektor der Drehachse und den Cosinus des Drehwinkels.

(Friihjahr 2000, Thema 1, Aufgabe 2)
Es ist
1 1 -8 —4
-4 —4 7

und ¢ : R® — R3, o — Az, die zu A gehorige lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass
¥

a) orthogonal ist,

b) eine Spiegelung an einer Ebene ist.

(Herbst 2014, Thema 3, Aufgabe 3)
Es sei
1 1 -2 =2 -1 0 0
Szg -2 1 =2 und D=0 00
-2 -2 1 0 0 2
a) Zeigen Sie, dass S im R3 eine Spiegelung beschreibt und berechnen Sie die

Spiegelebene.
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A := SDS.



6.22 (Frihjahr 2013, Thema 3, Aufgabe 4)

Gegeben sei der euklidische R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt o.

a) Man zeige, dass es genau zwei orthogonale 3 x 3—Matrizen der Form

1 2 1 513
S=-11 2 S93 S R3X3
3 \2
532 833

mit geeigneten i3, S93, S32, S33 € R gibt, und gebe diese beiden Matrizen
explizit an.

b) Fiir welche der beiden in a) ermittelten Matrizen S € R3*3 beschreibt die
lineare Abbildung /5 : R® — R3, {5(x) = S-z, eine Drehung? (Begriindung!).
Man bestimme die Drehachse sowie den Cosinus des Drehwinkels.

6.23 (Frihjahr 2008, Thema 2, Aufgabe 3)

Der euklidische R? sei mit den Koordinaten z;, x, x5 sowie dem Standardska-
larprodukt versehen.

a) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung
1
s1:R* =R sy(2) =S5 -0 mit S =3 -1 2 2| eR¥

eine Spiegelung an einer Ebene E; C R?® beschreibt, und geben Sie eine
Gleichung fiir die Ebene F; an.

b) Bestimmen Sie eine Matrix S, € R3*? so, dass die lineare Abbildung
sy R = R sy(x) =Sy -,

eine Spiegelung an der Ebene Fj : x1 = x3 ist.

c) Esseid:= syo0s; die Komposition der beiden Ebenenspiegelungen aus a)
und b). Zeigen Sie:

1 2 2 -1
d(x) =S -z mit S:§- -1 2 2| eR¥3,
2 -1 2

Begriinden Sie, dass d eine Drehung ist. Bestimmen Sie die Drehachse sowie
den Cosinus des Drehwinkels von d.

6.24 (Frihjahr 2011, Thema 2, Aufgabe 4)
Es sei 0 : R? — R? die Spiegelung an der Ebene

1
EFE=R-|0]+R-[1
2

im R3. Berechnen Sie die reelle Matrix A mit

o(r)=A-x fiiralle xR



6.25 (Herbst 2009, Thema 3, Aufgabe 4)

Es seien

Zeigen Sie:

a) Es gibt genau eine orthogonale lineare Abbildung ¢ : R® — R? mit
1 0

por) =er:=[0], @) =es:=|1], pvs)=ez:= {0

0 1

b) Die Abbildung ¢ ist eine Drehung.

6.26 (Frihjahr 2007, Thema 1, Aufgabe 3)

Es seien ¢; bzw. ¢, die Drehungen um die z—Achse bzw. die z2—Achse des R? mit

0 1 0 1 1 (1
pr1: 0] ——71|1 und p2: 0] ——711
1 V2 1 0 V2 0

a) Zeigen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung ¢; o 9 eine Drehung ist.

b) Zeigen Sie, dass ¢ o s durch die Matrix

1 _1
2 2

ooy
2 2 V2

1 _1 1
2 2 V2

gegeben wird.

¢) Bestimmen Sie die Drehachse von ¢ 0 sowie den Cosinus des Drehwinkels
.

6.27 (Herbst 2007, Thema 3, Aufgabe 5)

Es seien ¢,, ¢, die Drehungen im mathematisch positiven Sinn um die z— bzw.
z—Achse im R3 mit dem Winkel %’r. Begriinden Sie, dass die Hintereinander-
ausfiithrung ¢, o, wieder eine Drehung ist. Berechnen Sie fiir diese Drehung den
Cosinus des Drehwinkels und die Drehachse.

6.28 (Frihjahr 2009, Thema 1, Aufgabe 5)

Es sei ¢ die Spiegelung im R3 an der durch die Gleichung x4y + 2 = 0 definierten
Ebene und 1 die Spiegelung an der (z, y)-Ebene. Bestimmen Sie die darstellenden
Matrizen von ¢ und von o1 beziiglich der kanonischen Basis von R?. Begriinden
Sie, dass ¢ o 1) eine Drehung ist.



6.29 (Frihjahr 2009, Thema 3, Aufgabe 5)

Es sei g : R® — R? eine lineare Abbildung, welche eine Drehung des euklidi-
4

schen Raumes R3 mit der Drehachse R- | 0 | und einem Drehwinkel von 90°
-3

beschreibt. Bestimmen Sie eine Matrix 7' € R**3 mit g(z) = T -z fiir alle x € R3.

6.30 (Frihjahr 2011, Thema 3, Aufgabe 2)

Geben Sie eine orthogonale Matrix U € R*3 an, welche (beziiglich der kanoni-
schen Basis des R?) eine Drehung um die vom Vektor v = (1,1, —1)* aufgespann-
ten Drehachse mit Drehwinkel ¢ = 7 beschreibt.

6.31 (Frihjahr 2014, Thema 3, Aufgabe 3)

Im euklidischen Raum (R3, o), versehen mit dem Standardskalarprodukt o, be-
1

trachte man eine Drehung d mit der Drehachse R- | —1 | und dem Drehwinkel
1

™

Y =73

a) Man bestimme eine Orthonormalbasis by, by, b3 von (R?,0), so dass
1
2
_ |1 1 3x3
M=|4/3 1 0fcR”

die darstellende Matrix von d beziiglich by, by, b3 ist.

b) Man bestimme die darstellende Matrix von d beziiglich der Standardbasis
e1, €2, e3 von R3.

c) Man entscheide, ob d beziiglich einer Basis ¢y, ¢z, c3 von R3 eine darstellende
Matrix in Diagonalgestalt besitzt, und begriinde die Entscheidung.

6.32 (Frihjahr 2006, Thema 2, Aufgabe 4)

Gegeben seien die Vektoren

1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 1 ) €3 = 0 ERg
0 0 1

Weiter sei f : R? — R? linear mit

fler) =€,  flea) =e3, fles) = er.
a) Zeigen Sie, dass f eine Drehung ist. Bestimmen Sie die Drehachse von f
und den Cosinus des Drehwinkels o von f.

b) Bestimmen Sie das Bild von e; unter der Spiegelung ¢; an der Ebene

1
E1:R€3+R 1
1

¢) Schreiben Sie f als Produkt von zwei Spiegelungen an Ebenen.



6.33 (Frihjahr 2007, Thema 3, Aufgabe 4)
Es sei 0 : R? — R? die Spiegelung an der Ebene
E={(z,y,2) eR* |20 —y—2=0} CR®
und 6 : R* — R3? die Spiegelung an der Geraden
g=R-(0,1,-1)' CR’.
Weiter sei ¢ = 0 0.
a) Zeigen Sie, dass ¢ beziiglich der kanonischen Basis des R3 durch die Matrix

1 1 -2 =2
F = 3 -2 1 =2
-2 =2 1
gegeben wird.
b) Zeigen Sie, dass ¢ die Spiegelung an einer Ebene ist, und geben Sie eine
lineare Gleichung fiir die Spiegelungsebene von ¢ an.
6.34 (Frihjahr 2014, Thema 1, Aufgabe 4)
Betrachten Sie die Ebene

x
E = y| €R¥| —x—y+22=03 CR®
z
a) Geben Sie eine Parameterform von F an.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix T' € O(3), so dass

x
TYE)= y| eR*|2z=0
z
gilt.
6.35 (Herbst 2013, Thema 1, Aufgabe 2)
2 0
Es seien vy = [ 2 | und v3 = | 1 | Vektoren im R? versehen mit dem Standard-
1 1

skalarprodukt.

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von den Vektoren vy, vy aufge-
spannten Untervektorraums U.

b) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung

3 7

1
'l}li—)S 0 , UQ'—>5 0
—4 —1

zu einer orthogonalen Abbildung von R?® — R? fortgesetzt werden kann.
Bestimmen Sie alle solchen Fortsetzungen.



6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

(Herbst 2008, Thema 1, Aufgabe 3)
Es sei v1, va, v3 € R3 eine Orthonormalbasis. Zeigen Sie, dass es genau eine
Drehung ¢ : R? — R3 gibt mit

o(v1) = vy und o(vy) = vs.

Bestimmen Sie den Cosinus des Drehwinkels von ¢.

(Frihjahr 2012, Thema 3, Aufgabe 2)
Sei E C R? eine Ebene durch den Nullpunkt und (vy,vs) eine Basis von E mit
lv1]] = ||va||- Der Vektor vg € R3\ {0} stehe senkrecht auf E. Zeigen Sie:

a) Die Vektoren vy 4+ vo und v; — v, stehen aufeinander senkrecht.
b) Es gibt eine Drehung § : R?* — R? mit §(v;) = vo, 6(v2) = vy, 6(v3) = —v3.

(Friihjahr 2009, Thema 2, Aufgabe 3)

a) Bestimmen Sie die GréBe der moglichen Drehwinkel einer Drehung des R?,
die beziiglich der kanonischen Basis eine symmetrische Abbildungsmatrix D
besitzt.

b) Bestimmen Sie die Matrix beziiglich der kanonischen Basis fiir die Abbildung
des R3, die sich ergibt, wenn man zuerst eine Drehung um die z—Achse
mit dem Drehwinkel 7 ausfithrt und dann an der Ebene x = y spiegelt.
Bestimmen Sie die Matrix fiir die Abbildung, die sich ergibt, wenn man
zuerst spiegelt und dann dreht.

(Herbst 2009, Thema 1, Aufgabe 3)

Es sei W ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt ¢. Fiir U ¢ W

definiert man

Ut ={weW:p(uw) =0 fir alleu € U}.
Zeigen Sie, dass fiir alle Untervektorraume U, V C W gilt:

a) (U+V) =vutnvt
b) (UNV) >UL+ VL
(Frihjahr 2015, Thema 3, Aufgabe 1)

Es sei V' ein endlichdimensionaler R—Vektorraum mit einem euklidischen Skalar-
produkt ¢ : V x V — R. Wenn U C V ein Untervektorraum ist, so definiert
man

Ut ={veV|YueclU ¢(u,v)=0}.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir beliebige Untervektorraume U, W von V:

U+ ist ein Untervektorraum von V.

a)

b) dim(Ut) = dim(V) — dim(U).
c) (UHt=U.

d) U+W)t=vutnw



