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2.1 (Frihjahr 2009, Thema 3, Aufgabe 3)
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix

4 -2 1
A=|-2 7 =2]| eR*®3,
-1 2 2

a) Zeigen Sie, dass A = 3 ein Eigenwert von A ist, und bestimmen Sie den
zugehorigen Eigenraum.
—1
b) Zeigen Sie, dassx = | 2 | € R3 ein Eigenvektor von A ist, und bestimmen
1
Sie den zugehorigen Eigenwert.

c) Zeigen Sie, dass A reell diagonalisierbar ist, und geben Sie eine invertierbare
Matrix P = GL3(R) sowie eine Diagonalmatrix D € R**3 mit P~'-A-P = D
an.

2.2 (Herbst 2004, Thema 1, Aufgabe 2)
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix

1 0

M=10 2

-1 0

w O =

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von M.

b) Entscheiden Sie, ob M &hnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

2.3 (Herbst 2005, Thema 2, Aufgabe 1)

Gegeben sei die reelle Matrix

M =

_ o =
— = O
e )

Bestimmen Sie eine reelle Diagonalmatrix D und eine invertierbare reelle Matrix
T derart, dass
D=T"MT.



2.4 (Frihjahr 2010, Thema 1, Aufgabe 2)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

2 4 5
M=(0 1 1
-2 -4 =5

b) Ist die Matrix M diagonalisierbar?

2.5 (Frihjahr 2012, Thema 2, Aufgabe 4)

Sei
4 -3 -3
A=11 1 -1
2 -3 -1

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

b) Priifen Sie, ob A iiber R diagonalisierbar ist.

2.6 (Frihjahr 2013, Thema 1, Aufgabe 3)

Zeigen Sie, dass die Matrix

-4 2 1
A=|(-18 8 3
6 -2 1

reell diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine Basis des Vektorraums R? be-
stehend aus Eigenvektoren von A.

2.7 (Herbst 2015, Thema 1, Aufgabe 2)

Sei
-4 0 =3
A=|[6 -1 6 | eR¥™.
6 0 5
a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.
b) Bestimmen Sie die Eigenrdume von A.
c) Untersuchen Sie, ob A diagonalisierbar ist.
d) Sei nun
2 0 1
B=|2 1 2
-2 0 -1

Entscheiden Sie, ob es eine Basis v1, v2, v3 von R? gibt, beziiglich der sowohl
A als auch B Diagonalform haben. Begriinden Sie Thre Antwort.



2.8 (Herbst 2015, Thema 2, Aufgabe 3)
Gegeben sei die Matrix

2 2 1 3
N R 1 I
M=1_2 4 5 ¢|SF"

2 -4 =2 =3
a) Man bestétige: det(M) = —108.

b) Man zeige, dass A = 3 ein Eigenwert der Matrix M mit einem Eigenraum
der Dimension 3 ist.

c) Man folgere aus a) und b), dass M einen weiteren Eigenwert p # A besitzt,
und entscheide mit Begriindung, ob M diagonalisierbar ist.

2.9 (Frihjahr 2014, Thema 1, Aufgabe 3)
Betrachten Sie die Matrix

000 —4
1 00 O
A= 010 5
001 0

Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A, zeigen Sie, dass A diagona-
lisierbar iiber R ist und bestimmen Sie eine Basis aus Eigenvektoren.

2.10 (Frihjahr 2005, Thema 1, Aufgabe 5)

a) Berechnen Sie die Eigenrdume der Matrix
0 0
A=

— = = N
N R = O

11
01
0 0

Ist A diagonalisierbar?
b) Ist A invertierbar?
c) Bestimmen Sie eine Basis des R*, welche moglichst viele Eigenvektoren von
A enthalt.
2.11 (Herbst 2005, Thema 1, Aufgabe 2)

Gegeben sei die reelle Matrix

0 0 0 1
-1 2 -1 1
A= -1 1 0 1
3 0 -4 =2

a) Zeigen Sie, dass die Zahlen 1 und —1 Eigenwerte der Matrix A sind und
bestimmen Sie die geometrischen Vielfachheiten dieser Eigenwerte.

b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

c) Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.



2.12 (Herbst 2011, Thema 2, Aufgabe 5)

2 -1 2
Die Vektoren v; = | 1 |,vo= | 2 | und v3 = | 1| sind Eigenvektoren einer
-1 0 5

Matrix A € R¥3 zu den Eigenwerten \; = 0, Ay = 1 und \3 = —1. Berechnen
Sie eine mogliche Matrix A!

2.13 (Herbst 2012, Thema 1, Aufgabe 2)

Es sei V' der Vektorraum der reellen 3 x 3 Matrizen. Gegeben sei die Matrix

A:

_ o O
OO =
O = O

a) Berechnen Sie A2012,

b) Zeigen Sie, dass die Matrizen A und A — A? jeweils nur einen reellen Eigen-
wert haben und zeigen Sie ferner, dass die dazugehorenden Eigenvektoren
iibereinstimmen.

c) Essei U der von den Matrizen A, A? und A% aufgespannte Unterraum von
V. Finden Sie ein € R?, welches Eigenvektor zu jedem B € U ist.

2.14 (Herbst 2007, Thema 2, Aufgabe 3)

Gegeben sei die symmetrische Matrix

1
M:=12
0

N O N
_— N O

Bestimmen Sie eine Basis des R3, die aus Eigenvektoren von M besteht.
2.15 (Herbst 2002, Thema 2, Aufgabe 2)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

A:

N = O
O N =
= O N

b) Zeigen Sie, dass die Matrix den Eigenwert 3 besitzt.

c) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und alle Eigenvektoren der Matrix A.

2.16 (Herbst 2008, Thema 3, Aufgabe 4)
Betrachtet werde die Matrix

0 -1 —2
A=-1 0 =2
—2 -2 -3

Geben Sie eine orthogonale 3 x 3-Matrix S an derart, dass S*AS Diagonalform
besitzt.



2.17 (Frihjahr 2010, Thema 2, Aufgabe 2)
Gegeben sei die reelle 3 x 3—-Matrix

110
S=[1 0 1] e R®>3.
01 1

a) Berechnen Sie die Eigenwerte dieser Matrix.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € O3(R) und eine Diagonalmatrix
D € R¥® mit P'SP = D an.

2.18 (Frihjahr 2010, Thema 3, Aufgabe 4)
Gegeben sei die Matrix

5 -2 —4
S=-2 8 =2
—4 -2 5
Zeigen Sie, dass v; = (2,1,2)" ein Eigenvektor von S ist. Bestimmen Sie al-

le Eigenwerte von S und eine orthogonale Matrix T' so, dass die Matrix T*ST
Diagonalform besitzt.

2.19 (Frihjahr 2011, Thema 1, Aufgabe 4)

Bestimmen Sie zur Matrix

2 11
A=11 2 1
11 2
eine Drehmatrix R und eine Diagonalmatrix D so, dass
D=R"-A-R.
2.20 (Herbst 2011, Thema 3, Aufgabe 5)
Sei A die Matrix
-1 1 1 1
1 -1 1 1
A=11 1 -1
1 1 1 -1

a) Zeigen Sie, dass A nur die Eigenwerte £2 besitzt.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix M, die die Matrix A diagonalisiert.
2.21 (Frihjahr 2009, Thema 1, Aufgabe 3)

a) Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf reelle Diagonalisierbarkeit und
begriinden Sie das Ergebnis:

123 111 12 3
A=(2 0 2|, B=l0o2 1|, oCc=[01 2
321 00 3 001

b) Beweisen oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel die folgende Aussage
iiber reelle 2 x 2-Matrizen:
Sind die Matrizen A und B reell diagonalisierbar, dann ist auch ihr Produkt
A - B reell diagonalisierbar.



2.22 (Frihjahr 2004, Thema 3, Aufgabe 2)

Entscheiden Sie (mit Begriindung), welche der folgenden vier Matrizen reell dia-
gonalisierbar sind:

124 7 11 11111
035 8 12 01 111
My=|0o06 9 13, M:=|00111],
000 10 14 00011
000 0 15 00001
12000 01 0 0 0
03000 10 0 0 0
My=|oo0o11 1|, My:=|0 00 11
00111 0 0 -1 0 1
00111 0 0 —1 —1 0

2.23 (Frihjahr 2007, Thema 2, Aufgabe 2)

In Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢ € R sei die Matrix

0 -1 0
A, = t t+1 0 | eR>3
t+1 t+1 —1

gegeben.
a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom x; von A; gegeben ist durch
xe(A)=—A+DH(A=t)(A—1).

b) Untersuchen Sie A; in Abhéngigkeit von ¢ € R auf Diagonalisierbarkeit.

c) Nun sei t = 0. Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix P € GL3(R) und
eine Diagonalmatrix D € R3*3 mit P~1AyP = D.

2.24 (Friihjahr 2014, Thema 2, Aufgabe 3)

Sei s € R ein Parameter und sei A, die von s abhéngige Matrix

1 0 1
A;=1[s* s —s
1 0 1

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte A, in Abhéngigkeit von s.

b) Fiir welche s € R ist A, diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort.
2.25 (Frihjahr 2013, Thema 2, Aufgabe 4)

Sei A die reelle, von einem Parameter ¢ € R abhingige Matrix

0 ¢ —-1-c
A=1-1 0 0
0 1 0

a) Fiir welche Werte von ¢ € R sind alle Eigenwerte von A reell?

b) Fiir welche Werte von ¢ € R ist A iiber R diagonalisierbar?



2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

(Herbst 2010, Thema 3, Aufgabe 3)
Untersuchen Sie die reelle 3 x 3-Matrix

0t t—2
Ct: 1 0 -1
00 2

in Abhéngigkeit vom Parameter t € R auf reelle Diagonalisierbarkeit.

(Herbst 2002, Thema 1, Aufgabe 1)

Gegeben sei die reelle Matrix A = , wobei a € R.

—_ o O
o NN O
o o Q

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und die reellen Eigenwerte von
A.

b) Untersuchen Sie, fiir welche Zahlen o die Matrix A zu einer reellen Diago-
nalmatrix dhnlich ist.

(Frihjahr 2015, Thema 3, Aufgabe 3)
110

Sei Ay, = |0 A 0], mit reellen Parametern A, p. Bestimmen Sie mit ge-
0 0 p

eigneten Fallunterscheidungen alle Eigenwerte und —réume von A, ,. Fiir welche
Parameterwerte ist A, , diagonalisierbar? Bestimmen Sie in diesen Fillen eine
invertierbare Matrix S = S ,, fiir welche S~ A, ,S Diagonalgestalt hat.

(Herbst 2005, Thema 3, Aufgabe 1)
Geben Sie eine diagonalisierbare reelle 3 x 3-Matrix S so an, dal S? =Y mit
1 1 1
Y=10 -1 -2
0 1 2

(Friihjahr 2009, Thema 2, Aufgabe 4)
Gegeben sei die Matrix
9 2
A= (2 6) .

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren fiir A.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale 2 x 2-Matrix 7" und eine Diagonalmatrix
D so, dass
T-'.A.-T=D.

c) Folgern Sie aus b), dass fiir alle n € N gilt
A*=T-D"- T
d) Zeigen Sie mit c)

Iy (2n+2 +1 27 -2

gn+l _ o 2n+4> fiir alle n e N.



2.31

2.32

2.33

2.34

2.35

(Frihjahr 2012, Thema 1, Aufgabe 5)
Zeigen Sie:

a) Fir Matrizen A € M(n x n,R) und S € GL,(R) gilt
SA2S~H = (SAS™Y)?.
b) Ist B € M(n x n,R) diagonalisierbar und hat B nur nicht-negative Eigen-
werte, so existiert eine Matrix A € M(n x n,R) mit A% = B.

Bestimmen Sie

c) eine Matrix A € M (2 x 2,R), so dass

10 —6

2 _

A = <9 - 5) .

(Herbst 2008, Thema 2, Aufgabe 3)

Es sei B eine reelle n x n—Matrix mit B? = I,,, wobei I,, die n x n—Einheitsmatrix

bezeichnet. Zeigen Sie:

a) Fiir jeden Eigenwert A von B gilt A =1 oder A = —1.

b) Ist 1 der einzige Eigenwert von B, so gilt B = I,,. (Hinweis: Betrachten Sie
fiir einen Spaltenvektor x € R"™ das Produkt von B mit dem Vektor z — Bz.)

(Friihjahr 2012, Thema 3, Aufgabe 5)

Sei A eine invertierbare reelle n x n—Matrix mit A~! = A. Die n x n-Einheits-

matrix wird mit F, bezeichnet. Zeigen Sie:

a) Ist A ein Eigenwert von A, so ist A =1 oder A = —1.
b) (A+E,) -(A—-E,)=0.
c) Ist 1 kein Eigenwert von A, so ist A = —F,,. Ist —1 kein Eigenwert von A,
soist A= FE,.
(Frihjahr 2013, Thema 2, Aufgabe 5)
Sei A eine reelle n x n—Matrix mit A% + 24 = 0.

a) Bestimmen Sie alle solchen Matrizen, welche invertierbar sind.

b) Sei A wie oben, aber moglicherweise nicht invertierbar. Zeigen Sie: Fiir jeden
Vektor v € R" sind Av und v + %Av entweder Null oder Eigenvektoren von
A.

c) Zeigen Sie: A ist iiber R diagonalisierbar.

(Herbst 2011, Thema 1, Aufgabe 3)
Fiir n € N mit n > 2 werde eine reelle n x n—Matrix B betrachtet; es bezeichne
BT die zu B transponierte Matrix. Man beweise oder widerlege:

a) Ist I € R ein Eigenwert von B, so auch von B'.

b) Ist z € R™ ein Eigenvektor von B, so auch von B'.

c¢) Ist B diagonalisierbar, so auch BT.



2.36 (Frihjahr 2006, Thema 1, Aufgabe 1)

Es sei A eine reelle 2 x 2-Matrix mit den (nicht notwendig reellen) Eigenwerten
A1 und X, Bekanntlich heifit A reell diagonalisierbar, wenn A &hnlich zu einer
reellen Diagonalmatrix D ist, d.h., wenn es eine invertierbare reelle 2 x 2-Matrix
T gibt mit A = T-'DT. Welche der folgenden Aussagen a), ..., d) sind richtig,
bzw. falsch? Geben Sie jeweils einen Beweis, bzw. ein Gegenbeispiel an!

a)

A1 und Ag sind reell mit A\; # Ay = A ist reell diagonalisierbar;

b) det(A) <0 = A ist reell diagonalisierbar;
c) A ist nicht reell diagonalisierbar = A\; und Ay sind nicht reell;

)

A? ist reell diagonalisierbar = A ist reell diagonalisierbar.

2.37 (Herbst 2006, Thema 2, Aufgabe 2)

Es sei n > 2 und A eine reelle n x n—Matrix. Zeigen Sie:

A ist genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

Ist A € R ein Eigenwert von A, so ist A? ein Eigenwert von A2, Ist zudem A
invertierbar, so ist A™! ein Eigenwert von A~!.

Ist A reell diagonalisierbar, so gilt dies auch fiir A?.

Ist A? reell diagonalisierbar, so braucht dies fiir A nicht zu gelten. Hinweis:
Betrachten Sie etwa spezielle Matrizen der Form

A:<O 3) mit a # 0.

—a

2.38 (Herbst 2009, Thema 1, Aufgabe 1)

Es sei b € R" und A eine reelle n x n-Matrix. Die affine Abbildung f : R" — R”
sei definiert durch

flz)=A-z+b, x € R™.

Zeigen Sie:

a)

b)

Die Menge der Fixpunkte von f
Fix(f) ={z e R": f(z) =z}
ist ein affiner Unterraum von R"™ oder sie ist leer.

Wenn 1 kein Eigenwert von A ist, dann hat f genau einen Fixpunkt.

2.39 (Herbst 2015, Thema 3, Aufgabe 1)

Es seienn € N, n > 1, A € R™" eine reelle n x n—Matrix und F,, die Einheits-
matrix im R™*",

2)
b)

Geben Sie die Definition eines Eigenwerts der Matrix A an.

Zeigen Sie: Ist A Eigenwert von A, so ist \*> — 5 Eigenwert der Matrix
A3 —5E,.

Zeigen Sie: Ist A Eigenwert von A und gilt A2 —2A+ E,, = 0, so folgt A\ = 1.

Zeigen Sie: Ist \ Eigenwert von A, so ist A auch Eigenwert der transponierten
Matrix AT.



