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Klausurenkurs zum Staatsexamen (SS 2020):
Lineare Algebra und analytische Geometrie 1

1.1 (Herbst 2005, Thema 1, Aufgabe 1)

Bestimmen Sie alle reellen Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:
+ 6 T3

+ 7113’3
+ 9]73

21’1 + 41’2
2x1 + b
3x1 + 69

1.2 (Herbst 2007, Thema 2, Aufgabe 1)

Losen Sie das reelle lineare Gleichungssystem

333'1 — 2.1'2
—r1 + 2I2
21’1 — )

I — T2

+

1.3 (Herbst 2010, Thema 1, Aufgabe 1)

Losen Sie das lineare Gleichungssystem

T + 239
T2

221 + 4xo
T -+ )

_|_

1.4 (Frihjahr 2010, Thema 1, Aufgabe 1)
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a) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem

221 + 99
T, + 4
T2
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91’4 = 20
12 Ty = 27
14z, = 31
4£C4 = 5}
41‘4 = -3
2ZE4 = 3
2ZE4 = 2

=1

3.274 =0

Ty = 3
3$4 =1
12 T4 + X5
5.%'4
2x4 + x5
6xry, — x5

Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

b)
221 + 929
r1 + 4xo
T2
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Zeigen Sie, dass der Vektor (z1, xs, x3, x4, x5) = (—12,3,0,0,0

= O O o O

W w o w

eine spezielle

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems aus b).



1.5 (Frihjahr 2007, Thema 3, Aufgabe 1)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von A € R die Losungen des folgenden linearen

Gleichungssystems
T + X2 + Azy = 2
Ty — )\{Eg + )\1’4 =0
—I1 + )\1'3 =0
T2 + )\2 Ty = 1

1.6 (Frihjahr 2009, Thema 3, Aufgabe 1)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter s € R die Losungsmenge L des
linearen Gleichungssystems

T, — o + sry + Ty = 1

Ty — 2x3 + Ty = 0
Ty — 2x9 + sty — 2sx4 = -—1
T + 2(s—1)xzs + 3x4 = 2

1.7 (Frihjahr 2005, Thema 3, Aufgabe 1)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Ty + T9 + Ssx3 = 2
r1 + sz + w3 = —1
sr1 + Ty + w3 = —1

a) Berechnen Sie in Abhéngigkeit von s alle reellen Losungen.

b) Bestimmen Sie fiir jedes s € R die Dimension des Losungsraumes des zu-
gehorigen homogenen Systems.

1.8 (Herbst 2008, Thema 1, Aufgabe 1)

Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem

1 + A+ + 2 z3 + 2Mzy = 2
1 + Axy + Axz3 + Axy = 1
1 + Azy 4+ 2Ax3 4+ 2 1y = 2
r, + )\CL’Q + /\ZL’3 + 2\ Ty = 1

je nach Wahl von A € R entweder unlésbar oder eindeutig losbar ist. Bestimmen
Sie im zweiten Fall die Losung.

1.9 (Herbst 2006, Thema 3, Aufgabe 1)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a, b € R alle Losungen (x1, 22, x3, x4)t € R*
des linearen Gleichungssystems

Ty + 21‘3 — Ty = —2
221 + w9 + Tux3 = -3
—3r1 + 225 + ary = 8
ry + 2$2 + 8$3 + 3(E4 = b



1.10 (Herbst 2008, Thema 3, Aufgabe 1)
Fiir welche Wahl von «, 5 € R besitzt das lineare Gleichungssystem

25(]1 + T = 0
r1 + 29 + 13 = 0
To + 2x3 + e = 0

r3 + axy = B

a) genau eine Losung,
b) keine Losung,

c) mehrere Losungen?
Geben Sie im Fall ¢) alle Losungen an.

1.11 (Herbst 2012, Thema 3, Aufgabe 5)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (G,) iiber R:
—r+3z = 3
—2r—-ty+z = 2
r+2y+tz = 1,
wobei ¢ € R eine feste reelle Zahl ist.
a) Fir welche t € R ist (G;) eindeutig 16sbar?
b) Fiir welche ¢ € R hat (G;) keine Losung?
c) Fir welche ¢t € R hat (G;) mehrere Losungen?
d) Geben Sie in den Féllen der Losbarkeit die Losungsmenge von (Gy) an.

1.12 (Frihjahr 2014, Thema 3, Aufgabe 1)

Gegeben seien die Matrix

1 1 0 1 2 (1)
A= ?) ; _12 (1) ? e R sowie z,=| 3 | € R,
-1 2 -3 20 _21

a) Man bestimme den Rang der Matrix A sowie die Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems A - z = 0.

b) Man bestimme b € R?*, so dass z;, eine Losung von A - x = b ist, und gebe
die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems an.

1.13 (Friihjahr 2008, Thema 3, Aufgabe 1)

a) Losen Sie fiir # € R* das lineare Gleichungssystem A -z = 0 mit der Koeffi-

zientenmatrix
-1 5 4 -6
2 -3 -1 5
A= 3 1 4 2
4 -2 2 6

b) Ist das lineare Gleichungssystem A -z = b lésbar fiir jeden Vektor b € R*?



1.14

1.15

1.16

1.17

(Frihjahr 2012, Thema 3, Aufgabe 1)

23 4 5 9 10 1

. 12 3 4 5 6 T2
Sei A = 11 1 1 4| b= 4 und x = | x3
10 -1 -2 3 2 T4

Ts

a) Bestimmen Sie eine Basis B des Losungsraums des homogenen linearen Glei-
chungssystems A -z = 0.

b) Geben Sie die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems A -z = b
an.

¢) Erginzen Sie B zu einer Basis des Vektorraums R®.

(Herbst 2003, Thema 3, Aufgabe 1)
Gegeben sei die reelle 4 x 4-Matrix

1 4 10
-1 -2 0 0
A= 1 4 2 2
-1 -2 1 2

a) Bestimmen Sie einen Vektor b € R* derart, dass das lineare Gleichungssy-
stem A-x =0, x¢€R* keine Losung besitzt.

b) Gibt es einen Vektor b € R* derart, dass das lineare Gleichungssystem aus
a) genau eine Losung besitzt? (Begriindung!)

¢) Losen Sie das lineare Gleichungssystem aus a) fiir b = (1,1,1,1)"

(Friihjahr 2010, Thema 3, Aufgabe 1)

Betrachtet werde das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1 11 1
A=|—-a 1 2], a€eR, und b= 12
-2 2 a 3

Fiir welche Werte von a gibt es keine, bzw. genau eine, bzw. unendlich viele
Losungen? Geben Sie in den letzten beiden Féllen jeweils die Lésungsmenge an.

(Herbst 2007, Thema 3, Aufgabe 1)

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem A -z = b mit

1 2 3 1
A=12 t 7 , b:=13
3 t+2 t+4 4

mit dem reellen Parameter ¢. Bestimmen Sie alle t € R, fiir die das Gleichungs-
system

eindeutig 16sbar, mehrdeutig 16sbar,  bzw. nicht 16sbar

ist und leiten Sie im Falle der mehrdeutigen Losbarkeit eine Parameterdarstellung
der Losungsmenge her.



1.18 (Herbst 2006, Thema 2, Aufgabe 1)

In Abhéngigkeit von zwei Parametern «, f € R werde das lineare Gleichungs-

system
A-x=b, x= (:cl,a:Q,xg,:c4)t e R,

betrachtet mit

1 2 0 « 1
A=126 =2 0], b=| o
36 a o 3+

a) Untersuchen Sie wann dieses Gleichungssystem losbar ist und bestimmen
Sie in diesem Fall die Dimension d des Losungsraumes.

b) Ermitteln Sie in den beiden Féllen « = f = 0 und o = 5 = 1 jeweils explizit
alle reellen Losungen dieses linearen Gleichungssystems.

1.19 (Herbst 2011, Thema 3, Aufgabe 4)

a) Bestimmen Sie alle ¢t € R, fiir welche die Matrix

invertierbar ist.

b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von t € R alle Losungen des linearen Glei-

chungssystems

T 1

A-lyl =12

z 1

1.20 (Herbst 2013, Thema 3, Aufgabe 1)
Es sei

a 0 0 1—a 3
110 0 o !
A, = 11 -1 0 , Ba=A,A, und b= 9
11 -1 -1 —4

a) Fiir welche a € R hat die Gleichung B, z = b eine eindeutige Losung?

b) Nun sei @ = 1. Bestimmen Sie die Losung der Gleichung By x = b.

1.21 (Herbst 2011, Thema 2, Aufgabe 4)

Gegeben sind die Gleichungen der drei Ebenen
Eliﬁ—iy—Qz—l-l:O
E2:2x—gy—5z—/\:()
Es 4z + Ay — 62z — pu = 0

x

mit | y | € R3. Fiir welche )\, u € R gibt es keinen gemeinsamen Punkt der drei

z
Ebenen? Fiir welche A, i schneiden sich die drei Ebenen in einer Schnittgeraden?

Geben Sie diese Schnittgerade an.



1.22 (Herbst 2007, Thema 1, Aufgabe 3)

In Abhiingigkeit von den Parametern a, b € R sei L C R* die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems

Ty + (2-[))1’2 — 2ZE3 = 1-9b
Ty — 223 4+ T4 = a-—1
21, — 2bxy + 13 — x4 = 3—a—2b

a) Zeigen Sie: L ist die Gerade
{(1,1,1,a)" + X (b,1,1,1)" : X e R}.
b) Nun sei H C R?* die Hyperebene mit der Gleichung
T1+ To + a3+ 14 = 0.
Fiir welche Wahl der Parameter a und b ist
(1) L C H; (7¢) LN H ein Punkt; (zit) LN H leer?
1.23 (Herbst 2012, Thema 2, Aufgabe 1)
Sei n € N, n # 0. Es bezeichne U := {(z1,...,2,) € R" | > | x; = 0}.
a) Bestimmen Sie dimg(U) (also die Dimension von U als R—Vektorraum).
b) Sei U’ in R™ die Losungsmenge einer (weiteren) homogenen Gleichung
ax1+...+ax, =0
(die Koeffizienten ay, ..., a, sind aus R; z1,...,x, sind Unbestimmte). Be-
stimmen Sie dimg(U N U’) in Abhéngigkeit der Koeffizienten ay, ..., a,.
1.24 (Friihjahr 2015, Thema 1, Aufgabe 1)

Sei n € N, n > 2. Bestimmen Sie die Losungsmenge L C R" des folgenden
Systems von n linearen Gleichungen:

k n
ij - Z zj=1 k=12,...,n—1 (gibt n — 1 Gleichungen)
j=1 j=k+1

il’j =1.
j=1

1.25 (Herbst 2014, Thema 3, Aufgabe 1)
Zu A € R**? und b € R? sei L4, die Losungsmenge der Gleichung Az = b.

a) Beweisen oder widerlegen Sie:

i) Fiir alle A € R**? gibt es ein b € R?, so dass L4, genau aus einem
Punkt besteht.

ii) Fiir alle b € R? gibt es ein A € R?*?| so dass L4, genau aus einem
Punkt besteht.

iii) Ist L4 ein Untervektorraum, so ist b = 0.

b) Bestimmen Sie eine Matrix A € R?*? so dass fiir b = <_11) gilt:

- (1) o2 (1),



