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Dr. Erwin Schorner

Klausurenkurs zum Staatsexamen (SS 2020):
Differential- und Integralrechnung 1

(Friihjahr 2002, Thema 3, Aufgabe 2)

Formulieren Sie das Prinzip der vollstandigen Induktion und beweisen Sie damit
die folgende Aussage: Fiir alle n € N, n > 1, gilt

i(_l)k—i—l /{52 — (_1)n+1 n(n + 1>‘

2
k=1

(Herbst 2005, Thema 3, Aufgabe 1)
Beweisen Sie mittels vollstiandiger Induktion die Gleichheit fiir alle n € N, n > 2

(2L (e2)

P k(k+1) 3 n

(Herbst 2006, Thema 3, Aufgabe 1)

Gegeben sei die durch

(sin(n))? — 3 cos(n)
Jn )

definierte Folge (a,)n>1, und eine reelle Zahl € > 0. Bestimmen Sie eine reelle
Zahl a und eine natiirliche Zahl N = N(¢), so dass

ap = n>1

la, —al <e fir alle n> N
gilt.
(Friithjahr 2015, Thema 3, Aufgabe 1)

Es sei r > 0 eine fest gewéhlte reelle Zahl. Man zeige, dass die Folge (a,)neny mit

_rn
C1+ryn

einen Grenzwert a € R besitzt und bestimme fiir jedes € > 0 ein ny € N mit

an, fur alle n e N

la, —al <e fir alle  n > no.
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(Herbst 2012, Thema 2, Aufgabe 1)
Beweisen Sie, dass die Folge (ay,),>1 mit
@+ 1) (n+1)"

" (Bn41)nntt

konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert der Folge.

(Herbst 2006, Thema 1, Teilaufgabe 1a)
Gegeben seien die Folgen (a,)nen mit
, 14+24...4+n . "L (=2)F 1—cost
(1) an = n2 ) (11) Qp = Z 7k y (111) a, = — 1
k=0 n

Zeigen Sie, dass diese Folgen konvergieren und berechnen Sie ihre Grenzwerte.

(Friihjahr 2014, Thema 3, Aufgabe 2)
Es sei (fn)nen die durch f; = fo =1 und

rekursiv definierte Fibonacci—Folge.

4 (3\"

i
an = —-—
k=1

= e

a) Beweisen Sie fiir alle n € N:

b) Zeigen Sie, dass die durch

fiir n € N definierte Folge gegen 0 konvergiert.
c) Zeigen Sie, dass die Reihe

=1
25

konvergiert.
(Herbst 2009, Thema 3, Teilaufgabe 1a)
Untersuchen Sie fiir x € R\ {—1} die durch a,, := ﬁi: gegebene Folge (ay,)nen

auf Konvergenz und ermitteln Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

(Herbst 2009, Thema 3, Teilaufgabe 1c)

Untersuchen Sie die durch z; := 1 und 2,41 = % (3 + 1) rekursiv definierte Folge
(n)nen auf Konvergenz.

(Friihjahr 2015, Thema 1, Aufgabe 1)

Zeigen Sie, dass die rekursiv gegebene Folge

Qp,
an+1=7+1, ap =1

konvergiert.



1.11 (Frihjahr 2007, Thema 3, Aufgabe 1)
Die Folge (ay,),,cy ist rekursiv definiert durch
ag =1 und Gpy1 =V1+a, firalleneN.
Zeigen Sie:

a) a, < apy <2 firallen €N,

b) (an),cyn konvergiert,
i -1
c) T}Lrgoan =1 (1+V5).
1.12 (Herbst 2007, Thema 1, Aufgabe 1)
Gegeben sei die Folge (a,)neny mit

a; = 1, Ant1 = V 12 + A, n Z 1.

a) Zeigen Sie, dass (a,) monoton wachsend und beschrinkt ist.

b) Bestimmen Sie den Grenzwert von (ay,).

1.13 (Herbst 2007, Thema 2, Aufgabe 1)
Gegeben sei die durch

firalle ne N

a; =5 und a,;1 =3+
7T —a,

rekursiv definierte Folge (a,)nen-
a) Man zeige 3 < a,, <5 fiir alle n € N.

b) Man beweise, dass die Folge (a,),en konvergiert.

¢) Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,)nen.

1.14 (Frihjahr 2009, Thema 2, Aufgabe 1)
Gegeben sei die durch

7
a1:§ und a, =5—+11—2a, firalle neN

rekursiv definierte Folge (a,)nen.

a) Man zeige 1 < a, <5 fiir alle n € N.
b) Man beweise, dass die Folge (a,)nen konvergiert.

c) Man bestimme den Grenzwert der Folge (ay,)nen-

1.15 (Herbst 2008, Thema 1, Aufgabe 2)

Man zeige, dass die durch

1 zy + 5 > 1
Ty = Tpal =Ty — — +—=, n>1,
! ’ 1 10 ' 100

definierte Folge konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.



1.16 (Frihjahr 2009, Thema 1, Aufgabe 1)
Die Folge (x,),,cy sei rekursiv definiert durch

-1
Tpip =€, z1 = 0.

a) Zeigen Sie, dass die Folge monoton wachsend und durch 1 nach oben be-
schrankt ist.

b) Zeigen Sie, dass die Folge gegen 1 konvergiert.
1.17 (Frihjahr 2008, Thema 2, Aufgabe 1)

Die Folge (a,,)nen sei rekursiv definiert durch

az +4
2a,

ap = 3, Apa1 =

a) Zeigen Sie: a, > 2 fiir alle n.
b) Zeigen Sie: Die Folge a,, fillt monoton.

c) Berechnen Sie den Grenzwert a der Folge a,,.

1.18 (Friihjahr 2005, Thema 1, Aufgabe 1)
Gegeben sei die durch

1+a2
2+a,’

ay = 1, Api1 =

definierte Folge.

a) Zeigen Sie, daf a, > % fiir alle n > 1 gilt.

b) Untersuchen Sie die Folge (a,) auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert.

1.19 (Frihjahr 2009, Thema 3, Aufgabe 1)
Die Folge (an), >, sei definiert durch

1 3
an+1:Zai+Z, mit ap € [1,3]
a) Beweisen Sie, dass die Folge (a,),,, fiir alle ag € [1, 3] monoton fallend ist.

b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,),-, in Abhéngigkeit von ao,
falls der Grenzwert existiert. N

1.20 (Frihjahr 2006, Thema 2, Aufgabe 2)
Man zeige, dass fiir jeden Startwert xy € [0; 3] die durch die Rekursion

1
Tpt1 = 5 ($i + 6) (n € NO =NU {0})

definierte Folge konvergiert und bestimme jeweils den Grenzwert.



1.21

1.22

1.23

1.24

(Frihjahr 2014, Thema 2, Aufgabe 1)
Fiir einen beliebigen Startwert ag € R betrachte man die durch
Gpi1 = ai —a,+1 fir alle n € Ny

rekursiv definierte Folge (ay)nen,. Man zeige:

a) Fir alle Startwerte ag € R ist die Folge (ay,)nen, monoton wachsend.

b) Fiir alle Startwerte ag € [0, 1] konvergiert die Folge (a,)nen, gegen den
Grenzwert 1.

c) Fir alle Startwerte ag ¢ [0, 1] ist die Folge (a,)nen, bestimmt divergent
gegen +00.
(Herbst 2009, Thema 2, Aufgabe 1)
Die reelle Zahlenfolge (xy)ren sei rekursiv definiert durch
x> 1, Ty = f(xy) fir alle k € N,

wobei f(z) := 1 (4o + ) fiir > 0. Zeigen Sie:

a) f(z)>1 fir alle x > 0.

b) xpy1 —x, <0 fiir alle k € N.

¢) (zk)ren konvergiert. Bestimmen Sie auch den Grenzwert z = lim xy.
k—o0

(Friihjahr 2013, Thema 2, Aufgabe 3)
Sei f(x) = a” fir > 0 definiert.

a) Zeigen Sie fir alle z € ]é, 1[ die Ungleichung
0< f'(x) <1, 0< f(z) <1
b) Die Folge (2,)nen sei rekursiv durch

xOEH,l[, Tni1 = f(z,)
gegeben. Zeigen Sie
Tp < Tpy1 < 1
fiir alle n € N.
c) Zeigen Sie, dass die in b) definierte Folge gegen 1 konvergiert.

(Herbst 2015, Thema 3, Aufgabe 2)

Seien a, b € R mit ¢ < b und sei f : [a,b] — [a,b] eine monoton wachsende
Funktion. Fiir ein gegebenes z; € [a, b] definieren wir die Folge (z,,)nen rekursiv
durch

Tnr1 = f(zn) fiir alle n > 1.

Zeigen Sie:

a) Die Folge (z,)nen ist monoton. (Man unterscheide die Fille 1 > x5 und
T < 1’2.)

b) Die Folge (2,)nen konvergiert.

c) Ist f zudem stetig, dann ist der Grenzwert x der Folge (z,,),en ein Fixpunkt
von f. Das heifit, es gilt f(z) = z.



1.25 (Frihjahr 2014, Thema 3, Aufgabe 1)
a) Zeigen Sie
sin(x) < x fir alle = > 0.
b) Bestimmen Sie den Grenzwert der rekursiv gegebenen Folge
Tpi1 = sin(z,)
mit beliebigem Startpunkt zy € R.
1.26 (Frihjahr 2005, Thema 2, Aufgabe 1)

Firn=1,2,... sei
1+ ! +...+ !
Qy = — et =
n n+1 2n

a) Untersuchen Sie, ob die Folge (a,),>1 beschriankt ist.

b) Untersuchen Sie, ob die Folge (a,),>1 konvergent ist.

1.27 (Friihjahr 2007, Thema 1, Aufgabe 2)

Gegeben sei die durch
1
T =1, Tpy1 i =14+—, n>1
Tn

definierte Folge.

a) Man zeige, dass die Teilfolgen (z9,41) bzw. (x2,) monoton wachsend bzw.
monoton fallend sind.

b) Man zeige die Konvergenz der Folge (x,) und bestimme ihren Grenzwert.
1.28 (Frihjahr 2011, Thema 3, Aufgabe 3)
a) Sei (an)nen eine reelle Folge, die gegen a konvergiere. Zeigen Sie, dass dann

auch die Folge der
1 n
bn = — E Qe
n
k=1

gegen a konvergiert.

b) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass die Folge (b,,),en konvergiert, die Folge
(an)nen aber nicht.

1.29 (Frihjahr 2012, Thema 1, Aufgabe 1)

a) Sei (a,)nen eine gegen a konvergente Folge in R. Zeigen Sie, dass dann auch
die Folge (b,,)nen mit
1
b, = 5 (an + anyt) fir alle neN

gegen a konvergiert.

b) Finden Sie eine Folge (a;,)nen, die nicht konvergiert, so dass die zugehorige
Folge (by,)nen konvergiert.

c) Sei vorausgesetzt, dass (a,)neny monoton wichst und dass (by,)nen konver-
giert. Zeigen Sie, dass dann auch (a,),en konvergiert.



