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— Losungsvorschlag —
4.1 Der Nachweis, dafl die beiden Unterrdume U = (uy, us) und V = (vy, v9) mit
1 3 4 6
up =121, uy=1,2 und vu=15], wv=15
3 1 6 4

des R? iibereinstimmen, kann auf verschiedene Weise erbracht werden:

e Algebraisch gesehen ist U bzw. V' die Menge der Linearkombinationen von
up und ug bzw. von vy und vy, was jedoch dem Spaltenraum der Matrix
Ay = (ug,us) € R3*2 bzw. Ay = (vi, v2) € R3*? entspricht. Wegen

1 3|b 1 3 by
(AU ‘ b) = 2 2 bg H_'V‘-?I O —4 bg -2 b1 ~
3 1 bg IIT-3I 0 —8 bg _3 b1 IIT—211

1 3 by
~ 0 —4 b2—2b1
0 0 |b3—2by+ by

fiir alle b € R? ist also

by
U: bg ER3|b1—2b2+b3:0 5
bs
und wegen
4 6 b1 4 6 bl
(Ay|b)= |5 5|by | % [20 20|4b, | &
6 4|0, m2 g 20, 11131
4 6 b1 4 6 bl
~ 0 —10 4b2—5b1 H,IV\_)H 0 —10 4b2—5b1
0 —10|2b3—3b; - 0 0 |2b3—4by+2b
fiir alle b € R? ist also
b1
V = by | €R® | by —2by +b3=0 3 ;
bs

folglich stimmen U und V iiberein.



e Geometrisch gesehen ist U bzw. V' die von den beiden (offensichtlich linear
unabhéngigen) Vektoren u; und us bzw. von v; und vy aufgespannte Ur-
sprungsebene in R?. Wegen

1 3 —4 1
Up X Uy = 2] x 2] = 8 = (—4) - mit uw= -2
3 1 —4 1

besitzt U den Normalenvektor u und damit die Gleichung

uox =0, also 1 —2x9 + 123 =0,
und wegen
4 6 —10 1
vy xvy=[5]x|5]=|20 | =(-10)-v  mit v=| -2
6 4 —10 1

besitzt V' den Normalenvektor v und damit die Gleichung
vox =0, also 1 — 229+ 23 =0;
folglich stimmen U und V {iberein.

4.2 Ein Vektor x € R3 liegt genau dann im Durchschnitt UNV der beiden Unterrdume
U = span {uy, us} und V = span{vy, vy} mit

1 1 1 1
ur =12, u=11 und vi=15],v=10],
3 1 6 1

wenn er sowohl Linearkombination von ui, us als auch Linearkombination von
vy, g ist, wenn es also Koeffizienten \;, Ao € R und puq, po € R mit

2\1-u1+)\2-u%:x:yl-v1+u2-v%

Vv Vv
zeU zeV

gibt; dies fithrt aber zur Beziehung
)\1'U1+)\2'U2+M1'(—01)+/L2'(—U2) =0,
also zum linearen Gleichungssystem

A-x2=0 mit A = (ug,ug, —v1, —vy) € R¥4

Wegen
11 -1 =110 1 1 -1 —11]0
A=[21 =5 o] =" (o -1 =3 20| ~
31 —6 <110/ ™ \o —2 —3 2 |0/ "V
1 1 —1 —11]0 11 -1 =110
01 3 —2/0] ~ (o1 3 —2]0
0 —2 =3 2 1o/ ™ \o 0 3 —21/0



4.3

erhélt man die Losungen

5
Al 3&
|l |0
=12
M1 3¢
2 «
mit o € R, woraus sich
5 2 5 (1
—a-u+0-uy=r=-a-v;+a- v, also r=-al|2],
3 SR ’ 3905
xgb $gh’
ergibt. Damit ist
1
UNnV=R-[2],
3

1
weswegen der Vektor u; = | 2 | eine Basis von U NV bildet.
3

Ein Vektor z € R? liegt genau dann im Durchschnitt UNV der beiden Unterrdume
U = (uy,uz) und V = (vq, v9) mit

1 1
,us = | 1 und m=\1], v =

O =

Uy =

W N =

—1

wenn er sowohl Linearkombination von u, us als auch Linearkombination von
vy, o ist, wenn es also Koeffizienten \;, Ao € R und puq, po € R mit

AU+ Ao Uy =2 = g - U1+ - Uy

~
zeU zeV

gibt; dies fithrt aber zur Beziehung
Avsur + Ag g+ pn - (—o1) + pig - (—v2) =0,
also zum linearen Gleichungssystem

A-x=0 mit A = (uy, uy, —v1, —vy) € R¥*4,

Wegen

11 -1 =110 1 1 -1 —1]0
Aon=[21 -1 oo =" 1o -1 1 210

30 -2 11o)™"\o -3 1 4o "V

11 -1 —1]o 11 -1 —1]o
01 -1 =2/0] ~ [0 1 -1 =20
0 P00 2 —2]0



4.4

erhélt man die Losungen

)\1 —
)\2 . (@
p | | o
K2 «
mit o € R, woraus sich
0
(—a) - u1+a-uy=x=(—a) v+ a- vy, also r=(—a)|1],
7 7 3
0 0
ergibt. Damit ist UNV =R - | 1], weswegen etwa der Vektor | 1 | eine Basis
3 3
von U NV bildet.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem B - x = v mit
1 211 3
2 3 31 D
B = (v1,v9,v3,14) = s 45 1€ R und v = - | € R*.
4 1 3 1 1
Wegen
121 1|3 1 2 1 1
(Bv) = 2 3 3 1}5 121 0 -1 1 -1 11211
345 1|7 m-s,vear |0 =2 2 =2 VoI
4 1 3 1]1 0o -7 -1 -3 —11
1 2 1 113 1 2 1
" 0 -1 1 —-1|-1 = 0 -1 1 —1 —1
0 0 0 0 0 IIIH%IV 0 0 —2 1 —1
0 0 -8 4 |—4 0o 0 0 010

ist das lineare Gleichungssystem B - x = v losbar, also der Vektor v eine Line-
arkombination der Spalten vy, vy, v, vy der Matrix B; genauer erhdlt man etwa

mit der Losung
-1

e R*

. 1
N 1
1
die Linearkombination
v=(=1)-vy+1-vg+1-v3+ 1 vy € (v1,v2,v3,0v4) = V.

Der Spaltenraum V = (v, vs, v3, v4) C R* der Matrix B = (vy, vg, v3,v4) € R4
besitzt ferner die Dimension

dimV = Rang B = 3.



4.5 a) Esist U= (vy,vs,v3,v4) C R* der kleinste Unterraum von R*, der die vier

Vektoren
1 1 3 —1
0 —1 1 -2
U1 = 1 ) Uy = 1 ) V3 = 2 ) Vg = 0 S R4-
0 —1 —2 1

enthilt; wir weisen nach, dafl U C R* ein echter Unterraum von R* ist. Sei
dazu A = (v1, va, v3,v4) € R4 Wegen

1 1 3 =110 1 1 3 =110
10 -1 1 =240 0 —1 1 =210 141
AO=17 1 92 ololamilo 0o =1 10|
0 -1 -2 110 0O -1 -2 110
1 0 4 =310 1 0 0 110
0 -1 1 =210 I+4TI, TITIT 0O -1 0 =110
0O 0 -1 110 IV—3II1 O 0 -1 110
0O 0 -3 310 0 O 0 010
ist
-\
.
L= N |AeR
A

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A - x = 0; damit sind
(—A)U1+(—)\) 'Ug+)\'U3+)\'U4:0

fiir A € R alle Darstellungen des Nullvektors 0 als Linearkombination von
v1, Vg, U3, 4. Etwa fiir A = 1 erhalten wir

—v1 — vy +v3+ vy =0, also Vg = U1 + V9 — U3,

weswegen U = (v, v, v3) bereits durch die drei Vektoren vy, vy, v3 erzeugt
wird; damit ist dim(U) < 3, insbesondere also U C R*. Genauer ergibt sich
mit Hilfe der Matrix A’ = (vy,v9,v3) € R**® wegen

(A'10) =

O = O
—_

die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, vy, v3; damit bilden diese bereits
eine Basis von U, und es ist dim(U) = 3.

b) Ein Vektor b € R* liegt genau dann im Unterraum U, wenn er Linearkombi-
nation der Vektoren vy, vy, v ist, also das lineare Gleichungssystem A’-z = b



4.6 a)

16sbar ist. Wegen

1 1 3 |b 1 1 3 by
iy |0 =1 1 | by 0 -1 1 by
(A'lb) = 1 1 2 |bs mor [0 0 —1 bs — by VT

0 —1 —2|by 0 —1 -2 by

1 1 3 by 1 1 3 by

0 -1 1 by " 0 -1 1 by

0 0 —-1|bs—b;lwvsm |0 0 -1 bz — by

0 0 —3|by—0by 0 0 0 |[by—0by—3(b3—by)

ist

U={beR"[3b —by—3by+by=0}.
Fiir die Hilfsmatrix A; = (uy, us, uz) € R¥™3 gilt

—1 —1

—
—
—
|
—

Ay =

$

>—<
=
o O O

1
I+11 0
AN
mi-r, v-1 | 0

O = O

— O N

NN =
[N

— = =

o O~ O

O O~ N

1
1
1 0
damit sind uq, uy linear unabhéngig mit us = 2 - u; + 1 - us. Folglich ist
U = (uy,us,uz) = (uj,us), und uy, uy ist eine Basis von U. Ferner ist
W der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems mit der
Koeflizientenmatrix

-2 10\

-1 7))

A—01_17w1_20_4«~>10
271 =2 0 —4)1n\o 1 =1 7 )ian\0 1

iiber die beiden freien Variablen x3 und z, ergibt sich fiir W die Basis

2 —10

1 -7
w1 = 1 ) Wy = 0

0 1

Fiir einen Vektor v € R* gilt

veU und veW
v € (uy,u) und A -v = 0;

velUNW <—
=

fiir v € (uy,uz) gibt es Ay, Ay € R mit

1 -1 AL — Ao
0 2 2\
V=AU AUy = Ap - 1 + A2 0|~ )\12 5
0 1 A
und wegen
AL — Ao
Ao — 0 1 -1 7Y\ 2 Xy (9N — N
207\ 2 0 -4 Mo Da—9

A2



gilt
Ay-v=0 <= A\ =9\,

insgesamt also

9 — Ao
2\ .
V= 9>\z = A9 - mit vy =

A

— O N o

Folglich ist UNW =R - vy, und wegen vy # 0 ist vy eine Basis von U N W,
also dim(U N W) = 1; geméf a) ist ferner dimU = 2 und dim W = 2, so
dafl sich mit Hilfe der Dimensionsformel fiir Unterrdaume dann

dim(U + W) = dimU + dim W — dim(UNW) =2+2—1=3

ergibt.

c) Esist wy ¢ UNW, woraus wegen wy; € W schon wy ¢ U = (uq, us) folgt;
damit sind aber wq, us, wy drei linear unabhéngige Vektoren in U + W,
wegen dim(U + W) = 3 also schon eine Basis von U + W.

4.7 Wir behandeln diese Aufgabe zunéchst nur unter Riickgriff auf Erkenntnisse zur
Losbarkeit und dem Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme; dazu unter-
werfen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix von A - x = b mit

2 3 0 by
[0 3 2 4x3 | b2 4
A= 10 —1 eR und b= by eR
3 3 —1 by

elementaren Zeilenumformungen geméfl dem Gaufschen Eliminationsverfahren:

2 3 0 by 1 0 —1 | b3
03 2 ba 03 2 by 121
(A]b) = 1 0 —1 | b3 Ig})ﬂ 2 3 0 by IV—3I
3 3 =1 | by 3 3 =1 |
1 0 —1 bs 1 0 -1 bs
03 2 by 1111 03 2 by
0 3 2 bl —2 bg IV-II 0 0 0 bl -2 bg — bg
03 2 bs — 3 b3 00 O bs — 3bs — by
a) Wegen
1 0 -1
03 2
A~10 0 0
00 O

ist Rang(A) = 2.

b) Das lineare Gleichungssystem A -z = b ist genau dann l6sbar, wenn

b1—2b3—b220 und b4—3b3—b220



gilt, also b € R* Losung des homogenen linearen Gleichungssystems mit der
erweiterten Koeffizientenmatrix

1 -1 =2 0|0 . 1 0 1 =110
0 -1 -3 1|0/)1r-n\0 -1 =3 1 0
ist; damit ist aber diese Bedingung gleichwertig zu
1 1
3 1
beR- q +R- 0 = (v,w) =V.
0 1

¢) Das lineare Gleichungssystem A -z = b mit der rechten Seite

1 s+t
b=sv+tw=s- L S+3t
0
1
besitzt wegen
1 0 —1 1 0 —1 —1
03 2 s+3t 01 2 |2+4¢
Al ~100 o 00 0 0
00 O 00 0 0
die Losungsmenge
—t4+ A —t 3
L= |s+t=3X|[XeRp=(2+t|+R- [ -2
A 0 3

Ein alternativer Losungsweg stiitzt sich auch auf Ergebnisse zur Struktur reeller
Vektorrdaume und der Gestalt von Losungsmengen inhomogener linearer Glei-
chungssysteme; dazu bezeichnen

2 3 0
0 3 2
si=|q]|: 2= 0 und s3 = 1
3 3 -1

die Spalten der Matrix A sowie W = (s, s, $3) den Spaltenraum von A.

a) Wegen
2 3 0 0 1 0 -1 10
0 3 2 0 0 3 2 0 121
AIO="t1 0 3o ]|wmlz23 0 o
33 —-110 33 —-110
1 0 -1 10 1 0 -1 10
— 03 2 0 1111 03 2 0
0 3 2 0 IV—II 00 0 0
03 2 0 00 0 0



4.8 a)

A 3
Ly = —2X| [AeR,=R- [ -2
A 3

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A - x = 0. Damit ist

3 3
3814+ (—2)-s9+3-53=0, also 82:§~S1+§~53,

und folglich W = (s1, s3); offensichtlich sind s;, s3 linear unabhéngig und

demnach eine Basis von W. Man erhilt Rang(A) = dim(WV) = 2.

Das lineare Gleichungssystem A - x = b ist genau dann lésbar, wenn b € W
gilt; wir haben also V' = W zu zeigen:
,,Q“:Wegenvzé-sQEWundw:32—51 eWist V= (v,w)y CW.
,2“ Wegen 1 =3-v—weVund sy =w—v e Vist W = (s1,s3) CV.

Wegen

Owi— O

1
v:0-31+§-32+0-33 ist T, =

eine Losung des linearen Gleichungssystems A - x = v, und wegen

-1
w=(—=1)-s1+1-504+0- 53 ist Tey= |1
0
eine Losung des linearen Gleichungssystems A - x = w; folglich ist aber

Tp = 8 Ty +1t-1x, wegen
Axy=A (s xy+t-ay) =5 (Ax,)+t-(A-xy)=s-v+1t w

eine Losung des linearen Gleichungssystems A -z = s-v + t-w. Damit ist

—t 3
L=a,+Loy=|5+t| +R- | -2
0 3

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A-x =s-v 41 - w.

Fiir ein Polynom p € Poly(R) vom Grad(p) < 2 ist
p(X) =ao+a; X + ay X? mit ag, ar,as € R
und damit

p(1—-X) = ag+a; (1 —-X)+ay(l—X)?
= apt+ar(1—X)+a(1-2X+X?)
— a0+(a1—a1X)+(a2—2a2X+a2X2)
= (aop+ a1+ a) + (—a1 — 2a2) X + as X%



damit ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

pel <= p(X)=p(l-X) <
a0+a1X+a2X2:(a0+a1+a2)+(—a1—2&2)X+a2X2
< ay=ag+a; +ay und ay = —a; — 2ay <= a9y = —ay.

Folglich ist

U = {a0+a1X+a2X2|a0,a1,aQER mit agz—al}
= {ao+ a1 X + (—a1) X? | ap,a1 € R}
= {a0~1+a1~(X—X2)\a0,a1€R}
= (I, X - X?

der von den beiden Polynomen 1 und X —X? erzeugte Unterraum in Poly(R);
da aber 1 und X — X? keine skalaren Vielfachen voneinander sind, sind sie
zudem linear unabhéngig, insgesamt also eine Basis von U.

b) Es ist Poly(R) = 3, und wir kénnen die beiden linear unabhéngigen Poly-
nome 1 und X — X? durch jedes p € Poly(R) mit p ¢ U zu einer Basis
von Poly(R) ergénzen; geméaf der in a) ermittelten Charakterisierung der
Elemente von U ist etwa 1, X — X2, X oder 1, X — X?, X? eine Basis von
Pol,(R).

4.9 Wir betrachten den R—Vektorraum V{ aller Polynome mit reellen Koeffizienten
vom Hochstgrad 3; fiir einen Vektor

as
v=a3X>+ X +a X +ay €V sei p(v) = Zi e R?

Qo

sein Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis X3, X2, X, 1. Damit ergibt
sich fiir das Erzeugendensystem wuq, us, ug von U dann

1 0 0
1 1 0
p(ul) = 01’ p(u2) = 1 ) p(U3) - 1
0 0 1

1 0

—1 1

P(wl) = 1 ) P(w2) = 1
0 1

Fiir v € V} gilt damit

veUNW <= wveE (u,ug,us) und v € (wy, ws)
)

< p(v) € (p(w1),p(us), p(uz)) und p(v) € (p(w1), p(ws))
—  oqpur) + agp(uz) + asp(us) = p(v) = Bip(wr) + Bap(ws)



4.10

mit geeigneten Koeffizienten oy, as, ag, 1, B2 € R. Dies fiihrt {iber

arp(ur) + agp(uz) + asp(uz) + Bi(—p(wi)) + Ba(—p(ws)) =0

auf das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

1 00 -1 O
110 1 -1
(p(ul)vp(UQ)vp(u?))a _p(wl)v _p(w2)) = 01 1 —1 1 -1
001 0 -1
1 00 -1 O 1 00 -1 O 1 00 -1 O
0102—1W0102—1W0102—1
011 -1 1 m-1 |0 0 1 =3 2 w-tmr |0 0 1 -3 2
001 0 -1 001 0 -1 000 3 -3
und damit den Loésungen
aq A
[6%) -
Qs = A mit A €eR.
B A
I A

Folglich ist
veUNW «— v:)\w1+)\w2:)\(X3+1) mit A\ € R;
damit ist UNW =R - (X3 + 1), also X? + 1 eine Basis von U N .

Wir betrachten die reellen 2 x 2-Matrizen

1 0 0 0 0 0 0 1
E11 = (0 O) y E21 = (1 O) y E22 = <0 1) und B = <_1 O) .

Wegen

—vU w

(U U):U'E11+U‘B+M'E22

fiir alle u, v, w € R bilden Ei;, B, Fs; ein Erzeugendensystem von M; wegen

U v 0 0
u-Epp4+v-B+w-FEyp=0 <= (—U UJ):(O 0) <~ u=v=w=0

fiir alle u, v, w € R sind Fyy, B, Ey ferner linear unabhéngig und bilden damit
sogar eine Basis von M. Wegen

0
(:; 0) =z-En+y- by

fiir alle x, y € R bilden F4y, Fs; ein Erzeugendensystem von N; wegen

0 0



fiir alle z, y € R sind Ey;, Es; ferner linear unabhéngig und bilden damit sogar
eine Basis von N.

Fiir alle A € M N N gibt es u, v, w, z, y € R mit

(0 u) == o)

woraus sich u =z, v =0, —v = y und w = 0, also auch y = 0, ergibt; es ist also
A=u-FE;;. Wegen E1; € M N N ist demnach

M ﬂ N = R . E11
sowie F1; eine Basis von M NN. Mit Hilfe des Dimensionssatzes erhalt man damit
dim(M + N) = dim(M) + dim(N) —dim(M NN)=3+2—-1=4

und damit M + N = R?*2; damit ist das Erzeugendensystem FE;, Ey, Fa, B
von M + N bereits eine Basis von M + N.

A. X = 1 1 . 1 X9 _ $1+ZL‘3 To + Xy
1 1 T3 T4 T+ X3 Tyt x4

X . A= 1 T2 ] 1 1 _ T1+ Ty X1+ X9 '
T3 X4 11 T3+ Ty T3+ T4

Damit gilt

T1+2x3 T2+ T4 T1+ Ty T+ X9
A X=X A = =
(!E1 + 3 $2+!E4) <$3+ZE4 !E3+$4>

4.11 a) Esist

und

T +ax3 = X1+ X9 — Ty + T3 = 0

To+Ty = T1+ 2 — 1 +axy = 0
<~ <~

T1+T3 = T3+ X4 T — Ty = 0

To+ Ty = T3+ X4 Ty — I3 =0

Fiir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix gilt

0O -1 1 00 10 0 —-11]0
-1 0 0 1|0 - 01 -1 0] 0
1 0 0 —-1]0 00 0 0} 0]
0 1 -1 00 00 0 00
woraus sich der Losungsraum
A 1 0
_J|nm . |0 ik
Lo = B A, peRY =R 0 +R 1
A 1 0
der Dimension

ergibt.



b) Geméif a) gilt

_ A 2x2
C_{<M )\)GR |)\,MER},

und wir haben C' = (A, E,) zu zeigen:
,C“: Fiir alle A\, p € R gilt

(2 l;):“G 1)“”/0 (é (I))IMAHA—MEQ

und damit C' C (A, Ey).
,2: Fir alle a, g € R gilt

carsm= (0 0)+ (0 5)= (72" a%5)
und damit (A, Es) C C.
4.12 a) Wir weisen anhand des Unterraumkriteriums nach, dafl die Teilmenge
U={AeR”?| A" = A und Spur(4) =0}

ein Unterraum des R—Vektorraums R3*3 ist:

e Wegen 0" = 0 und Spur(0) = 0 ist 0 € U.

e Fiir alle A, B € U gilt AT = A und Spur(A) = 0 sowie B" = B
und Spur(B) = 0. Dann gilt (A+B)" = AT + BT = A+ B und
Spur(A + B) = Spur(A) + Spur(B) =04+ 0=0, also ist A+ B € U.

e Fiiralle A € U und A € R gilt AT = A und Spur(A) = 0; damit gilt
(A-A)" =X-AT = X- A und Spur(A-A) = X-Spur(A) = -0 = 0, also
ist \-AeU.

Insgesamt ist damit U ein Unterraum von R3*3,

a1 aiz2 a3
b) Fiir eine Matrix A = | a1 ag ass | € R¥3 gilt
a31 32 a33

AcU <= A=A" und Spur(4)=0

= a2 = Qg1, @13 = G31, A3 = a3z und aj; + axg + asy = 0.

Damit besteht U genau aus den Matrizen A der Gestalt

ap a2 a3 10 0 010
A= A12 Q99 a93 = ai - 0 0 0 “+ajs - 1 0 0+
iz Q3 —ai; — 22 0 0 —1 000
=B = B>
0 0 1 00 O 0 00
+ a3 0 0 O +a99 0 1 0 “+ao3 0 0 1 )
1 00 00 —1 010
= B3 =By =Bs



413 a)

damit bilden By, By, Bs, By, Bs aber ein Erzeugendensystem von U. Fiir
alle )\1, )\2, )\3, )\4, )\5 € R mit )\1'Bl+)\2'BQ+)\3'Bg+)\4'B4+>\5'B5 =0
gilt

Al Ag A3 0 0 0
)\2 )\4 )\5 - O O O 5
A3 A5 —A — N\ 0 00

also Ay = Ay = A3 = \y = A5 = 0. Damit sind By, By, Bs, By, Bs linear
unabhéngig, insgesamt also eine Basis von U. Folglich ist dim(U) = 5.
Esist Ay = By — By € U und Ay = — By + B3 € U; fiir alle A, Ay € R mit
)\1A1+)\2A2:0g11t

VR VR W 000
X -\ 0]=[000],
0 0 0 000

also Ay = Ay = 0, damit sind A; und A, linear unabhéngig. Wir zeigen nun,
dal die Vektoren A, Ay, B, By, Bs linear unabhéngig sind, und damit
wegen dim(U) = 5 schon eine Basis von U sind. Fiir alle Ay, Ay, Az, Ay,
)\5 € R mit )\1A1+)\2A2+>\331+)\4BQ+>\5B5:Ogllt

)\1 + )\3 —)\2 + )\4 )\2 000
—>\2 + )\4 —)\1 )\5 - O O O y
)\2 )\5 —)\3 0 0 0

also A\ + A3 = =X+ Ay = Ao = =X = A5 = —A3 = 0, und folglich
)\1 = )\2 = )\3 = )\4 = )\5 = (. Damit sind Al, AQ, Bl, BQ, B5 Basis von U.

Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, daf§ die Menge
M={XeR¥|A-X=(A-X)"}

ein Untervektorraum des Matrizenraums R3*3 und damit selbst ist ein reeller
Vektorraum ist:

e Fiir die Nullmatrix 0 € R3*3 gilt
A0=0=0"=(A-0)"

und damit 0 € M.
e Firalle X, Y e Mgilt A- X=(A-X)"Tund 4-Y =(A-Y)", und es
folgt

A(X+Y)=A X+A4Y=A-X)T+(A V) =
=(A-X+A4Y) =(A-(X+Y))"

und damit X +Y € M.
e Firalle X €e Mund A € Rgilt A- X = (A-X)", und es folgt

AN X)=X(A-X)=X-(A-X)T =

und damit A - X € M.



Des weiteren zeigen wir erneut mit dem Unterraumkriterium, dafl die Menge
S={XeM|XT=X}

ist ein Untervektorraum von M ist:
e Wegen 0" =0 gilt 0 € S.
o Firalle X, Y € Sgilt X, Y € Mmit X" = X und Y =Y damit gilt
X4+4Y eMmit (X+Y)' =X"+Y" = X+Y und damit X +Y € S.
e Fir alle X € Sund A € Rgilt X € M mit X' = X; damit gilt
A XeMmit A-X)T=X-XT=X-X und damit \- X € S.
Fiir

1 0 4 a dy dy
A=[0 5 0 undalle X =1|e b dy]| e R¥3
3 0 2 ey €3 ¢
gilt
(I+4€2 d1—|—4€3 d2—|—4C
A-X = 561 5b 5d3 y
3a+262 3d1+263 3d2+20
so daf sich

d1+463 = 561
XeEM = A-X=(A-X) dy+4c = 3a+2e
5d3 = 3d1+2€3

ergibt; dies fiihrt auf das homogene lineare Gleichungssystem in den neun
Unbekannten ey, es, €3, a, b, ¢, dy, do, d3 mit der Koeffizientenmatrix

-5 0 4 0 00 1 0O
C=(0 -2 0 -304 0 1 0fecR>™
0O 0 -2 0 00 -3 0 5

in Zeilenstufenform mit Rang(C') = 3, welches damit die sechs freien Varia-
blen a, b, ¢, dy, do, d3 sowie die drei gebundenen Variablen ey, es, e3 besitzt.
Folglich ergibt sich dim(M) = 6.

Fiir eine Matrix X € M gilt
Xel «— X'=X «— di=e¢; und dy=ey und ds=es,

so daf§ die in b) ermittelten, die Matrizen X aus dem Untervektorraum M
von R3*3 charakterisierenden Bedingungen zu

61+463 = 561 463 = 461
est+4c = 3a+2e <= 4c = 3a—+es
563 = 361-'-263 363 = 361
und damit

e = e3 und ea=4c—3a
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werden. Damit besteht der Untervektorraum S von R3*3 genau aus den
Matrizen der Gestalt

a er 4c—3a
X = €1 b €1 :a'Bl+b'Bg+C'Bg+61'B4
4c—3a e c

mit a, b, ¢, e; € R, wobei

1 0 -3 0 0 0
Bi=10 0 0 und Bo,=10 1 0
-3 0 O 0 0 0
sowie
0 0 4 010
B;=10 0 0 und B,=11 01
4 0 1 010

bezeichnen; damit bilden By, B,, B, Bs ein Erzeugendensystem von S.
Wegen

a'Bl+b'BQ+C'Bg+61'B4:0 <

a er 4c—3a 0 00
< e b €1 00 0 <
4c—3a e c 000
< a=b=c=e¢,=0

fir alle a, b, ¢, e; € R sind By, By, B3, By auch linear unabhéngig und
folglich eine Basis von S.

Die Dimensionsformel fiir Summe W; + W5 und Durchschnitt W, "W, zweier
Untervektorrdume W; und Ws eines reellen Vektorraums V' lautet

Fiir V = R® und Untervektorrdume W; und W, von V der Dimensionen
dim W, = 3 und dim Wy = 3 gilt wegen W, N Wy C W) zum einen

dim (W7 N Wy) < dim W; =3
sowie wegen W, + Wo C R® zum anderen

dim (W, + W,) < dimR® = 5,
so daf} sich unter Verwendung der Dimensionsformel dann

dim(WlmWQ) dim(W1+W2)Z3+3—5:1

= dim W; +dim W, —
3 3 <5
= = <5

ergibt. Zusammenfassend erhalten wir also
dim (W1 N Wg) c {1, 2, 3}

und haben diese drei moglichen Werte noch zu belegen:
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4.16

o Fiir Wy = (eq, e, e3) und Wy = (e3, 4, €5) ist WiNWy = (e3) und damit

o Fiir Wi = (e, eq,e3) und Wy = (eq, e3,¢e4) ist Wi N Wy = (e, e3) und
damit dim (W, NWy) = 2.

e Fiir Wi = (eq, e, e3) und Wy = (eq, €9, e3) ist Wi NWy = (€1, €9, e3) und
damit dim (W, NWy) = 3.

Sei V' ein Vektorraum der Dimension dim(V') = 6 sowie U und W Unterrdume
von V' der Dimensionen dim(U) = 3 und dim(W) = 4. Wegen U NW C U gilt
zunéchst

dim(UNW) < dim(U) = 3;

wegen U + W C V ist
dim(U + W) < dim(V') = 6,
und unter Verwendung der Dimensionsformel ergibt sich dann

dim(U N W) = dim(U) + dim(W) — dim(U + W) >3+4—6 = 1.
=3 =4 <6

Zusammenfassend erhalten wir also
dim(UNW) e {1, 2, 3}

und haben noch nachzuweisen, dafl diese drei Moglichkeiten auch tatséchlich
eintreten. Sei dazu by, ..., bs eine Basis von V:

e Fiir U = <bl,b2,b3> und W = <b3,b4,b5,b6> ist UNW = <b3> und damit
dim(UNW) = 1.

e Fir U = <b1,b2,b3> und W = <b2,b3,b4,b5> ist UNW = <b2,b3> und damit
dim(UNW) = 2.

o FiirU = <b1, bz, b3> und W = <b1, bz, bg, b4> ist UNW = <b1, bz, bg) und damit
dim(UNW) = 3.

Sei U = (v, w) der von den beiden Vektoren v und w erzeugte Unterraum von V;
da v und w als linear unabhéngig vorausgesetzt sind, bilden sie sogar eine Basis
von U. Fiir die Vektoren

r=a-v+p-w und y=p-v+a-welU

betrachten wir nun ihre Koordinatenvektoren p(z) und p(y) beziiglich der Basis
v und w, es ist also

s = (5)  wa p=(]) e

Damit sind die Vektoren x und y genau dann linear abhéngig, wenn ihre Koordi-
natenvektoren p(x) und p(y) linear abhéngig sind; dies ist genau dann der Fall,
wenn die Matrix

A= (p(a), py)) = (g g) e B2
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nicht invertierbar ist, also det(A) = 0 gilt. Wegen

B

det(A) = g L=t =(a=B)(a+p)

sind die Vektoren x und y genau dann linear abhéngig, wenn o — § = 0, also
a=[f,oder a+ =0, also a = —f, gilt.

Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*
beziiglich der Basis by, by, b3, by von V. Damit bilden die Vektoren

ap =by + By b3, ax=0by+Pa-by, az=P3-by+bs, as= PB4 b+ by

genau dann eine Basis von V', wenn ihre Koordinatenvektoren

1 0 Bs 0
pa) = | 51 st = | o | st = | V] wte) = [
0 o 0 1

eine Basis von R?* bilden; dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Matrix

1 0 B3 O
0 1 0
A= (plar), plas). o) pla) = | 5 o ] ] er
0 B 0 1
invertierbar ist, also det(A) # 0 gilt. Wegen
1 0 B 0
{0 1 0 B m-pit
det(4) = Bi 0 1 0f1wv—pnu
0 B 0 1
1o B3 0
o 01 0 ﬁ4 Dreiecks— . .
=100 1-88 0 | maw CTABII=5RE)
00 0 1-B4

sind also die Vektoren ay, as, as, as genau dann eine Basis von V', wenn

(1=51B3) (1 =B284) #0

gilt.

4.18 Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*

beziiglich der Basis by, by, b3, by von V| es ist also

2 0 0 6
—1 1 0 -5
p<a1) = 0 ) p<a’2> = 1 ) p<a3> - 1 und p( ) = 0
0 1 —1 —4



Fiir die Hilfsmatrix M = (p(a1), p(as), p(az)) € R**3 und einen Spaltenvektor

z € R* ergibt sich

2 0 0 |z 1 0 0 |3z 10 0] iz
I O B P —1 1 0 |2 01 0 |xn+ixn
Mlz)=14¢ 1 1|4 o1 1 s difor 1] oz
0 1 -1 Z4 0 1 -1 Z4 01 -1 Z4
10 0 521 100 in
m-n |0 1 0 %+ 321 010 2+ 1im
~ 1 ~ 1 ;
-1 |0 0 1 |zz—2—52 | 1vemn [0 0 1 23— 23— 5
0 0 -1 2’4—2’2—%21 0 0 O Z4+23—22’2—21

mit dieser Rechnung lassen sich nun alle drei Teilaufgaben bearbeiten.

a) Das homogene lineare Gleichungssystem (M]0), also mit z = 0, ist ohne
freie Variable und besitzt demnach nur die triviale Losung; folglich sind die
Koordinatenvektoren p(a;), p(as), p(az) linear unabhéngig, weswegen auch
die Vektoren a;, as, as linear unabhéingig sind. Gemé&fl der Definition von
U = (ay, as, a3) sind ay, as, ag auch ein Erzeugendensystem von U, insgesamt

also eine Basis von U.

b) Fiir z = p(z) € R* ergibt sich gemifl obiger Rechnung

2.0 06 1003
11 0|5 01 0|2

METP@) =10 1 1o |~ |oo 12|
0 1 —1|-4 00 0|0

damit ist das lineare Gleichungssystem (M |p(z)) losbar, also p(x) eine
Linearkombination von p(aq), p(az), p(as), wobei deren Koeffizienten durch

die Losung gegeben werden. Wegen
p(x) = 3-plar) + (=2) - plaz) + 2 - p(as)
ergibt sich entsprechend

x:3-a1+(—2)-a2+2-a3€(a1,a2,a3>:U>

und z besitzt beziiglich der Basis aq, as, ag von U die Koordinaten 3, —2,

2.

c) Die gemifl a) linear unabhéngigen Vektoren ai, as, asz kénnen mit jedem
Vektor ay € V mit ay ¢ (a1, as, as) zu einer Basis von V ergénzt werden; dies
ist aber zu p(a4) ¢ (p(a1),p(az), p(as)) gleichwertig. Geméafl obiger Rechnung

ist also
playg) = 2 mit 24+ 23— 229 — 21 #0

zu wihlen; damit ist etwa p(ay) = e; und damit ay = by geeignet.

4.19 Es sei V' = (vy, v9,v3,v4) der von den linear unabhéngigen Vektoren vy, ve, vs, v4
aufgespannte Vektorraum sowie p : V — R* die bijektive lineare Abbildung, die



jedem Vektor v € V seinen Koordinatenvektor p(v) € R* beziiglich der Basis vy,
Vg, U3, U4 zuordnet; damit ist also

1 0 0
1 1 0
plw) = || plu)=| [ wnd plus) =1,
0 0 1
sowie
1 0
— 1
pwy) = 0 und  p(wq) = 1
0 0
Fiir die Matrix A = (p(uy), p(us), p(usz)) € R**3 gilt
1 00 1 00 1 00 1 00
1 10 010 010 010
A= > > s
01 1Jo1|10 1 1)Jm-u|0 O 1fw-mx|0 O 1
0 0 1 0 01 0 01 000

und damit Rang(A) = 3; damit sind ihre Spalten p(u;), p(us), p(ug) linear un-
abhéngig. Folglich sind auch die Vektoren u, 1y, u3 linear unabhéngig und damit
eine Basis des Unterraums U = (uq, ug, us); somit ist dim(U) = 3.

Offensichtlich sind p(wy), p(ws) linear unabhéngig; folglich sind auch die Vektoren
wy, we linear unabhingig und damit eine Basis des Unterraums W = (wyq, ws),
so dafl man dim (W) = 2 erhilt.

Ferner liegt v € V genau dann im Durchschnitt U N W, wenn es A, Ay, A3 und
Wi, o € R gibt mit

3\1-u1+)\2~u2+)\3-u§:v:y1~w1+u2-w%,

velU veW

also

A1 p(ur) + Ao - plug) + A3 - pluz) = p(v) = p1 - pwr) + p2 - p(wy),

was auf das lineare Gleichungssystem B -z = 0 mit der Koeffizientenmatrix

—1

B = (p(ur). p(uz). plus), —plw), —p(w2)) = oo ere
0

OO ==
O~ ~ O
—__= O O



fithrt. Wegen

100 —1 010 100 —1 010
110 1 -1]0 010 2 —-11]0
BO=1o 11 0 1lofaxlo11 0 1 |o|uwn
001 O 0 001 0 0
100 -1 010 100 -1 010
. 010 2 —-1]0 . 010 2 —-1]0 .
001 -2 2{0)wv-m|0O01 =2 210 1.1
001 0 010 000 2 =2]0
1 00 -1 010 1 000 —1]0
. 010 2 —-1]0 " 01 00 1160
001 —2 2 (0] 4rv,u—2rv,am42rv {0 01 0 0 |0
000 1 -—-1]0 0001 —-110
ergeben sich die Losungen
)\1 o
)\2 —Q
AM|l=10 fiir ein o € R;
K1 «
2 «
damit erhilt man
1
0
p(v) = - p(ur) = a-plug) +0-plug) = - p(wr) + o - plws) =a- |
0

und folglich v = a - (v; — v3). Es ergibt sich also
UﬁW:R'(Ul—’Ug),

und wegen v; — vg # 0 bildet v; — v3 schon eine Basis von U N W; damit ist aber

dim(UNW) = 1.
4.20 Es sei U = (vy, vq,v3,v4) der von den vier Vektoren
mn=a+b+c+d, vo=b+c, wvs=c+d, vi=a+b

aufgespannte Unterraum in einem reellen Vektorraum V'; dabei sind die Vektoren
a, b, ¢, d als linear unabhéngig vorausgesetzt. Wegen

vy = (a+b)+ (c+d) =vs+v3 € (v9,v3,04)

wird der Unterraum U bereits durch die drei Vektoren vy, vs, v4 erzeugt; zum
Nachweis ihrer linearen Unabhéngigkeit seien A\;, Ao, A3 € R mit

)\1'U2+)\2'U3+)\3'U4:0V,



also
AM-(b+c)+ X (c+d)+ A3 (a+b) =0y

und damit
)\36L+()\1—|—)\3)b+<)\1—|—)\2)c—|—)\2d:0\/

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a, b, ¢, d folgt daraus
)\3207 )\1—|—)\3:O, )\1—|—)\2:O, )\2:0,

insgesamt also Ay = Ay = A3 = 0; folglich sind vs, v3, v4 auch linear unabhéngig
und somit eine Basis von U. Fiir die Dimension von U ergibt sich demnach
dim(U) = 3.

4.21 Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*
beziiglich der Basis vy, vg, v3, v4 von V, also

p(ur) = 1] pluz) =

[esRNGUVRN \ N e
g
—
S
w
SN~—
I
= O =

und

p(wy) = , plws) = sowie p(x) =

— = N O
oW O
— = =

a) Der Vektor z € V liegt genau dann in U = (uj,us,uz) C V, wenn sein
Koordinatenvektor p(z) € R* in (p(uy), p(us), p(uz)) C R* liegt. Wegen

1 0 —1|1
1 2 1|1 -1
(p(ur), pluz), plus) [p@) = 5 o |1 | v
-1 0 4|1
10 -1|1 10 -1[1 10 -1|1
o2 200 o2 200 {02 2]0
03 —-1]2 HIf%H 00 —412 IV+%III 00 —4)2
00 3|2 00 3|2 00 0|1

ist p(z) nicht Linearkombination von p(u;), p(uz), p(us), es ergibt sich also
p(x) ¢ (p(ur), p(us), p(us)) und damit auch = ¢ (uy, us, us) = U.

b) Der Vektor v € V' genau dann im Durchschnitt U N W, wenn es Aj, Az, A3
und g1, po € R gibt mit

AU+ Ag - ug A3 ug =0 = g wy A g - Wy,

vel veW

also

Ar-p(ur) + Az - plug) + Az - p(us) = p(v) = pr - p(wr) + p2 - plwa),



was auf das homogene lineare Gleichungssystem A - x = 0 mit der Koeffizi-
entenmatrix A = (p(uy), p(us), p(us), —p(wi), —p(ws)), also

1 0 -1 0 2
11 2 1 =2 0 Ax5
A=1_13 0 -1 —3|€<k
-1 0 4 -1 =2
fithrt. Wegen
1 0 -1 0 210 10 -1 0 2|0
1 2 1 -2 010 -1 02 2 -2 =210
(A]0) = -13 0 -1 -3|0 1H+ﬁv+1 03 -1 -1 =110
-1 0 4 -1 =210 00 3 -1 010
10 -1 0 210 10 -1 0 210
01 1 -1 —-110 . 01 1 -1 —-1]0 .
iqgl10 3 -1 —=1 —1{0]ms3a |0 0 —4 2 210 ~Lqn
00 3 -1 010 00 3 -1 010
10 -1 0 210 100 -2 310
|0t 1 -1 -1/0 111 010 —5 =10
0 0 1 —% —% O) -t v—smr [0 0 1 —% —% 0
00 3 -1 010 0 0O % % 0
1 00 —% % 0 100 0 3(0
010 - =10 I+31v 0100110
~ 7 2 2,
2tv |00 1 —5 =5 |0 ) ntlevmmelv (O 0 10 170
00 0 1 310 00 013|0

ergeben sich die Losungen

)\1 3
)\2 «
MNl=]| a fiir ein  a € R;
M1 3
H2 —Q

damit erhalt man

3a-p(uy) + a - pluz) + a - plusg) = p(v) = 3a - p(wy) + (—a) - p(ws),
durch Einsetzen der Koordinatenvektoren also

2

6
p(U) = o 0
1
und folglich v = a - (2v1 + 6vy + vy). Es ergibt sich also

UQW:R~<2U1+6U2+U4)7

und wegen 2v; + 6vy + v4 # 0 bildet 2v; + 6vs + vy eine Basis von U N W.
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Sei U = (a,b,¢) C V der von den drei (nicht notwendigerweise linear un-
abhéngigen) Vektoren a, b, ¢ aufgespannte Unterraum des reellen Vektor-
raums V. Damit ist U = {0} der Nullraum, oder es lafit sich nach dem
Basisauswahlsatz aus dem Erzeugendensystem a, b, ¢ von U eine Basis von
U auswihlen; auf jeden Fall gilt aber

d:=dim(U) < 3.

Da nun hochstens d Vektoren aus U linear unabhéngig sein kénnen, sind die
vier Vektoren
vn=a+b+c, vy =a+2b+ 3¢,

vg=2a+3b+c und vy=3a+b+2c,

die als Linearkombinationen von a, b, ¢ in U liegen, sicher linear abhéngig.

Sei p : V. — R? die bijektive Abbildung, die jedem Vektor v € V seinen
Koordinatenvektor p(v) € R3 beziiglich der Basis a, b, ¢ von V zuordnet;
damit ist

1 1 2
por) = (1], ple2)=|2], plvs)={3
1 3 1

Mit A = (p(v1), p(ve), p(vs)) € R3*? gilt

Sarrus

1
det(A) = |1
1

[GURN NI

2
3] = 243+6)—(44+9+1)=-3#0;
1

damit sind die Koordinatenvektoren p(v;), p(vs), p(vs) € R3 und folglich
auch die Vektoren vy, v, v3 € V linear unabhéngig.

Alternativ 148t sich die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, v9, v3 € V
auch geméaf der Definition, also ohne Riickgriff auf die Koordinatenvektoren
p(v1), p(v2), p(vs) € R? zeigen: seien dazu Aj, Ay, A3 € R mit

A1 v+ Ag - vg + Az - vz = Oy,
also
AM-(a+b4+c)+ X (a+2b+3¢c)+ A3 (2a+3b+¢) =0y
und damit
AMAA+2X)-a+ A +2X+3X3) b+ (A1 +3X+ A3)-c=0y.
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a, b, ¢ folgt daraus
MAA+20=0, A +2X+3A3=0, A +3X+N3=0,

damit As + A3 = 0 und 2y — A3 = 0, also Ay = 0 und A3 = 0 und somit
auch A\; = 0. Damit sind die Vektoren vy, vy, v3 linear unabhéngig.



4.23 Wir verwenden das Unterraumkriterium, wonach eine Teilmenge U eines Vektor-
raums V' genau dann ein Untervektorraum (linearer Unterraum) von V' ist, wenn
die folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

e Es ist U # (); insbesondere muf Oy € U gelten.
e Fiir alle u, w e U gilt u+w € U.
o Fiiralleu e U und A e Rgilt A-u e U.

Fiir die gegebenen Teilmengen im Vektorraum V' der reellen Polynome gilt:

e Die Teilmenge
Uy={PeV|P(x)=az’+bx+c mit a, b ceR}
aller reellen Polynome P mit Grad(P) < 2 enthilt das Nullpolynom
Py =0, also Pyxr)=ax* +br+c mit a=0b=c=0;
ferner gilt fiir alle P und ) € U; mit
Pz)=az’+bx+c uwund Qz)=dz*+bx+c
mit a, b, c€ Rund o, ¥/, ¢ € R sowie A € R zum einen

(P+Q)x) = P)+ Q)
(ax2+bx+c)+(a/x2+b/x+c/)
(a2 +d'2®) + (bz +Vz)+ (c+ )
= (a+d)* +(b+V)z+ (c+)

mit a+a, b+, c+ €R, also P+ () € Uy, und zum anderen

= a2+ A-bx+(A-c

mit A-a, A-b, A-c € R, also A\- P € U;. Damit ist U; ein Unterraum von V.

e Die Teilmenge
Uy={PeV|P()=az’+br mit a, beR}

aller reellen Polynome P mit Grad(P) < 2 und konstantem Glied ¢ = 0
enthélt das Nullpolynom

Py =0, also Py(z) =ax* +bxr mit a=b=0;
ferner gilt fiir alle P und @ € U, mit

Pz)=a2’+bx und Qz)=d2°+Vz



mit a, b € R und ¢, ¥’ € R sowie A € R zum einen
(P+Q)(x) = Plx)+Q(z)

= (az®+bzx)+ (d2*+V )
= (az®+d2*) + (bz+Vx)

= (a+d)2* +(b+V)x
mit a +a’, b+ 0 € R, also P+ @ € Us, und zum anderen
(A P)z) = A
= A

= A-a)*+(A\-b)a
mit A-a, A-b € R, also A - P € Uy. Damit ist Us ein Unterraum von V.
Die Teilmenge
Us={P eV |P(x)=0 oder Grad(P) > 2}

enthélt neben dem Nullpolynom Fy, = 0 alle reellen Polynome P vom
Grad(P) > 2, insbesondere also auch die beiden Polynome P; und P, mit

Pi(z)=—-2*+x und  P(z)=2"+1,
wegen
(P14 P)(z) = Pi(z) + Pa(z) = (—x2+x)+(:c2—|—1) =xr+1

mit Grad(P; + P2) = 1 aber nicht deren Summe P; 4+ P,. Damit ist Us kein
Unterraum von V.

Die Teilmenge
U={PecV|P)=az’+bxr+c mit a,b,c€R und ¢#0}

aller reellen Polynome P mit Grad(P) < 2 und konstantem Glied ¢ # 0
enthélt insbesondere nicht das Nullpolynom Fy mit Fy = 0. Damit ist U,
kein Unterraum von V.

4.24 Es seien sq,...,s, die Spalten der gegebenen Matrix M € R"*"; damit ist

U={zeR"| M- -z=0}

sowie

S=(s1,...,8,) ={M -z |z eR"}.

a) Fir alle v € R™ erhdlt man mit z = v — M - v € R" dann

M-z=M-(v—M-v)=M-v—M-(M-v) =

M- v—M>v = M-v—M-v=0
M2=M

und damit r =v—-M -v € U.



Fir alle v € R™ gilt

v=w-M-v)+ M- v,
—_— =
cU es

weswegen R" = U + S zunéchst die Summe von U und S ist. Damit gilt
dim(U + 5) = dim (R") = n,
und wegen
dimU = n — Rang(M) und dim S = Rang(M)
ergibt sich ferner mit Hilfe der Dimensionsformel

dim(UNS) =dimU +dim S — dim(U + 5) =
= (n — Rang(M)) + Rang(M) —n =0,

also U NS = {0}, weswegen R" = U & S sogar die direkte Summe von U
und S ist.



