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3.1 Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen sowie der Tatsache, daf} sich die Deter-
minante einer Dreiecksmatrix als Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente errech-
net, ergibt sich

01111
2 02 2 2
det(A)=13 3 0 3 3 =
4 4 4 0 4 2 aus II, 3 aus III, 4 aus IV, 5 aus V
555 50
01111
1 0111
=2-3-4-5-11 1 011 =
111 0 1| B-LW-LIV-LV-I
11110
0o 1 1 1 1
1 -1 0 0 0
=120-11 0 -1 O O =
1 0 0 -1 0 (((I+I0)+IID) +1V) +V
1 0 0 0 -1
4 0 0 0 O
1 -1 0 0 O .
=120-(1 0 -1 0 o0 "
1 0 0 1 0 matrix
10 0 0 -1
=120-4-(—1)* = 480.
3.2 a) Esist
o A =(-1), also det(A;) = —1,
o A= < , also det(Ay) =1 —1=0, sowie

,also det(A3) =—1+04+0—-(0-1-1)=1.



b) Fiir n > 4 erhalten wir mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

—1

1

0

0

3.3 a)

-1 1 0
1 -110 1 -1 0 .
det(A4,) = |0 1 -1 1 _lo 1 L. Zeile
0 0 1 -1 0 0 A
-1 1 0 11 0
_ 1 1+1 1 1 1 142 1 0
- ( ) ’ ( ) 0 An_g + ( ) 10 An—2
11 0 e
0 alte
=—det(A1) =g 4, | Z —det(Auy) — det(A,
Fir alle n € N mit n > 4 gilt
det(A,) = —det(A,_1) — det(A,,_5)
und analog
det(A,_1) = —det(A,,_o) — det(A,,_3),

woraus det(A,,) = det(A, ) lgt Damit ergibt sich fur alle £ € N
® det(Ang) = det( )
o det(Asgi2) = det(A2) = 0 sowie
® det(A3k+3) det(Ag) =
Fiir die gegebene Matrix
11 0 O 0
1 2 1 0 :
0 1 2 1
T, = e R™"
0 0 1 2 0
: 1
0O ... ... 0 1 2

erhalten wir fiir n > 2 mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

11 0 0 0
12 1 0 : Lo
01 2 1 T,, 1
=l o 1 ol ~ 10
121
1 01 2

0 0 1 2

2).



n—te (_1)n+(n—1) .1 T, +

Zeile 0
11
+(=1)" . 2. T, o :
1
1 2
= (=1t T Ht (=) 2. T
0 1
11 1 2
= — Tn72 +2det(Tn_1)
0
11
(n—1)-te

—(=1)=DF0=D g det(T),_o) + 2 - det(T),_;)

Sp;lte
= (=12 det(T,_2) + 2 - det(T,,_1)
= 2- det(Tn_l) — det(Tn_g).

b) Fiir den Induktionsanfang ergibt sich bei ,n = 1¢
Ty = (1) und damit det(Ty) =1,

und fiir ,n = 2%

T, = <1 ;) und damit det(Tr) =1-2—-1-1=1;

fiir den Induktionsschritt ,n — 1 — n* erhdlt man unter Verwendung von a)

det(T,,) = 2-det(T,—1) —det(T,, 2) =2-1—-1=1.

3.4 Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter o € R gegebene Matrix

0 -1 «
M,=1-1 2 0| eR¥»3
-2 4 1



ergibt sich

0 -1 al 100
(M, | E5) = -1 2 0/010

92 4 1]00 1

—1 01010
~ 0 -1 a| 100
tedl 92 4 1100 1

—1 0l o 1 0
~ 0 -1 « 1 0 0
11121 O 1 0 _2 1

—1 ol o 1 0
~ 0 —1 0 1 20 —«
IT—alll O 1 0 _2 1

1 0 0] 2 1440 —2a
~ 0 -1 0 1 2a —
fral 0 0 1|0 =2 1
. 1 0 0 —2 —1—4a 2«
Nl o1 0| -1 —2a o | = (B | M);
DI\ 0 1] 0 ) 1

=

iir ihre Inverse gilt

-2 —1—-4da 2«
M?*=M =[-1 -2a a|cR¥
0 —2 1

damit ist M, invertierbar, und

Alternativ 148t sich die Invertierbarkeit der Matrix M, mit Hilfe ihrer Determi-
nante nachweisen und ihre Inverse M ! iiber die zu M, komplementire Matrix

M, berechnen: wegen

0 -1 «
det (M,)=|-1 2 0 - (04+0—4a)— (—4a+0+1)=—-1#0
_2 4 1 arrus

ist die Matrix M, fiir alle a € R invertierbar, und es gilt

1 1 —
Mo =G any M=
1 +det(M;;) —det(M}) +det(Ms)
= dt (ML) —det(M#) —i—det(MéQ) —det(MéQ) =
+det(Mi;) —det(Mly) +det(Msy)
1 2 1+4a 2« -2 —1—-4a 2«
=" 1 2« —a | =|-1 —2« o)
0 2 —1 0 —2 1

3.5 Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter o € R gegebene Matrix

o
Ma — 1 c R3><3
1

e o0
e ~Q



ergibt sich

a a | 1 0 0
(M, | B5) = a1 1[010
a 1l | 0 0 1
« o o 0 0
! 0 l—-a l—a 1 10
"o 1-a 0 | =101
« o « 1 0 0
~ 0 - 1—a| -1 1 O
o 0 a-1] 0 -1 1

Damit enthélt die zur gegebenen Matrix M, zeilendquivalente Matrix

« « «
0 1l—a 1—a] e R?3
0 0 a—1

fiir @« = 0 in der ersten Zeile eine Nullzeile sowie fiir & = 1 in der zweiten und
dritten Zeile jeweils eine Nullzeile und ist damit in diesen Féllen insbesondere
nicht invertierbar; folglich ist aber auch M, fiir a € {0, 1} nicht invertierbar.

Fiir « € R\ {0, 1} ergibt sich ferner

o a « 1 0 O
(M, | Es) ~ 0 1-aa 1—a| —1 1
0 0 a—1 0 -1 1
1
L, a1 . % 01 0
- 011 7 —a3 O
L1 1 1
a—1 0 0 1 0 —m E
100 s—a5 o O
- 011 ﬁ _ﬁ 0
B 1 1
001 ™
100 _04(1041—1) ﬁ 01
_ 1N .
II-III 8 (1) (1J a—1 01 a- a—1 - <E3 ‘ Ma)7
0 -5 o=
damit ist M, invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt
1 1
1 , _a({:vfl) a—1 01 s
0 N S
a—1 a—1

Alternativ 148t sich die Invertierbarkeit der Matrix M, mit Hilfe ihrer Determi-
nante iiberpriifen und gegebenenfalls ihre Inverse M ! iiber die zu M, komple-

mentédre Matrix M, berechnen: wegen

det (Ma) = = (@®+a*+a”) - (®+a+a’) =

Sarrus

S o 0
— = 9O
O ~ O

:2a2—a—a3:—a(a2—2a+1):—a(a—1)2



ist die Matrix M, genau dann invertierbar, wenn

det (M,) = —a(a—1>#0, also aeR\{0,1},

gilt, und in diesem Fall ergibt sich

3.6 a)

1
M7 = —— M,
“ det (M,)
1 +det(My,) —det(M},) +det(Ms)
@)\t det(Mfy) —det(Mjy) +det(M)
1 a—1 —a(a—1) 0
= —— | —ala—-1) 0 ala—1)
—a(a—1) 0 ala—1) —ala—1)
_04(041—1) ﬁ 0
= a1 0 -5
=

Eine Matrix M € R™*" (hier fir n = 3) ist genau dann invertierbar, wenn
fiir ihre Determinante det(M) # 0 gilt. Wegen

1 1 S

1 s
det(A)=10 1—s 0 2.2116(1—5%‘8 =
5 5 1
=(1-s)-(1-5°) = (1—5)°-(1+5)
und
-s s -1 1
det(B)=|0 -1 s| = §2.|° -
2 0 Q|3 %ie -1 s

=5 (=1)=5"(s—1)-(s+1)
fiir alle s € R ist

e die Matrix A genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1, 1} gilt, sowie
e die Matrix B genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1,0, 1} gilt.

Fir s € R\ {—1,0,1} sind geméf a) die beiden Matrizen A und B inver-
tierbar; folglich ist auch ihr Matrixprodukt A - B invertierbar und besitzt
damit vollen Rang. In diesem Fall ist also Rang(A - B) = 3, und fiir die
verbleibenden Fille ergibt sich:

e Fiir s = —1 ist

1 1 -1 1 -1 -1

A-B=|0 2 o]|-lo -1 -1]=
1 -1 1 1 0 0

0 -2 —9 0 1 1 01 1

— (0o =2 2] ~ [0 =2 2] " [0 0 0

0 2 2/ =2T\o 2 2/ \o 0 0

und damit Rang(A - B) = 1.



e Fiir s =0 ist

1 1 0 0 0 -1
A-B=(0 1 0})-{0 =1 0 | =
00 1 0 0 0
0 —1 0 -1 -1 0 1 1
0 0] ~ 10 O 1 ~ 0 0 1
0o/ " \o o o/ \o o0 o0
und damit Rang(A - B) = 2.
e Fiir s =1 ist
1 1 1 -1 1 -1 0 0 0
A-B=|(0 0 0 0 -1 1 ]=1000
1 11 1 0 0 000
und damit Rang(A - B) = 0.
3.7 Es ist
a b b a b b a b b
det(A) =| b a —a| = 1ba —-a | = 1b a -—a =
atb atb 2a ey 9 — bl T 0 0 34 p| %l
:(_1)3+3'(3a—b)'z Z':(3a—b)~(a-a—b-b):(a2—62)(3a—b),

die Matrix A € R3*3 besitzt nun genau dann den vollen Rang 3, wenn sie inver-
tierbar ist, also genau im Falle det(A) # 0, und es gilt

det(A) #0 < (a®—b°) Ba—b) #£0 <
= >V #0 und 3a—-0#0 < a*#b* und b#3a.

3.8 a) Die in Abhéngigkeit von a, b, ¢ € R mit (a,b,c) # (0,0,0) gegebene Matrix

b
A= c| e R3S
a

o o
QO

besitzt unter der Voraussetzung a + b + ¢ = 0 die Determinante

a c b
a c =

det(A) = = b
(DI at+b+c a+b+c a+b+c

o o9
Q0
S o o

a ¢ b a ¢
= (a+b+c)-|b a ¢c[=0-b a
a+b+c aus I N —r 11 1 11

=0

=0 o

=0

und ist folglich nicht invertierbar.



b) Fiir a = 0 ergibt sich mit Hilfe der Regel von Sarrus

det(A) = =0+ +0*) = (0+040) =b"+ ¢

o o O
OO
o0 o

da A als nicht invertierbar vorausgesetzt ist, gilt det(A) = 0, also b>+c* = 0,
woraus sich b* = —c¢® = (—¢)3 und damit b = —¢, also b+ ¢ = 0 ergibt. Mit
a = 0 ist demnach a + b+ ¢ = 0.

c¢) Fira=b=c=1 ergibt sich die Matrix
1 11
A=[1 1 1] e R¥3,
1 11
die wegen

Sarrus

1 1
det(A)=[1 1 1] = (1+1+1)—(1+1+1)=0
1 1

—_ = =

nicht invertierbar ist; es ist aber a + b+ ¢ = 3 # 0. Damit kann in b) auf die
Voraussetzung a = 0 nicht verzichtet werden.

3.9 Wir bearbeiten zunéchst die beiden Teilaufgaben a) und b) unter Verwendung
der Determinante det(M) von M und der zu M komplementéiren Matrix M:

a) Fir alle s € R gilt

1 s s°
det(M)=1|s> 1 s| =
s 82 1 Sarrus

=((P+4+(s7)°) = (5" 1-s+1-s5- " +s-5-1)) =
:1+$3+56—333:1—253+(53)2:(1—53)2.

Die Matrix M ist genau dann invertierbar, wenn det(M) # 0 ist; dies ist
wegen

det(M) =0 +— (1—53)2:0 = =1 = s=1

genau fir s € R\ {1} der Fall.
b) Fiir alle s € R ergibt sich fiir die zu M komplementire Matrix

. +det(My,) —det(Mi) + det(M)
M = | —det(Ml,) +det(Ms,) —det(M,) | =
+det(Mj;) —det(Mjy) + det(Miy)
1-s3 —s(1—s%) 0
- 0 1-s*  —s(1-5") ],

—s(1—s%) 0 1—s3



so dafl wir fiir alle s € R\ {1} die zu M inverse Matrix

1 __
ML= M =
det(M)
] 1—s% —s(1—3s% 0
=—" 0 1—s3 —s(1-8% )| =
1— s%)?
(1-+%) —s(1—s%) 0 11—
1 —s 0
1
:1 3 0 1 -—s
“F \-s 0 1
erhalten.

Alternativ lassen sich die Teilaufgaben a) und b) auch mit Hilfe elementarer
Zeilenumformungen 16sen: Es ist

1 s s> 100 )
(ME)=| s 1 s|010]|"2"!
s 2 1100 1) M
1 s s? 1 00
0 1—s% s—s*| —=s2 1 0
0 0 1—-s3| —s 0 1

zeilendquivalent und

O O =

1 1
Damit ist fiir s = 1 die Matrix M zur Matrix [ 0 O
00

folglich nicht invertierbar. Fiir s # 1 ist 1 — s® # 0, und man erhilt

1 s 52 1 00 L1
(M|Es)~| 0 1—-5% s(1—5%)| —s> 1 0 ~
0 0 R —s 0 1) Vs
1 s s° 1 0 0
52 1
8 g‘) ‘]S_ 1—s3 1—s3 (1) I::-H
__s 0
1—s3 1—s3
1 O O 1,133 _1j33 0
01 s| —-= 1 0 ~
1—s%  1—s3 —s.I11
00 1] —== 0 L
1—s3 1—s3
100 = —t5a 0
010 0 —= -5 | = (B M)
0 0 1 —1f83 0 1}33
Damit ist M invertierbar mit
1 1 —s 0
M=M= T 1 —s
-9 s 0 1

Die Bearbeitung fiir die Teilaufgabe c¢) ist unabhéngig von dem fiir die beiden
Teilaufgaben a) und b) gewihlten Losungsweg.



c) Fiir s # 1 ist M nach a) invertierbar; damit besitzt das lineare Gleichungs-

1
system M -x =bmit b= | 1] genau eine Losung, ndmlich
1
1 1 —s 0 1
r=M" b_l 3 1 —s 1] =
T \=s 01 1
I E 1—s 1 !
T 1- 8 Lo T 18 T l+s+s
1—s5 1
Fiir s = 1 gilt
1 1 1|1 11 1|1
Mpy=( 11 1] 1 |~1[00
11 1] 1 00 0|0
Damit ist
1—A—pu
L= A | A, peR
1

die Losungsmenge des durch (M|b) gegebenen linearen Gleichungssystems.

3.10 a) Fiir alle s € R gilt

1 s §°
det(M)Z S S =
82 s 1 Sarrus
:((13+ -5-52+32-5-5)—(32-1-32+1-s-5+s-s-1)):

s
:(1+34—|—s4)—(54—|—52+52):1—252+54:(1—52)2.

b) Die Matrix M; ist genau dann invertierbar, wenn det(M) # 0 ist; dies ist
wegen

det(M) =0 = (1-5?)"=0 = =1 < s=+1

genau fiir s € R\ {—1, 1} der Fall. Fiir alle s € R ergibt sich fiir die zu M,
komplementare Matrix

- +det(My,) —det(M},) ~+det(Ms)
M, = | —det(M],) +det(M,) —det(Mi,) | =
+det(Mi;) —det(Mjy) + det(Ms,)
1—s? —s(1 — s?) 0
= —s(1-s? 1—st —s(1—-35%)],



so dafl wir fiir alle s € R\ {—1, 1} die zu M, inverse Matrix

1 —
Mt = M, =
° det(M;)
| 1—s% —s(l—s? 0
=" —s(1 — s%) 1—st  —s(1—-35%) ] =
(1—s?) 0 —3(1—52) 1 —s?
1 —5 0
2
=——= |5 1+s —s
L= 0 —5 1
erhalten.

c¢) Nach dem Kriterium von Hurwitz ist die symmetrische Matrix M, genau
dann positiv definit, wenn ihre drei Hauptminoren

2

1 s s
):1—52 und det [ s 1 s | =(1—s%)?
s2 s 1

1 s

det (1) =1, det (8 1

positiv sind; dies ist aber genau im Falle 1 — s? > 0, also fiir s € |—1;1[.
Q2 (@ b (a b\ _ a’>+be ab+ bd
“\c d c d)  \ac+cd be+ d?
D -E,—S-A+A*=
- 10 a b a’+bc ab+bd\
—(ad—bc)~(0 1)_<a+d)'(c d)+(ac+cd bc+d2)_
_ (ad —bc 0 _ (ala+d) bla+d) . a’+bc ab+bd)
n 0 ad — bc cla+d) d(a+d) ac+cd be+d*)

B ad — bec — a® — ad + a® + be —ab — bd + ab + bd B
- —ac — cd + ac + cd ad —bc—ad —d*>+bc+d*]

(5 9) -0

b) Fiir ,<=" gilt im Falle S = 0 und D = —1 mit Hilfe von a)

3.11 a) Esist

und damit

0=D -Ey—S-A+A*=—Ey+ A?,  also A= Ey,
und im Falle b = ¢ = 0 und a* = d*> = 1 gemiB der Rechnung von a)
2
o  [a"+0bc ab+bd\ (1 0\
AT = (ac+cd be+d*)  \0 1 = B
Fiir ,=* wird A? = E, vorausgesetzt; im Falle S = 0 ergibt sich mit Hilfe
von a)

O:DEQ—SA+A2:DE2+E2:<D—|—1)E2, also D:—l,



und im Falle S = a + d # 0 erhélt man gemif der Rechnung von a)
a®>+be bla+d) (1 0
cla+d) be+d*) \0 1)’

also zunichst b = ¢ = 0 in der Nebendiagonale und danach a? = d*> = 1 in

der Hauptdiagonale.

3.12 a) Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix B € R** orthogonal diagonali-
sierbar. Wegen

—_ = = =

11
11
11
11

— = =
OO O
O OO
O O O
O O O

ist Rang(B + E,) = 1; damit ist Ay = —1 ein Eigenwert von B der Vielfach-
heit 3, und die Vektoren

—1 —1 —1

U1 = Vg = , U3 =

1
0 Y
0

O = O

0
0
1
bilden eine Basis von E = Eig(B; A;).

1
b) Wegen E = {x € R* | 2y + 23 + 23 + 24 = 0} ist EX =R -n mit n = 1
1

Wegen

—_ == O
— = =

1
0
1
1

— O = =

o

— o= =
|

W W W w

ist n ein Eigenvektor von B zum FEigenwert Ao = 3. Insgesamt besitzt also
B den dreifachen Eigenwert A\; = —1 sowie den einfachen Eigenwert \y = 3,
so daf} sich fiir das charakteristische Polynom

Xe(A) = A= ) (A=) =(A+1)° (A -3)

ergibt.
c) Fir b=0 gilt

det = det

> o 2
St o
St o
Q@ o
OO O
oo O
o OO
Q O OO
B~



und fiir b # 0 ergibt sich

ab b b a1

b a b b 4 3 11 4 ay
ety b o] =000 1 ey —b'XE‘(_E)_

bbb oa 111 e

—pt (—% + 1)3 (—% - 3) — (—a+b)*(—a—3b) = (a—b)*(a+3b).

Damit gilt fiir alle a, b € R

det = (a—b)*(a+30).

S o R
[Sa i R SIS
SR o
ISES IS

3.13 Eine Matrix A = (s1, So, 53, 84) € R™* ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spalten sq, s9, s3, 54 eine Orthonormalbasis des R* beziiglich des Standardskalar-
produkts o bilden; folglich sind die Matrizen A; und A, orthogonal, die Matrizen
Az und Ay wegen s; 0 s = 1 # 0 aber nicht.

Fiir alle A € R gilt

- 0 0 -1

0 —-x 1 0 B
0 —1 =X 0|1 Zeile
1 0 0 =X

X Aq ()\) = det(A1 — )\E4) =

-2 1 0 0 —Xx 1
=(=\)-|-1 =X 0|—(=1)-[0 -1 —A| =
0 0 )\ 1 0 0 3. Zeile
- 1 -2 1
f— — 2. . pu—
= (=N ‘—1 —)\‘+1 ‘—1 —)\‘
-2 1

_ ()2 _
= (N +1) 1
damit besitzt A; keinen reellen Eigenwert und ist damit insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist Ay als symmetrische Matrix (orthogonal) diagona-
lisierbar. Fiir alle A € R gilt

‘ S 241) (SN = (—1) = (24 1) > 0

1—A 1 1 1
0 2 — )\ 2 2 reiecks—
Xaz(A) = det(Ay = A By = | 0 3—)\ 3 Dma:t;x
0 0 0 4— X

=(1=2)-C=2-B=A)-@-N);

damit besitzt As die vier verschiedenen reellen Eigenwerte A\ = 1, A\ =2, A3 =3
und \; = 4 und ist daher als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar. Schliefllich gilt
fiir alle A € R

1—A 1 1 1
0 1—A 1 1 reiecks—
W =det(d=XE) =) o " Ty | R =)
0 0 0 1-—2A



3.14

damit ist Ay = 1 der einzige Figenwert der Matrix Ay; er besitzt die algebraische
Vielfachheit oy = 4, wegen

A= X -Ey=

OO OO
OO O =
O O ==
O = =

aber nur die geometrische Vielfachheit
7:4—Rang(A4—)\0-E4):4—3:1,

weswegen Ay nicht reell diagonalisierbar ist.

Wir nehmen zum Widerspruch an, es gebe zur Matrix
0 11
A=1|-1 0 2| eR¥®
0 0 3

eine invertierbare Matrix C' € R3*3, so da8

bll b12 b13
B - CilAC - O b22 b23 c RBXB
0 0 b

eine obere Dreiecksmatrix ist. Damit sind aber die Matrizen A und B zueinander
dhnlich und besitzen gemafl

xB(A) =det (B — X E3) =det (CT'AC — N E3) =
=det (C'AC — C"Y (N E3)C) =det (C7' (A= XE3) C) =
=det(C) ' - det (A — A E3) - det(C) = det (A — XA E3) = xa(A)

fiir alle A € R dasselbe charakteristische Polynom; dies steht allerdings im Wi-
derspruch dazu, dafl

bll —A b12 b13 Dreiecks-
XB(A) = 0 b22 - A b23 T (bn — )\) . (bgg — )\) . (bgg — )\)
0 0 b33 A matrix

in die drei reellen Linearfaktoren b;; — A, bas — A und b3z — A zerfallt, wahrend

-2 1 1

AN =]-1 —x 2 | = (3—)\)-)_1 e

3. Zeile

—A 1‘_
0 0 3-2A

=B=XN-((=N*=(-1)=0B=X1-(N+1)

neben dem reellen Linearfaktor 3 — A auch den quadratischen Faktor A\*+ 1 ohne
reelle Nullstelle beinhaltet. Folglich kann es keine invertierbare Matrix C' € R3*3
geben, so dafl B = C~'AC eine obere Dreiecksgestalt besitzt.



3.15

3.16

Nach Voraussetzung gibt es fiir die Matrix A € R™"™ eine Orthonormalbasis
by,...,b, des euklidischen R" aus Eigenvektoren von A; seien \q,..., A\, die zu-
gehorigen Eigenwerte. Damit ist P = (by,...,b,) € O,(R) eine orthogonale Ma-
trix, und mit der Diagonalmatrix D = diag (Aq,...,\,) € R™" gilt

P'"-A-P=D bzw. A=P-D-P',
wobei Pt = PT verwendet wird. Damit ergibt sich wegen D' = D dann
AT=(P-D-P") =(P) .DT-PT=P.D.PT = 4
folglich ist die Matrix A symmetrisch.

Eine Matrix M € R™ " ist genau dann symmetrisch, wenn M ' = M gilt, und
genau dann orthogonal, wenn M " - M = E, (oder gleichwertig M - M = E,,)
ist.

a) Die Matrizen

(1 0 (0 1 952
A_<0 _1) und B—<1 O)ER

sind (wegen det(A) = —1 und det(B) = —1) invertierbar und symmetrisch,

ihr Produkt
1 0 0 1 0 1
A-B = (0 —1) ' (1 0) - <—1 0)

ist allerdings nicht symmetrisch.

b) Eine symmetrische Matrix A € R?**? besitzt die Gestalt A = <Z lc)) mit

Koeffizienten a, b, ¢ € R, und fiir die zu A inverse Matrix gilt dann

1 c —b
A7l = . ;
o (5 2)
folglich ist auch A~! symmetrisch.
c) Esist

(CTAC) =CTAT(CT)T = crAc

folglich ist C'" AC' eine symmetrische Matrix.
d) Esist
(A-B)' - (A-B)=(B"-A")-(A-B)=B"- (A" -A)-B =

AT A=E,
—B'.Ey,-B=DB'".B=Ey

damit ist auch A - B eine orthogonale Matrix.
e) Esist

damit ist auch A~! eine orthogonale Matrix.



f) Die Matrizen

(10 (10 9%
A_(O 1) und C_<O 2)€]R

sind (wegen det(A) = 1 und det(C') = 2) invertierbar; dariiber hinaus ist A
(als Einheitsmatrix) sogar orthogonal, aber die Matrix

T (1 OY (1 0\ (1 0\ (10
= (5 5) (0 1) (0 2) = (0 )
ist etwa wegen det(CTAC) = 4, also det(CT AC) # +1, nicht orthogonal.

Damit sind die Aussagen a) und f) falsch, die Aussagen b) bis e) dagegen richtig.

3.17 Sind die beiden Matrizen A und B € R™*" &hnlich, gibt es also eine invertierbare
Matrix T' € R™™ mit B = T~1AT, so besitzen sie gemif

xB(A\) =det (B—\E,) =det (I 'AT — \E,) =
=det (T7'AT =T '(NE,)T) =det (T"" (A= \E,)T) =
=det(T) ' -det (A — NE,) -det(T) = det (A — A E,,) = xa()\)

fiir alle A € R insbesondere dasselbe charakteristische Polynom.

Zur Widerlegung der falschen Aussagen wéhlen wir fiir n = 2 speziell

_ 0 2x2
AO_(O 2)6R

sowie

11 . _ 1
Ty = <0 1) € GLy(R) mit T, = T

und damit

P (1 =1\ (1 0\ (1 1\ (1 =2\ /1 1\ (1 =1\
BO_TOAoTO_(o 1J\o2/\0o 1) " \o 2)\0o 1) \o 2)°
insbesondere sind also die Matrizen Ay und By zueinander dhnlich.

a) Ist A € R ein Eigenwert von A, so ist x4(A) = 0; folglich ist auch xg(\) = 0,
so dafl A auch ein Eigenwert B ist.

b) Fiir den Vektor v = ((1)

w900
(s 3)-()-(ex ()

damit ist v zwar ein Eigenvektor von Ag, aber nicht von Bj.

)ERQgﬂtv#Omit

und



f)

Ist A invertierbar, so ist A = 0 kein Eigenwert von A; geméf a) ist dann
A = 0 auch kein Eigenwert von B, weswegen B invertierbar ist.

Die Matrix Aq ist eine Diagonalmatrix, die Matrix By nicht.

Ist A = E, die Einheitsmatrix, so gilt
B=T"'E,T=T'T=E,.

Es ist
det(A) = xa(0) = x5(0) = det(B).

Damit sind die Aussagen a), ¢), e) und f) richtig, die Aussagen b) und d) dagegen
falsch.

3.18 a)

d)

Nach dem Determinantenmultiplikationssatz gilt det(A B) = det(A)-det(B);
da nun ein Produkt zweier reeller Zahlen genau dann 0 ist, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren selbst 0 ist, erhélt man damit in

det(AB) =0 <= det(A) -det(B) =0 <= det(A) =0 oder det(B) =0
die Behauptung.

Die Aussage ist falsch, denn fiir A = ((1] 8) und B = (8 ?) € R**2 gilt

zwar A # 0 und B # 0, aber dennoch AB = 0.
Zum Eigenwert A € R der Matrix A gibt es einen Eigenvektor 0 # = € R”
mit Ax = Ax. Damit gilt
A%z = A(Az) = A(\x) = M(Az) = A(A\z) = N
damit ist 2 # 0 Eigenvektor von A? zum Eigenwert \?. Weiter gilt
Alr = (AA*)z = A(A%2) = A(V?2) = N} (Az) = N2 (\x) = Mo

damit ist x # 0 Eigenvektor von A3 zum Eigenwert \?. Fiihrt man diese
Uberlegungen induktiv fort, so erhilt man, da  # 0 Eigenvektor von A*
zum Eigenwert \* fiir jedes k € N ist.

1 0

Die Aussage ist falsch, denn fiir A = ( 0 _1

A # —FE, aber dennoch A? = E.

) € R**2 gilt zwar A # E und

Damit sind die Aussagen a) und c) richtig, die Aussagen b) und d) dagegen falsch.

3.19 a)

Die Aussage ist richtig: so ist etwa

12 10 0 0
N R I P o o
1 — 23 9 2 — 23 9 vg_ 1 9 Vy = O
) 11 0 1



wegen

12 10 0 0 12 10 0
det(vy,v9,v3,v4) = —1 —17 0 0} Laplace —+t1 -1 =17 0| =

23 23 10 4.Spalte — —_— 23 23 1

5! 11 0 1 =1

La}iace (_1>3+3 1. 12 10

= - _17‘ =12+ (=17) = (=1)-10 = =194 £ 0
=1

eine Basis von R*.

Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix

_ 11 2x2
A_<1 1)ER

gemifl AT = A symmetrisch und damit insbesondere diagonalisierbar, wegen

11

@m@:L X

':1-1—1-1:0

allerdings nicht invertierbar.

Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix
_ 0 -1 2X2
A= (1 0 ) eR

0 -1
1 0

wegen

@m@:’ ':00—1«—n:1¢o

invertierbar; wegen

-\ -1

’:(—)\)2—1-(—1):)\2+1>0

fiir alle A € R ist allerdings A ohne Eigenwert und damit insbesondere nicht
diagonalisierbar.

Die Aussage ist richtig: sei A € R™" mit A3 = A. Fiir einen Eigenwert
A € R von A gibt es einen Vektor 0 # x € R” mit A-x = X\ -z, und es folgt

A2z =(AA)-z2=A-(A-x)=A-(\-2)=
=X A-2)=XA-N2)=A- N 2=\ 1

sowie

A x=(A-A*)-z=A- (A 2)=A-(\ -2)=
=M (A-x)=X-(N-2)=\-2) 2=\ 1

woraus sich wegen A% = A zunichst

Noao=Ac=A-2=\ =z,



also
N =N -x=N-2-X-12=0,

ergibt; wegen = # 0 folgt
0=X-A=X-NM-1=X-A=-1-(A+1)

und damit A =0 oder A =1 oder A = —1.



