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— Lo6sungsvorschlag —
2.1 a) Esist
1 -2 1 1 -2 1
A-N-BEy=1|-2 4 —2|™ (0o 0o o,
1 2 —1) "™ \o 0o o
also

Rang(A — \- E3) =1 < 3;

damit ist A = 3 ein Eigenwert von A, und fiir den Eigenraum ergibt sich

2 —1
Eig(A; ) =R-u; + R - uy mit u; = |1 und ue =1 0
0 1
b) Esist x # 0 mit
4 -2 1 —1 -7 —1
Ae=-2 7 2y (2]=(1a]=7-{2]:
-1 2 2 1 7 1

damit ist z € R? ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p = 7.

c¢) GeméaB a) sind u; und wusy linear unabhéngige Figenvektoren von A zum
Eigenwert A = 3, und geméB b) ist z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
p = 7; damit sind u;, uy, z linear unabhiingige Vektoren in R3, wegen
dim R3 = 3 also schon eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix A.
Folglich ist A reell diagonalisierbar, und mit der invertierbaren Matrix

2 -1 -1
P= (Ul,UQ,ZL‘) = 1 0 2 S GLg(R)
0 1 1

und der Diagonalmatrix

D =diag (A, A, p) =

oo w
o wo
N o o
m
e
W
X
W

ergibt sich die Beziehung P~*AP = D.



2.2 a)

b)

Mit Hilfe der Regel von Sarrus ergibt sich

2 -3 2
det(B)=1 =2 2|=(-4-6-2)—(—-4-4-3)=-1
1 —1 1
Fiir alle A € R gilt
2—\ =3 2
X5(A) = det(B—AE) = | 1 —2-X 2

I1—XA =14+ 0
1 —2-A 2
0 1+ —1-2A
-1 1 0

A=1)-(A+1)-|1 —2-x 2
(A+1) aus IIT 0 1 _1

I-1I
1111

(A=1) aus I

T =) (D) [(2 =0 = ((=2) + (<1)]
= —(A =17 (A +1);
wegen

s A) =0 <= —A-12-A\+1)=0 ()\zloder)\:—l)

besitzt die Matrix B genau die beiden Eigenwerte \; = 1 und \y = —1.

Wegen
boosz -1 L =3 114111 1 -3 2
B-ME=[1 -3 2| ~ [0 0 0 ~ 0 1 -1
1 -10/ " \o 2 -2 0 0 0
1
ist v; = [ 1] eine Basis des Eigenraums Eig(B;\;) der Matrix B zum
1
Eigenwert A\; = 1, und wegen
3 =3 2 1 -1 2 1 -1 2
B-ME=[1 -1 2| %3 -3 2|20 0 -4
1 -1 2 1 -12/ "\ 0 o
1
ist vo = | 1] eine Basis des Eigenraums Eig(B;\y) der Matrix B zum
0

Eigenwert A\ = —1.

Geméf b) besitzt die Matrix B nur zwei Eigenwerte, und geméf ¢) ist jeder
der beiden Eigenrdume von B eindimensional; damit gibt es hochstens zwei
linear unabhéngige Eigenvektoren von B, insbesondere also keine Basis von
R3 aus Eigenvektoren von B, so dafl die Matrix B nicht diagonalisierbar ist.



2.3 a)

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagonali-
sierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da A; = 1 eine doppelte Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms x () ist, ergibt sich fiir den Eigenwert
A1 = 1 die algebraische Vielfachheit a; = 2, und wegen Rang(B — A\, E) = 2
ist die geometrische Vielfachheit vy = 3 — 2 = 1; wegen v; < ay ist die
Matrix B nicht diagonalisierbar.

Fiir alle A € R gilt

1—A 0 1
xuN) =det(M —AE)=| 0 2—-X 0 —
-1 0 3\ 2. Spalte
=@M g
=20 B—4A+N+1) =2 (4—4X+2%) = (2= V)

.‘“A ! ':(2_A)-[(1—A)-(3—A)—1-(—1)}=

wegen
YA =0 <= 2-A)?=0 <= A=2

ist A\ = 2 der einzige Eigenwert der Matrix M. Wegen

-1 0 1 -1 0 1
M-XE=|0 0O0]~|0 00O
-1 01 0 00
1 0
sind v1 = | 0] und vy = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(M;\) der
1 0

Matrix M zum Eigenwert A = 2; die Eigenvektoren sind damit alle vom
Nullvektor verschiedenen Linearkombinationen von v; und vs, also alle Vek-
toren

M1
V= py vy g va = | o mit  (p1, p2) # (0,0).
H1

Geméf a) sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M linear unab-
hingig; damit existiert keine Basis von R?® aus Eigenvektoren von M, und
folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar, also nicht d&hnlich zu einer
Diagonalmatrix.

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagonali-
sierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da A = 2 eine dreifache Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms y () ist, ergibt sich fiir den Eigenwert
A = 2 die algebraische Vielfachheit o = 3, und wegen Rang(M — A FE) =1
ist die geometrische Vielfachheit v =3 — 1 = 2; wegen 7 < « ist die Matrix
M nicht diagonalisierbar, also nicht &hnlich zu einer Diagonalmatrix.



2.4 Fiir alle A € R gilt

1—\ 0 0
) =det(M —AE)=| 0 1-Xx 1 | =

1. Zeile

1 1 1—-A

1—A 1
1 1—A

= (=N [ 2=N] = A1 =) 2=

- — (=N [a- -1 =

wegen
XuM(A) =0 <= A=0 oder A=1 oder =2

besitzt M genau die drei einfachen Eigenwerte \; = 0, Ay = 1 und A3 = 2. Wegen

100 100
M—-—X\E=[01 1|~ 1[0 11
11 1 000
0
ist v; = [ —1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; A;) der Matrix M zum Eigen-
1
wert \; = 0, wegen
000 1 10
M—-—XE=100 1|~]0 01
110 000
—1
ist v = [ 1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; \s) der Matrix M zum Eigen-
0
wert \; = 1, und wegen
-1 0 0 -1 0 0
M—-—XE=10 -1 1 |~|0 —-11
1 1 -1 0 0 0
0
ist v3 = | 1 | eine Basis des Eigenraums Eig(M; A3) der Matrix M zum Eigenwert
1

A3 = 2. Damit ist vy, v, v3 eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix M
zu den Eigenwerten Ai, Ao, A3, so dafl sich mit der invertierbaren Matrix

0 -1 0
T = (’Ul, V2, Ug) = —1 1 1 S GLg(R)
1 0 1
und der Diagonalmatrix
000
D= dlag ()\1, )\2, )\3) =0 1 0] € R3X3
0 0 2

die Beziehung D = T~ MT ergibt.



2.5 a)

Wegen
2—A 4 5
N =det(M —AE)=| 0 1-x 1 -
9 _4 _5 _ )\ IIT+1
2—A 4 5 2—A 4 5
= 0o 1-x 1 = (=Nl 0 1-x1| =
Y 0 Y (=) aus III 1 0 1 Sarrus

=X [(2=N1=N+44+0)—(B(1 =N +0+0)] =
= AN =3A+2+4-5+5) =-A(N+2A+1);

fir alle A € R ist
xar(A) = =A% =227 — )

das charakteristische Polynom der gegebenen Matrix M.

Wegen
X)) = =AM +2 0+ 1) = -A (A + 1)

fiir alle A € R besitzt die Matrix M die beiden Eigenwerte A; = 0 und
Ay = —1.

e Da \; = 0 die algebraische Vielfachheit o; = 1 besitzt, ist auch die
geometrische Vielfachheit v; = 1 und damit der Eigenraum Eig(M, \)
eindimensional.

e Da \y = —1 die algebraische Vielfachheit ay = 2 besitzt, kommt fiir die
geometrische Vielfachheit 75 = 1 oder 75 = 2 in Frage; wegen

3 4 5 3 4 5 3 4 5
M- FEs=10 2 1 ~ 10 2 1 ~ [0 2 1
9 4 _4) i\ _% —§ I+ \g o o

ist
72 =3 — Rang (M — A\ E5) =3 —2=1;
damit ist auch der Eigenraum Eig(M, \2) eindimensional.

Folglich sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M, nédmlich ein Ei-
genvektor v; zum Eigenwert A\; und ein Eigenvektor vy zum Eigenwert Aq,
linear unabhingig; damit existiert keine Basis von R? aus Eigenvektoren von
M, und folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar.

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes iiber diagona-
lisierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da fiir den Eigenwert Ay = —1
die algebraische Vielfachheit ay = 2 nicht mit der geometrischen Vielfach-
heit v = 1 iibereinstimmt, ist die Matrix M nicht diagonalisierbar.



2.6 a) Furalle A € R gilt

Xa(A) =det(A—\FE) =

—2-N-] 0 1-x 1 -
0 0 9 _\ 1. Spalte
.‘1—>\ 1

PP EICEP VRS

wegen
xA(A\) =0 < A=1 oder \=2

besitzt A genau die beiden Eigenwerte \; = 1 und \y = 2. Wegen

1 000 1 000 1 0 00
1 011 0 011 0010
A=ME=11 00 1] ]ooo 1|7 o001
1 00 1 00 01 00 0O
0
bildet v, = (1] eine Basis des Eigenraums Eig(A; A1), und wegen
0
0O 0 0 O 1 0 0 O 10 0 0
1 -1 1 1 0 -1 1 1 0 -1 0 2
A=XB=11 o 117 o 0o -1 1|70 0 11
1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
0
bildet vy = ? eine Basis des Eigenraums Fig(A; \y). Da hochstens zwei
1

Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig sind, existiert keine Basis von
R* aus Eigenvektoren von A; folglich ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.

b) Wegen det(A) = x4(0) =4 # 0 ist die Matrix A invertierbar.

c) Da gemé$ a) hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig
sind, kann eine Basis des R* auch nur héchstens zwei Eigenvektoren von A,
etwa v; und vy enthalten. Mit B = (e1, vy, e3, v9) € R4 gilt

Dreiécks— 1111:1#0’

matrix

det(B) =

OO O
OO~ O
OoOR OO
— =N O

damit bilden ey, vy, e3, vy eine Basis von R*.



2.7 a) Wegen

-1 0 O 1 -1 0 0 1
-1 1 -1 1 11, TT1-1 0 1 -1 0
A-1-By= -1 1 -1 1 1v+31 0 1 —1 0] urm
3 0 —4 0 0 —4 0
-1 0 0 1 -1 0 0 1
- 0 1 =10 — 0 1 -1 0
0 0 0 O)Jmerv| 0O 0 —4 0
0 0 —4 0 0 0 0 O
st

Rang (A —1- Ey) =3 < 4;
folglich ist A\ = 1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen Viel-

fachheit
71 =4—Rang(A—1-E;) =1
Wegen
1 0 O 1 10 0 1
-1 3 -1 1 n+r,1+1 |0 3 2
A—(-1)- B = -1 1 1 1 Va1 01 2 oo TIT
3 0 —4 -1 00
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
. 01 1 2 . 01 1 2 . 01 1 2
03 -1 2 Jmsu]l0 0 —4 -4 w-mrt|0 0 —4 —4
0 0 —4 —4 0 0 —4 —4 00 0 0
ist
Rang (A — (—1) - Ey) =3 < 4;
folglich ist Ay = —1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen
Vielfachheit

72 =4 —Rang (A — (—1) - Ey) = 1.



b) Fiir alle A € R gilt

xa(A)

11

(A—1) aus III

Spalte
TI4-111

(A—1) aus II

Sarrus

A 0 0 1
1 2—)\ -1 1
det(A—A\FE) = 11 ]
3 0 -4 —2-)\
X 0 0 1
1 2—)X -1 1
0 A—1 1—2\ 0
3 0 4 2\
) 0 1
1 2—) -1 1
(A=1)- 0 | 0
3 0 -4 —2-\
A 0 0 1
1 1-X\ -1 1
(A=1) 0 0 -1 0
3 -4 -4 -2\
A 0 1
A=1)-(=1)-]-1 1—2x 1
3 -4 -2\
)\ 0 1
—(A=1)-[A—1 1-2) 0
3 4 2\
A 0 1
—A=1)-A=1)|1 -1 0
3 —4 —2-)\

—A=1)2 [AM=2=X)+0—4) — (=3+0+0)]

A=1)7 (N =2\ +1)

Die Matrix A besitzt gemifl b) wegen

A—1%-(A4+1)>%.

xaA) =0 <= A=1>-(A+1°=0 < A=1oder A= —1

genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = —1, welche gemif a) jeweils
die geometrische Vielfachheit 74 = 1 und 5 = 1 besitzen. Damit gibt es
hochstens zwei linear unabhéngige Eigenvektoren der Matrix A, insbeson-
dere also keine Basis von R* aus Eigenvektoren von A; damit ist A nicht

diagonalisierbar.

Alternativ konnte man auch mit dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Ma-
trizen argumentieren: geméfl b) besitzen die beiden Eigenwerte A\; = 1 und
Ay = —1 jeweils die algebraische Vielfachheit oy = 2 und as = 2, welche
damit nicht mit der in a) bestimmten geometrischen Vielfachheit 7, = 1
und 7, = 1 iibereinstimmen; v, < ay wie v, < g zeigt, daBl A nicht diago-

nalisierbar ist.



2.8 Fiir alle A € R gilt

1—A 0 0 0
1 1—=A 1 0
Xa(A) = det(A - AFE) = 1 0 2—X 0 |1 Zeike
1 0 1 1—A
1—A 1 0
0 1 11—\ 1. Spalte
- , [2=2 0

wegen
Xa(A) =0 <= A=1 oder A=2

besitzt A genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 2. Wegen

0000 1010
1010 0000
A=ME=1L1 65 10”1000 0
1 010 0000
0 -1 0
. 1 0 0] . . . .
sind v; = ol-2=11 | »=10]cre Basis des Eigenraums Eig(A4; \y)
0 0 1
von A zum Eigenwert \; = 1, und wegen
-1 0 0 0 -1 0 0 0 10 0 0
1 -1 1 0 0O -1 1 0 01 -1 0
A=2B=11"9 0 0|7 o 00 o7 oo 1 =1
1 0 1 -1 0O 0 1 -1 00 0 O
0
ist vy = 1 eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y) von A zum Eigenwert Ay = 2;
1
damit bilden vy, vy, v3, v4 eine Basis von R*. Mit der invertierbaren Matrix
0 -1 0 0
1 0 01
S = (v1,v9,v3,04) = 0 1 0 11¢€ GL4(R)
0 0 11
und der Diagonalmatrix
1 000
. 01 00
D = dlag (>\17)\17>\17>\2) = 001 0 € R4X4
000 2

gilt dann S~'AS = D.

-2,



2.9 Die Matrix A € R3*3 besitzt genau dann die (vom Nullvektor verschiedenen)

Vektoren vy, vy, v3 € R3 als Eigenvektoren zu den Eige

nwerten A, As, A3 € R,

A-vg= A3 3,

wenn
A-vp =X -y, A-vy = Ay -0,
zusammengefaf3t
A . (Ul,vg,vg) = (A . Ul,A . UQ,A . Ug) = ()\1 . U1,>\2 . Ug,)\g . Ug),
also

()  A-B=C

mit B = (Ul,vg,vg) € R*>3 und C = ()\1 . U1,>\2 . U2,>\3 .
hier gegebenen Vektoren

v3) € R3*3, gilt; fiir die

2 -1 2
vv=\11], wvu=1 2 und w3 = |1
-1 0 5
und Zahlen \; =0, A\ =1 und A3 = —1 ergibt sich also
2 —1 2 0 —1 -2
B=|1 2 1] eR*>3 und C=|(0 2 —1|eRrR>?
-1 0 5 0 0 -5
Wegen
2 -1 2|1 00 1 2 1lo010
BlE)= 1 2 1{o10| ~ [ 2 —12/100 |"3
1 0 51001/ \ -1 0 5/00 1 /)™
1 2 1/0 1 0 1 210 10
~[0 =5 0|1 =2 0 ~ 01 0|=L 2 ¢ | 3"
1 5 5 MI—2.11
0 2 6/lo 1 1/EDT\g 926l0 11
2 1 2 1
101 3 0 101 23 0
~l010/=% 20 010]=% 2 0] ~
" 1§ 1 ] &1 1 > P 1 ) m
0062 | 0 0 L L1
1oo[ L 1ok
~l010/-1 2 0 |=(B|B)
oo 1lg &2
ist die Matrix B € GL3(R) invertierbar, und es gilt
1 1 _1 10 5 -5
3 6 1
p'=p=|-1 § 0 =3 —6 12 0 | e R3S,
%5 % % 2 1 5
Folglich erh&lt man
(*) A-B=C <= A=C B,
also
0 —1 —2 10 5 =5 2 —14 —10
A=10 2 —-1]-—|-6 12 0 |=—|-14 23 =5 | e R®*3,
0 0 -5 2 1 5 ~10 -5 —25



2.10 Die gegebene Matrix

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; insbesondere stehen da-
mit Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht. Fiir das
charakteristische Polynom y,; von M ergibt sich fiir alle A € R

1—-X 2 0
(N =det(M —AE)=| 2 —Xx 2 | =
0 9 1— )\ Sarrus

= [ A1 =N +0+0] —[0+4(1—N) +4(1—-N\)] =
=(1=XN)-[-A1=-N—-4—4]=—A—-1)-(N>=X=8);
wegen

xu(A)=0 <= A=1 oder N> —-A—-8=0

1++/33
< A=1 oder )\:72\/3_
besitzt M die drei Eigenwerte \; = 1, Ay = % (1 + v/ 33) und Az = % (1 — \/ﬁ)
Wegen
0 2 0 b 020 Lie b 1 01
A-ME=|2 -1 2| ~ [2 0 2 ~ 010
0 2 0 0 00 000
-1
—1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 1, und wegen
1
1 /a3
2 (1 - 33) 2 0 Tund T1T-3 (1+4+/33)
M—X\E= 2 -3 (1+v/33) 2 ~
0 2 1(1-+/33) '
-8 1+v33 0 -8 1++v33 0
w8 —2(1+v33) 8| [0 —(1+v33) & |
0 1++v33 -8 0 1++33 =8
-8 1+v33 0 . -8 0 8
w0 —(1+v33) 8| [0 —(1+v33) 8
0 0 0 0 0 0
14++/33
ist vy = 8 ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \y = % (1 + \/3_3),
1++/33

fiir jeden Eigenvektor vz der Matrix M zum Eigenwert A3 = % (1 — 33) gilt nun
aufgrund ihrer Symmetrie v 1L v; und v3 Lvsy, so dafl

—1 1+ /33 -8
V3 = V1 X Vg = 0 X 8 = 2(1+\/§)
1 1++/33 -8



gewihlt werden kann. Damit bilden vy, vy, vz eine (Orthogonal-)Basis von R3
aus Eigenvektoren von M.

2.11 a) Fiir das charakteristische Polynom y4 von A ergibt sich fiir alle A € R

—A 1 2

Xa(A)=det(A—-—AE)=|1 2—-X 0 =
5 01— | @D

3—A 3—=X 3-2X 1 1 1
— 1 2-x 0 — 3-N-12-x 0| =
9 0 1\ (3=X) aus I 9 0 11—\ Sarrus

—(A=3)-[(C=XNA=XN)+0+0)—(22-XN)+0+(1-X)] =
—(A=3)- (P =3X+2—-44+2X-1+)X) =—-(A=3)(\*-3).

b) Die Eigenwerte der Matrix A entsprechen genau den Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms x 4; wegen

xaA)=0 <= A=3 oder N\ =3
= A=3 oder A=+V3 oder A= —V3

besitzt A genau die drei Eigenwerte \; = 3, Ay = V3 und \; = —V/3.

c) Wegen
-3 1 2 0 -2 2 1 -1 0
A-NE=]1 -1 M o oo ] "E o1 -1
2 0 -2/ " \0 2 —2/ 2l \o 0 o0
1
ist v1 = | 1] ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 3 mit dem
1

Eigenraum Eig(A; A1) = R - vy, und wegen

-3 1 2
A-nmE=[ 1 2-v3 0 @+y3
P 0 1-43) 0+vam

-3 1 2 _, -3 1 2
~l24v3 1 0| & 2 2 9
2 2

912V3 0 -2 IT+2-1 5

111
AN
L 101

111 1
[ =3 1 2| MR (0 1+\f 2+f
0 00

1
ist v = | =2 —+/3 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = V3 mit

1++3

dem Eigenraum Eig(A; A\s) = R - vy; fiir jeden Eigenvektor vz der Matrix



A zum Eigenwert A3 = —+/3 gilt nun aufgrund ihrer Symmetrie v3_Lv; und
v3_Lwvg, so dafl

1 1 3+2V3
V3 = V1 X Vg = 1 X —2—\/3 = —\/g
1 14+3 —3-/3

gewihlt werden kann und sich der Eigenraum Eig(A; A\3) = R - v3 ergibt.

2.12 Die gegebene Matrix

0 -1 -2
A=|-1 0 —2|eRr®>®
—2 -2 -3

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; fiir das charakteristische
Polynom y4 von A gilt

-2 -1 —2
Xa(A) =det(A—AE)=|-1 —X =2 | =
2 —2 —3— "
—A -1 —2 A1 2
S T N S S B A S TGS IRV D N B |
(1-X) aus IT Sarrus

-2 -2 =3-A 2 2 3+ A
=(1-=N[AB+N+0-4)—(4+0-(3+N)] =
= —A=DBA+X—4—4+3+ A =-A-1)(X\+4X-5) =
=—A=DA+5)A-1)=—(A=1)*A+5)
fiir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert A\; = 1
sowie den einfachen Eigenwert Ao = —5, so daB der Eigenraum Eig(A; \;) ei-
ne (Ursprungs—)Ebene mit dem Eigenraum Eig(A; \y) als Lotgerade (durch den

Ursprung) ist. Dies eroffnet die folgenden Bestimmungsmoglichkeiten fiir eine
Orthonormalbasis von R3 aus Eigenvektoren von A:

e Wegen
-1 -1 -2 -1 -1 -2 1 1 2
A-ME=|-1 -1 2| =" o 0o o] ~ [0o0o0
_9 9 _4 II1-21 0 0 0 1-(—1) 00 0
—1 —2
bilden vy = | 1 | und vy = [ 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A; \).
0 1
Damit ist aber
—1 —2 1
V3 = U1 X Uy = 1 X 0 =11
0 1 2

eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so daf§

vh=uvyxv3=[ 1] x|1]=] 2



wegen vh_L vz ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; mit vy Lo} ist. Folglich
ist

U1 1 (! vh 1 ! U3 1 (!

- 1], 2=—[1], 2=—|1
ol V2l o) Tl ~ VB ) Tl ~ VB \,

eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

1 1 1
/ V2 VB e
S:(M’v?’vg): = Tl eom
Joall ™ floall ™ [los]] 0 %
NER
und der Diagonalmatrix
1 0 O
D= dlag ()\1, )\1 )\2) = 0 1 0 € R3><3
0 0 =5
dann STAS = D ergibt.
Wegen
5 -1 =2 1 1 -1
A-NE=|-1 5 -2 > —1 5 —2| W&
9 —9 2 ) (3w \ 5 1 _of M
1 1 -1 1 1 -1 1 1 —1
~ 10 6 =3 ~ 0 6 -3 ~3 0 2 -1
0 -6 3/)"™"\oo0 o/ \o o o
1 —1
ist w; = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so dal ws = | 1
2 0

wegen wy o wy = 0 auf wy senkrecht steht und damit ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert \; ist; des weiteren ist

1 -1 -2
W3 = W1 X Wy = 1 X 1 = —2
2 0 2

wegen ws_Lw; ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; mit wq Lws.
Folglich ist

w1 1 1 Wo 1 -1 W3 1 -1

ol = V6 \y )" Teell ~ V2

= ~1
Twsl ~ V3 \

O =

eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

I .

S:( Wy W2 w3 ): f f _\f EOg(R)
[l flwal| ™ [Jws] W
V6 V3



2.13 a)

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\2, )\1, )\1) =

o O

oo

[
m
e
w
X
W

dann STAS = D ergibt.

Die gegebene Matrix
110
S=110 1| eR¥>
011
ist als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar und besitzt wegen

1—-Xx 1 0
Xs(A) =det(S—AE3)=| 1 =X 1 =
0 1 1— )\ Sarrus

= (-AA=N+040) = (0+ (1 =N+ (1-2) =
—(1=XN-(A+X=2)=—A-1)(A+1)(A-2)

fiir alle A € R die drei einfachen Eigenwerte Ay = 1, A\ = —1 und A3 = 2.

Wegen
0 1 010 1 01
S—ME;=|[1 -1 1 IIII”ItII 10 1] ~ 010
1 “\0o 00/ T \0 0O
-1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von S zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
2 10 210 210
S—=XE;=[11 1] ~ [0 3 1| ~ [0 5 1
012/ ™ \o 1 2/ ™™ \0 0 0
1
ist vo = | —2 | ein Eigenvektor von S zum Eigenwert Ay = —1, und wegen
1
1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
S —\E3 = 1 -2 1 > 0 -1 ~r 0 -1 1
0 1 -1/ ™\ o 1 —¢/mnly o o
1
ist v3 = | 1| ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A3 = 2; fiir die ortho-
1
gonale Matrix
S S O O
V2 V6 VB
P:<U1 2 UB)Z 0 —% 5| €0sR)
[oa]]” vzl [[vs]] IS
V2 Ve VB



und der Diagonalmatrix

1 0 0
D=\, Ay, A3) =10 =1 0] e R¥>?
0 0 2
gilt dann PTSP = D.
2.14 Die gegebene Matrix
5 -2 —4
S=1-2 8 2| ¢cRrR¥
—4 -2 5
ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; dabei ist zunéchst wegen
2 0 5 =2 —4 2 0
V1 = 1 7& 0 mit S"Ulz —2 8 —21 - 1 =10 :O"Ul
2 0 —4 -2 5 2 0

vy ein Eigenvektor der Matrix S zum Eigenwert A\; = 0. Ferner gilt

5—A -2  —4 9—X 2A—18 0
ys(A) =] -2 8-x —2| 2" _2 8-x -—2|=
4 =2 5=M"T 0 2a—18 9-2A
~(A—9) 2(A—09) 0 N -1 2 0
—| 2 8 — g | AL g2 lo 8- A —2| =
0 2N —9) —(\—g)| ATl 0o 2 -1
o A=92-[(8=N+0+0)—(0+4+4)]=-X-(A=9)

fiir alle A\ € R; damit besitzt die Matrix S neben dem (bereits bestimmten)
einfachen Eigenwert A\; = 0 den doppelten Eigenwert Ay = 9. Wegen

4 —9 4 29 1 2 29 1 9
S—NBEy=|-2 -1 —2| ~ [-2 -1 =2 10 00
4 —9 —4) 2T \q4 —9 —4) T\ 0 0

-1
0
)
)=

; damit ist aber

st

eine Basis des Eigenraums Eig(S,9

vy =1 X v3 = 1 X O =|—4
2 1 1

wegen vyl vy ein Eigenvektor von S zum Eigenwert Ay = 9 mit v Lvs. Folglich
ist vy, vy, v3 eine Basis von R3 aus paarweise orthogonalen Eigenvektoren der
Matrix S, so daf} sich mit der orthogonalen Matrix

2 1 1
3 T2 32
v vl v ) 1 i
TI 5 5 = a9 O - EOgR
(Hle AR R ®)
3 V2 3v/2



und der Diagonalmatrix

D = (>\17 )\27 )\2) -

oo o
o ©o o
© oo
m
7
W
X
W

gilt dann TTST = D.

2.15 Die gegebene Matrix
2 11
A=|1 2 1| eR>
11 2

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; fiir das charakteristische
Polynom y4 von A gilt

2— A 1 1
Xa(A) =det(A—\E) = 1 2\ 1 111
1 1 2_)\ IIT-1II
— 1 2— )\ 1 (—):aus )\_1)2‘ 1 9\ 1 _
0 A—1 1— ) A Dausll 0 1 _q| (DI
—1 1 0
:()\—1)2 0 4—)\ 0 —
0 1 1 2. Zeile
S RTERN I EEI ORI

fiir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert \; = 1
sowie den einfachen Eigenwert Ao = 4, so daB der Eigenraum Eig(A; \;) eine
(Ursprungs—)Ebene mit dem Eigenraum Eig(A; A2) als Lotgerade (durch den Ur-
sprung) ist. Dies eroffnet die folgenden Bestimmungsmoglichkeiten fiir eine Or-
thonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A:

e Wegen
1 1 1 1 11
A-nE=111 1% (o0 o0
111/ ™" \o oo
-1 0
bilden vy = | 1 | und vy, = 1) eine Basis des Eigenraums Fig(A; \;).
0 1
Damit ist aber
—1 0 1
V3 = V1 X Uy = 1 x| —-1]1=11
0 1 1

eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so daf§

vh=uvyxv3=[ 1 ]x[|1]=1]1



wegen vh_L vz ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; mit vy Lo} ist. Folglich
ist
o (! vh 1 ! U3 1 (!

= 1 s = s _— = 1
fl V2l o | Tl = Vo \ o) Tl ~ VB4

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A; da nach Defini-

tion des Vektorprodukts vy, v3, v = vy X v3 und damit auch die normierten
Vektoren

-1 ,

U1 1 U3 1 U5 1

= ]_ s = , —
lorll V2 \ losll V3 \ 4 loall V6 \ g

—_ =

ein Rechtssystem in R? bilden, ist die orthogonale Matrix

1 1 1

pe () [ 3 com
foull” Tresll™ Tt w8
V3 V6

wegen det(R) = 1 eine Drehmatrix, und mit der Diagonalmatrix
1
D= dlag ()\1, )\2, )\1) = 04 0 € R?’X?’
0 01

dann R'AR = D ergibt.

Wegen
-2 1 1 1 1 -2
A-MnE=11 =2 1| ~ |1 —2 1| &
L1 o) wm\ 5 ) i
1 1 =2 1 1 =2 1 1 -2
~ 10 =3 3 ~> 0 -3 3 ~ 01 -1
0 3 -3/ """ o 0/ \oo0 o
1 —1
ist w; = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so dal ws = | 1

1 0
wegen wi o wy = 0 auf wy senkrecht steht und damit ein Eigenvektor von A
zum FEigenwert \; ist; des weiteren ist

1 —1 —1
w3 = W1 X Wy = 1] x 1 =1|-1
1 0 2

wegen ws_Lw; ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; mit wq Lws.
Folglich ist
W1 1 1 W2 1 -1 ws 1 -1

— 1|, — 1], — 1
Tl ~ V3 ) Tl V2 o ] Tl = V6 \



eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

I S .
R < wq wo w3 ) _ f f _f € 03(R)
lwr ™ flwall™ [wsll o
V3 V6
und der Diagonalmatrix
4 0 0
D= dlag ()\2, )\1, )\1) = 010 € RBXB
0 01

dann R'AR = D ergibt. Gemif der Definition des Vektorprodukts bilden
nun w, we, w3z = wy X we und damit auch die normierten Vektoren

wq W2 w3

lwill™ flw2l” - wsll

ein Rechtssystem in R?, so daf} die daraus gebildete Matrix R € O3(R) die
Determinante det(R) = 1 besitzt und folglich eine Drehmatrix ist.

2.16 Die gegebene 4 x 4-Matrix

11 11

- i

A= 1 5 1 |€R
1 1 1 -1

ist gemiB AT = A symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar.

a) Fir \y = —2 ist

1111 1111
11 11 111 00 0O
A=A By = 11 11 Hlff,h}\/fl 00 0O0])

1111 0000

also
Rang(A — A\ - Ey) =1 < 4;
damit ist A\; = —2 ein Eigenwert von A, und
—1 -1 —1

_ o O



ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; \;). Fiir Ay = 2 ist

-3 1 1 1
1 -3 1 1
A=d-Ei=1 1 1 3 1 |
1 1 1 -3
1 -3 1 1 1 -3 1 1
- 1 1 1 -3 HfId)HfI 0 4 0 —4 R
1 1 -3 1 V431 0 4 -4 0 IV+2.11
-3 1 1 1 0 -8 4 4
1 -3 1 1 1 -3 1 1
- 0 4 0 —4 " 0 4 0 -4
0O 0 —4 4 w+r (0 0 —4 4 |
0 O 4 —4 0 O 0 0
also

Rang(A — Ay - Ey) = 3 < 4;

damit ist Ay = 2 ein Eigenwert von A, und

Ug =

—_ = = =

ist eine Basis des Eigenraums Fig(A; \2). Damit ist wy, us, us, uy bereits
eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A, so daB A keinen weiteren Ei-
genwert besitzen kann; dieser wiirde ja einen weiteren linear unabhéngigen
Eigenvektor beisteuern.

Wir konstruieren fiir jeden der beiden Eigenrdume jeweils eine Orthonor-
malbasis (beziiglich des Standardskalarprodukts)

Fiir den Eigenraum FEig(A, A\;) unterwerfen wir die in a) ermittelte Basis
dem Gram-—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

-1 —1
1 1 1 1
a; = Uy 0 mit ||a|| \/_, also b; Tl a; Gl
0 0
damit
-1 —1 -2 -1
0 1 1 1 —1 11 -1
— J— . f— _— ¢ — pr— 2 pu—
a2 = U9 <u20b1) b1 1 \/5 \/5 0 1 9 9
0 0 0 0
mit
-1
1 1 1 —1
= —v6 1 by = —— a9 = —
leall =3 V6 a0 b= =5 | 2 |
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und damit

a3:U3—(U3Ob1)'b1—(U3Ob2)'bgz

—1 —1 -1 —% —1
o 11 1 11 (=1 [—3] _1[-t
| o V2 V2| o Ve vel 2| -3 3|-1

1 0 0 1 3

mit

las| 12

-1
1 1 _
lasll = VI3, also by = —— a5 = ( a

damit ist by, by, b3 eine Orthonormalbasis von Eig(A; \;). Der Basisvektor
uy von Eig(A; \y) ist dagegen nur zu normieren mit

Damit ist by, by, b3, by eine Orthonormalbasis von R* aus Eigenvektoren der
Matrix A, und mit der orthogonalen Matrix

|lug|| =2, also by = —

—_
—_ = = =

-+t 1+ 1 1
M — (bla b27b37b4) - \65 l\/é _E i S 04(R)
NG 2 2
0 0 %ﬁ 1
2 2
und der Diagonalmatrix
-2 0 0 O
. 0 2 0 O
D = dlag()‘la )\17 )\17 )\2) = 0 0 -2 0 S R4X4
o 0 0 2

ergibt sich dann M " AM = D.

1
Fir A= 10 € R33 gilt
0

O = N
S Ot W

1-x 2 3
XA\ =det(A—XAE)=| 0 4—=X 5 |=(1-\(4—-\(6-2)
0 0 6-2\

fiir alle A € R; damit besitzt A die drei verschiedenen Eigenwerte \; = 1,
A2 =4 und A3 = 6 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.
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Fir B = € R33 gilt

o O
O =N
— N W

1-X 2 3
xs\) =det(B—AE)=| 0 1—-X 2 |=(1-))p°
0 0 1-2A

fiir alle A € R; damit besitzt B den Eigenwert A = 1 mit der algebraischen
Vielfachheit a = 3. Wegen

B —\E =

o O O
[enBN el V]
SN W

ist Rang(B—AE) = 2 und damit die geometrische Vielfachheit v = 1; wegen
v < « ist B nicht diagonalisierbar.
2 45
Die Matrix C' = [4 2 6| € R*® ist symmetrisch und daher (sogar
5 6 1
orthogonal) diagonalisierbar.
Wir zeigen, daf eine Matrix A € R**3, die der Bedingung A2 + A+ E =0
geniigt, keinen reellen Eigenwert besitzen kann und damit insbesondere nicht
reell diagonalisierbar ist. Zu einem Eigenwert A € R gibt es ndmlich einen
Eigenvektor 0 # v € R® mit A-v = \- v, und wegen

Av=A-(A-v)=A4A-N-v)=X-(A-v)=X-(A-v)=)\v
ergibt sich
0=(A"+A+E) - v=A"v+A-v+E-v=
:)\2-v+)\-v+1-v:()\2+)\+1)-v,

woraus wegen v # ()
NM4+A+1=0

folgt; diese quadratische Gleichung besitzt jedoch eine negative Diskrimi-
nante und folglich keine reelle Losung.

1 2 3
Die Matrix A= |2 0 2| € R*3ist symmetrisch und daher (sogar ortho-
3 2 1
gonal) diagonalisierbar.
1 11
Fir B= [0 2 1] € R¥3gilt
0 0 3

1—A 1 1
M) =det(B-AE)=| 0 2-x 1 |=(1-N2-NE-N
0 0 3—A



fiir alle A € R; damit besitzt B die drei verschiedenen Eigenwerte \; = 1,
A2 = 2 und A3 = 3 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

1 2 3
FirC= [0 1 2| € R¥3 gilt

001

1—X 2 3
xc(A) =det(C—=AE)=| 0 1—-X 2 |=(1-)\)?3
0 0 1-2A
fiir alle A € R; damit besitzt C' den Eigenwert A\ = 1 mit der algebraischen
Vielfachheit o = 3. Wegen
0 2 3
00 2
0 0 0

C—-)\E =

ist Rang(C' — AE) = 2 und damit die geometrische Vielfachheit v = 1; wegen
v < « ist C nicht diagonalisierbar.

Die Matrizen

(0 1 (1 0 952
A_(l O) bzw. B_(O _1)€]R

sind als symmetrische Matrix bzw. Diagonalmatrix insbesondere reell dia-
gonalisierbar, ihr Produkt

(00 0= (03

als Drehmatrix D, mit ¢ = 7 jedoch nicht; die Aussage ist demnach im
allgemeinen falsch.

2.19 Fiir die vier gegebenen Matrizen erhélt man:

e Fiir alle A € R gilt

1—A 2 4 7 11
0 3-X\ 5 8 12
on(\) =det (M, —AE)=| 0 0 6-X 9 13 | =
0 0 0 10-x 14
0o 0 0 0 15—
= (1=ANG=N (6= (10— ) (15— \);

Dreiecksmatrix

damit besitzt M; die fiinf verschiedenen Eigenwerte A\ = 1, Ay = 3, A\3 = 6,
A4 = 10 und A5 = 15, und ist demnach als 5 x 5-Matrix diagonalisierbar.

e Fiir alle A € R gilt

1
1
Xmp(A) =det (M —AE)=| 0 0 1-X 1
0 0 0 1-2)\
0 0 0 0 11—\
= =20 =XNT=N)A=X1=X=01=-X1>%

Dreiecksmatrix

1
1
1
1




damit besitzt My den einzigen Eigenwert A = 1 der algebraischen Vielfach-
heit a = 5. Wegen

My - \E =

OO OO
[N oNeNollS
OO O ==
O O ==
O = = =

ist Rang (Ms — A F) = 4, weswegen der Eigenwert A die geometrische Viel-
fachheit v = 5 — 4 = 1 besitzt; wegen v # « ist die Matrix My nicht
diagonalisierbar.

e Fiir alle A € R gilt

1—A 2 0 0 0
0 3—A 0 0 0
0 0 1 1-x 1 ["%e
0 0 1 1 1—A
3—A 0 0 0
0 1—A 1 1
=N 1 1—X 1 |1 Spale
0 1 1 1—A
1—A 1 1
—(1-NGB=-N-] 1 1-x 1 | =
1 1 1_)\Sau"rus

=1=-XNB=N-(1=2+1+1-1=XN)=(1=-X)—(1-)) =
=(1=NB=N-(1-3X+3N =N -1+3)) =
=(1=XN)B=X-BN=X)=(1-X)B=NN\;

damit besitzt Mj; den Eigenwert A\; = 1 der algebraischen Vielfachheit
a; = 1 (und damit auch der geometrischen Vielfachheit 7, = 1) sowie die
beiden Eigenwerte Ao = 3 und A3 = 0 jeweils der algebraischen Vielfachheit
as = ag = 2. Wegen

22 0 0 0
00 0 0 0
Ms—XE=|0 0 —2 1 1 |™3Y
o0 1 -2 1[|YV
00 1 1 -2
220 0 0 220 0 0
000 0 0 0 01 -2 1
wlo o0 =3 310 00 -3 3
001 -2 11"™Y1>0 00 0 o0
0 00 3 -3 0 00 0 0

ist Rang (M5 — A\ E)) = 3, die geometrische Vielfachheit von Ay = 3 also



Yo =5 —3 =2 = ay, und wegen

12000 12000
03000 03000
Ms—XsE=100 11 1[™"loo0o 111
o011 1] Y™loo0oo0o00
00111 00000

ist Rang (M3 — A3 F) = 3, die geometrische Vielfachheit von A3 = 0 also
v3 =5 — 3 = 2 = ag; folglich ist M3 diagonalisierbar.

e Fiir alle A € R gilt

-2 1 0 0 0
-1 =X 0 0 0
) =det (G =AB) = B0 2 T e
0 0 -1 -1 =X
—A 1 0 0 0
—1-=X0 0 0 0
|l 0 0 -x 1 1] =
0 0 —1 2\ 1 2. Zeile
0 0 -1 -1 =X
1 0 0 0
— (=)0 T T = gy, j —1)\ .
0 —1 =\ 1 | 1. Zeile 1 1 _)\’
0 -1 -1 =X

damit beinhaltet das charakteristische Polynom x s, (A) den quadratischen
Faktor A2 4 1 ohne reelle Nullstelle und zerfillt damit nicht vollstindig in
Linearfaktoren; folglich ist die Matrix M, nicht diagonalisierbar.

2.20 Fir alle A € R gilt

Ya(\) = det(A — AE) = ‘(2 “_“3” (2+Z) e

_‘(2_—2_& (2—§)+a‘:(<2—A>—a)'((2—A)+a)—a-<—a)=

= ((2— A)? —aZ) —(=a®)=2-N2—d’+a’=(2— N

damit besitzt A nur einen Eigenwert, ndmlich \g = 2 der algebraischen Vielfach-
heit ag = 2, und wegen

_ _((2—a)—2 a _(—a a\u-1(—a a
A )\OE_( —a 24a)—2) \—a a 0 0
besitzt dieser die geometrische Vielfachheit
2—1=1, fallsa#0

=2-R A—)NFE)= ’ ’

o ang ( 0 B) {2—0:2, falls a = 0.

Nach dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Matrizen ist nun A genau dann dia-
gonalisierbar, wenn ay = 7 gilt, also im Falle a = 0.
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Fiir alle A € R gilt

A ~1 0
t+1 41 _1_)\3.Spa1te
SN R SN S W Y WIS B | U g
t t+1-—X
=AM+ DN =tA=X+t) = —A+DA=t)(A=1).

Vieta

Die in a) gezeigte Zerlegung von x; in Linearfaktoren legt die folgende Fall-
unterscheidung nahe:

Fall 1: ¢ ¢ {—1,1}. Die Matrix A; besitzt die drei verschiedenen Eigenwerte
A1 = —1, Ay = tund A3 = 1 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.
Fall 2: t = —1. Die Matrix

Aq=1-1 0 0
0 0 -1

ist symmetrisch und damit als reellwertige Matrix auch diagonalisierbar.

Fall 3: t = 1. Die Matrix A; besitzt die beiden Eigenwerte A\; = —1 und
A2 = 1 mit den algebraischen Vielfachheiten a; = 1 und ay = 2. Wegen

-1 -1 0 110
Al—=E=11 1 0 ]~[001
2 2 =2 000

ist ro = Rang(A; — A2 FE) = 2. Fiir die geometrische Vielfachheit v, von Ay
gilt damit 75 = 3 —ry = 1 < ap; folglich ist A; nicht diagonalisierbar.

GemésB a) besitzt die Matrix Ay die drei verschiedenen Eigenwerte Ay = —1,
A2 = 0 und A3 = 1. Wegen

1 -1 0 200 100
Ag—ME=10 2 0]~ |0 2 0]~ |0 10
1 1 0 1 10 000
0
ist v1 = | 0 | ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1, wegen
1
0 -1 0 1 0 —1
Ag—E=10 1 0 |~ |0 1 0
1 1 -1 00 0
1
ist v = | 0| ein Eigenvektor zum Eigenwert A\, = 0, und wegen
1
-1 -1 0 110
Ag—XE=10 0 0 |~ 1001
1 1 =2 0 00



ist v, = | —1 | ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 1. Mit
0
01 1
P = <U17U27'U3> =0 0 -1 S GLg(R)
11 0
und
-1 0 0
D = diag()\l, )\2, )\3) = 0 0 0
0 01

gilt damit P~'Ay P = D.

2.22 Fiir alle A € R ergibt sich fiir das charakteristische Polynom y; der gegebenen
Matrix C; € R3*3

At t—2
0 0 2_)\3.Zelle
2N = een (o)
1 =X ’

dadurch wird die folgende Fallunterscheidung motiviert:

e Fiir t < 0 ist ¢ mit g(\) = A2 —¢ > 0 fiir alle A\ € R eine quadratische
Funktion ohne reelle Nullstelle; damit zerfallt x; nicht vollstdndig in Line-
arfaktoren, so daf§ C} nicht diagonalisierbar ist.

o Fiir t = 0ist x;(\) = (2—\)- A\? fiir alle A € R, so dal Ay = 0 ein Eigenwert
von C der algebraischen Vielfachheit as = 2 ist; wegen

00 =2 1 00
CO_)\Q‘Egz 1 0 —1 ~ 0 0 1
00 2 000

ist Rang(Cy — Ay - E3) = 2, so dal Ay = 0 die geometrische Vielfachheit
Vo = 3 — 2 = 1 besitzt. Wegen s # 75 ist Cy nicht diagonalisierbar.

o Fiirt >0 ist
W) = 2= N (W= (vVB?) = 2= (A + Vi) (A= Vi)
damit besitzt x; die Nullstellen
A =2 sowie A= —Vt<0 und )\3:\/Z>O.
Demnach besitzt die Matrix C} fiir
M#AN = 2#£V <= 441

drei verschiedene reelle Eigenwerte und ist demnach als 3 x 3-Matrix reell
diagonalisierbar. Fiir ¢t = 4 besitzt die Matrix Cy den Eigenwert A\; = \3 = 2
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der algebraischen Vielfachheit oy = 2 sowie den Eigenwert \y = —2 der
algebraischen Vielfachheit ay = 1 (und damit auch der geometrischen Viel-
fachheit v = 1); wegen

-2 4 2 1 -2 -1
Cob—M-E3=1 -2 1]~ {0 0 0
0 0 O 0 0 0

ist Rang(Cy — A1 - E3) = 1, so daB A\; = 2 auch geometrische Vielfachheit
v1 = 3 — 1 = 2 besitzt. Damit ist die Matrix C} reell diagonalisierbar.

Fiir das charakteristische Polynom x4 der Matrix A ergibt sich

—A 0 « Y
Ya\) =det(A—AE)=[0 2-X 0|=(2-)\)- 4l =
1 0 =X bo=A

=2-N)- VP -a)=-X+2XN+a)l-2a

fiir alle A € R. Da die Eigenwerte von A genau die Nullstellen von x4 sind,
legt die faktorisierte Darstellung x4(A) = (2 — ) - (\? — ) fiir alle A\ € R
die folgende Fallunterscheidung nahe:

Fiir a < 0 ist ¢ mit ¢(A\) = A\ — a > 0 fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstellen; damit ist A; = 2 der einzige Eigenwert
von A.

Fiir @ = 0 ist xa(A\) = —(A —2) - A\? fiir alle A € R; damit besitzt A die
beiden Eigenwerte \; = 2 und \y = 0.

Fiir o > 0 schlieBlich ist

Xa(A) ==(A=2) (A= Va) (A + Vo)

fiir alle A € R; damit besitzt A im Falle o # 4 die drei verschiedenen
Eigenwerte \; = 2, Ay = /a und A3 = —y/a sowie im Falle & = 4 die
beiden Eigenwerte \; = 2 und \y = —2.

Fiir o < 0 zerféllt das charakteristische Polynom x 4 nicht in Linearfaktoren;
damit ist A nicht diagonalisierbar. Fiir 0 < a # 4 besitzt A drei verschiedene
Eigenwerte und ist daher als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

Fiir @ = 0 besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 mit oy = 1 (und damit
auch 1 = 1) sowie Ay = 0 mit ay = 2; wegen

0 00

10
A-—XE=10 2 0]~ |0 1
100 00

o O O

ist Rang(A — A\ E) = 2 und damit 7 = 1. Damit ist A fiir & = 0 nicht
diagonalisierbar.
Fiir a@ = 4 schliellich besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 mit a; = 2

sowie Ay = —2 mit ap = 1 (und damit auch v, = 1); wegen
-2 0 4 1 0 =2
A-NME=10 0 0 |~ 100 0
1 0 =2 00 O



ist Rang(A — A1 F) = 1 und damit 7; = 2. Damit ist A fiir « = 4 diagonali-
sierbar.

Zusammenfassend ist also A genau dann zu einer reellen Diagonalmatrix
dghnlich, wenn « > 0 ist.

2.24 Nach dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Matrizen ist eine Matrix A € R"*"
genau dann (reell) diagonalisierbar, wenn

e ihr charakteristisches Polynom y 4 in (reelle) Linearfaktoren zerfallt und

e fiir jeden ihrer Eigenwerte \ die algebraische und geometrische Vielfachheit
iibereinstimmen;

insbesondere ist also eine Matrix A € R™*™ mit n verschiedenen (reellen) Eigen-
werten (reell) diagonalisierbar.

Fiir alle A € R gilt
a— A\ b 0
xa(x) =det(A—AE)=| 2 —a — \ b =
0 92 a_)\Sarrus
= ((@a=N?(=a=A)+0+0) = (0+2b(a—X) +2b(a—N) =
=(a=A) ((a=A)(-a—=X) —4b) = (a=X) (—a®+ A" — 4b) =
=(a—2A) ()\2—(12—46):(@—)\) ()xz—(a2+4b));

dies legt die folgende Fallunterscheidung nahe:

e Im Falle a® < —4bist a®?+4b < 0, und x4 enthilt den quadratischen Faktor
A2 — (a® + 4b) ohne reelle Nullstelle; damit zerfillt aber x4 nicht in (reelle)
Linearfaktoren, und die Matrix A ist nicht (reell) diagonalisierbar.

e Im Falle a? > —4bist a®> +4b > 0, und man erhélt die Faktorisierung
xal) = =0 = a) (A= Va? +45) (A + VaZ + 1)
und damit die Nullstellen
AN =a sowie Ao =Va2+4b und Ny =—Va2+4b;

dies legt die folgende Betrachtungsweise nahe:

— Sei zuniichst b # 0 und a® > —4b: wegen b # 0 ist a®> + 4b # a® und
damit A\; # Aa3, und wegen a® > —4b ist a* +4b > 0 und damit auch
Ao # As3; folglich besitzt M drei verschiedene (reelle) Eigenwerte und ist
damit als 3 x 3-Matrix (reell) diagonalisierbar.

— Fiir b = 0 gilt \; = Ay oder A\; = )3, so daB} die algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts A\; = a mindestens a = 2 (fir a = 0 sogar a = 3)
betrigt; da die Matrix

0O b 0 2 —2a b
A-ME=|(2 —2a b]~ |0 2 0
0 2 0 0 0 O

den Rang r = 2 besitzt, ist die geometrische Vielfachheit von \; = a
nur v = 3 —r = 1, und folglich ist M nicht diagonalisierbar.



— Fiir a®> = —4bist a®> +4b =0, so dal Ay = A3 = 0 ein Eigenwert von A
der algebraischen Vielfachheit ay > 2 ist; da die Matrix

a b 0 2 —a b 2 —a b
A—XNE=12 —a b]~10 2 a]~ |0 2 a
0 2 a a b 0 0O 0 0

den Rang r = 2 besitzt, ist die geometrische Vielfachheit von Ay = 0
nur v = 3 —r = 1, und folglich ist M nicht diagonalisierbar.

Zusammenfassend ist also die Matrix A € R3*3 genau dann reell diagonalisierbar,
wenn b # 0 und a® > —4 b gilt.

2.25 Fiir alle A € R gilt

1-x 1 1
Xy(A)=det(Y =AE)=| 0 —1-X =2
0 1 2=

=<1—A)~‘_11_A Q:QA‘:(l—)\)-[(—1—)\)-(2—)\)—(—2)~1]:

= (1= (2=2A+X+2)=(1=X)-A-A=1) == - (A=D1

1. Spalte

damit besitzt Y die beiden Eigenwerte \; = 0 mit a; = 1 und damit v; = 1 sowie
Ay = 1 mit ap = 2, und wegen

0 1 1 011
Y-XNE=[0 -2 2]~ 10 0 0
0 1 1 000

ist Rang(Y — A2 F) = 1 und damit 5, = 3—1 = 2. Folglich ist Y diagonalisierbar,
es gibt also eine invertierbare Matrix P € GL3(R) mit

P7YYP =D =diag (A1, \g, \g) =

o O O
O = O
_ o O

Damit ist Y = PDP~!, und wegen D? = D erhilt man
Y2 = (PDP Y = PDP'PDP~' = PD*P"' = PDP~' = Y;

folglich konnen wir S =Y wahlen.

_ 9 2 2X2
A_<2 6)ER

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

2.26 a) Die gegebene Matrix

9—-\ 2
26—\
=(9-AN(6-A)—2-2=X—15A+50= (A —5) (A —10)

Xa(A\) =det(A — \Ey) = )



fiir alle A € R besitzt A genau die beiden Eigenwerte \; = 5 und Ay = 10;

wegen
4 2 2 1
oo 1) =00

ist v; = (_21) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

1 2 ~1 2
A_ME?:(z —4)“<0 0)

ist vy = (?) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ = 10. Folglich ist

1 1 <_1) 1 1 (2)
w = — - = —— s w = — —_—
el VB 2 T RRRVAAN

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren fiir A.

Gemif a) ergibt sich fiir die orthogonale Matrix

T == (5 7) cou®

und die Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = (g 100) € RQXQ

die Beziehung T-!-A-T = D.
Mit Hilfe der Beziehung aus b) ergibt sich zunéchst
A=(T-THY - A(T-TY)=T-(T""-A-T)- T'=T-D-T™"

wir zeigen nun A" =T - D™ - T~ fiir alle n € N mit vollstindiger Induktion:
sn=1%
A'=A=T-D-T'=T-D"'-T"

Sn—n+ 14

A =AY A= (T-D"-T")-(T-D-T™") =
=7.-D"-(T""-T7)-D-T'=T-D"-D-T"'=T-D""". T\

W (5" 0N . (1 0
D‘(o 10")_5 <0 2")

Wegen

und



ergibt sich mit Hilfe von c)

1 (=1 2 1 0 1 /=1 2
n __ R 5 Ly At S =< L —
e (3 e ) ()
_5_"‘ -1.2\ (1 0\ (-1 2 sl 2nt2 41 2ntl 9
5 2 1 0 2 2 1 '

2n+1 -9 on + 4
—1V2"Jrl
%)

1
2.27 a) Fiir den Vektor v = | 1| € R3 gilt v # 0 und

1
1 2 s 1 s+3 1
Ag-v=1[s 1 2|-|1|=|s+3|=(s+3)-|1]| =Xs-v;
2 s 1 1 s+3 1

damit ist v ein Eigenvektor der Matrix A, zum Eigenwert Ay = s + 3 mit
A =0 << 5+3=0 << s=-3.

b) Die Matrix A, € R**3 besitzt genau dann den (vollen) Rang (A4,) = 3, wenn
sie invertierbar ist; wegen

1 2 s 1 2 S
det (As) =1|s 1 2| = |s 1 2 | =
2 s 1 TIT+1 3 519 sl HI+IT
1 2 5 12 s
=18 1 2 = (s4+3)-|s 1 2| =
s+3 s4+3 s+3 (s+3) aus III 11 1Sarrus
:(3—0—3)~((1—1—4—0—52)_(5—1-2—0—25)):(3+3),(82_3S+3)
mit ,
3 3.3
2
—3s+3={(s—5 S>>0
oo <5 2) t121

fiir alle s € R ist dies genau fiir

det (A;) #0 <= s+3#0 <= s# —3

der Fall. Fiir den verbleibenden Fall s = —3 erhélt man wegen
1 2 =3 1 2 =3 1 2 -3
Ag=|-3 1 2| " (0o 7 —7| - [0 7 =7

9 _3 1 II1—-21 0 —7 7 III4-11 0 0 0

schliellich Rang (A_3) = 2.



c)

2.28 a)

Im Falle s # —3 ist die Matrix Ay geméfl b) invertierbar, so daf§ das lineare
Gleichungssystem A,-x = v eine eindeutig bestimmte Losung besitzt; gemaf
a) gilt Ag-v = A -0, also

1 1 1 1
A (. )= (4 .0V = — ..o = [ —. =10 —
s ()\S v) N (As - v) X (As - v) <>\s )\S) v v =,

so daf3 in diesem Fall

1
s+3

1
etk

1
s5+3

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A, - x = v ist. Im Falle
s = —3 ergibt sich wegen

1 2 -3|1
A= -3 1 2 |1 III??;II
2 -3 1 |1/)"™
1 2 3] 1 12 3|1

-0 7 7| 4 w 07 =7 4
0 -7 7| =1 )"\ 00 o] 3

ein Widerspruch in der dritten Zeile, so daf in diesem Fall die Losungsmenge
L = () leer ist.

Sei v; € R? bzw. vy € R? ein Eigenvektor der Matrix A € R?**? zum Eigen-
wert A\; € R bzw. Ay € R; wegen \; # A\ sind v; und vy linear unabhéngig,
so dafl die Matrix S = (v, v9) € R?*? invertierbar ist. Mit

T=S8"1'eGLy(R) und D =diag(A;,\y) € R¥*?
gilt dann
A'S:A'(’Ul,vg): (A'Ul,A"UQ): (Al'vl,AQ'Ug):S'D,

also A = T~1DT; damit ist A reell diagonalisierbar.
Fiir das charakteristische Polynom x4 der Matrix A € R?*2 gilt

xa(A) = A% — Spur(A) - A + det(A);

wegen det(A) < 0 ergibt sich fiir die Diskriminante A dieses quadratischen
Polynoms

.

A = (= Spur(A))* — 4 - det(A) = (Spur(A4))* +4 - (— det(A)) > 0,
>0 =0
so daf} x4 zwei verschiedene reelle Nullstellen und damit die Matrix A zwei

verschiedene reelle Eigenwerte besitzt, weswegen A € R**? dann geméif$ a)
reell diagonalisierbar ist.



c)

229 a)

Die Matrix

_ 0 1 2x2
A_<O 0)6R

besitzt das charakteristische Polynom

-2 1

Xa(A) = det(A — AE) = ’ N

-

fiir alle A € R und damit den doppelten reellen Eigenwert A\; = Ay = 0; da

aber die Matrix
0 1
Anmean (0 )

den Rang r = 1 und damit der Eigenwert A\; = Ay = 0 nur die geometrische
Vielfachheit v = 2 — r = 1 besitzt, wihrend die algebraische Vielfachheit
a = 2 betrigt, ist die Matrix A nicht reell diagonalisierbar.

Fiir die in c) betrachtete Matrix A € R**? gilt

A2201-01:OO'
00 00 0 0/’
damit ist A2 reell diagonalisierbar, wihrend A selbst nicht reell diagonali-
sierbar ist.

Es ist A = 0 genau dann ein Eigenwert der Matrix A, wenn A = 0 eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms y4(\) = det(A — A E,,) ist, also
fiir det(A) = 0. Folglich ist A = 0 genau dann kein Eigenwert von A, wenn
det(A) # 0 gilt, was jedoch zur Invertierbarkeit von A gleichwertig ist.

Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R"*", so gibt es einen Eigenvektor
0 # x € R" mit Az = \z; damit ergibt sich

Ar=(AA)z=A(Az)=A (\z) = A(Ax) =\ (\x) =Nz,
€
so daB o # 0 auch ein Eigenvektor der Matrix A? zum Eigenwert A\? ist. Ist
zudem A invertierbar, so ist geméB a) der Eigenwert A # 0, und wir erhalten
_ (A1 _p-1 _p-1 _ -1
r=E,x=(A"A)z=A"" (Az) =4 ()\SL’))\ER)\ (A™'2),

wegen A # 0 also
Aty = "

damit ist 2 # 0 auch ein Eigenvektor der Matrix A~! zum Eigenwert A ~!.

Der Nachweis, dafl mit der Matrix A auch ihr Quadrat A? reell diagonali-
sierbar ist, 148t sich etwa durch eine der folgenden Uberlegungen erbringen:

e Ist A reell diagonalisierbar, so gibt es eine Basis by,...,b, von R"
aus Eigenvektoren von A; seien Ay, ..., \, die zugehorigen Eigenwerte.
GemiB b) sind by, . .., b, auch Eigenvektoren von A? zu den Eigenwer-
ten A\2,..., A2 esist also by, ..., b, eine Basis von R" aus Eigenvektoren

von A?; damit ist A2 reell diagonalisierbar.



2.30

e [st A reell diagonalisierbar, also &hnlich zu einer reellen Diagonalmatrix,
so gibt es eine invertierbare Matrix P € GL,(R) und eine Diagonal-
matrix D € R™*" mit D = P~'AP. Damit gilt

D*= (P'AP)* = PT'AP. P_LAP = P A%P,
—E

so dafl A% dhnlich zur Diagonalmatrix D? € R?*2 ist; folglich ist A? reell
diagonalisierbar.

Die Matrix

besitzt wegen
-2 1
-1

_\2
_)\‘_A +1#0

Xa(A) =det(A — \Ey) = ‘

fiir alle A € R keinen reellen Eigenwert, ist also insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist ihr Quadrat

o (0 1\ (0 1) _ (-1 0 2%2
A_<—1o —10)7\o 1)k
bereits eine Diagonalmatrix, insbesondere also reell diagonalisierbar.

Ist A € R ein Eigenwert der Matrix B € R™ ", so gibt es einen Eigenvektor
0 # v € R® mit Bv = \v; mit der Voraussetzung B? = E,, folgt

v = E,v = B*v = B(Bv) = B(A) = \Bv) = A\v) =\,

AER

und damit
No—v=0, also ()\2 - 1) v =0,

woraus sich wegen v # 0 dann

N —1=0, also N =1

und damit
A=1 oder A=-—1
ergibt.
Ist A = 1 der einzige Eigenwert der Matrix B, so ist insbesondere A = —1

kein Eigenwert von B. Fiir jedes z € R" gilt fiir v = x — Bx € R dann

Bv = B(z — Bz) = Br — B(Bx) = Bx — B’r =
=Br— FE,x = Bxr—x=—(x — Bzr) = —v=(-1)v,

also v = 0 und damit Bx = x; ansonsten wire v # 0 und A = —1 ein
Eigenwert von B im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ergibt sich

B = BE, = B(ey,...,e,) = (Bey,...,Be,) = (e1,...,6e,) = E,.



2.31 a)

b)

2.32 a)

Zu betrachten ist die affine Abbildung
fR*"=SR" f(x)=A-z+Db,
mit der Matrix A € R™™” und dem Vektor b € R". Fiir alle x € R" gilt

reFix(f) <= f(r)=2 <= A-rx+b=12 <
— A rx—ar=-b < (A-E,) v=-b

r=Fy,-x

damit stimmt die Menge Fix(f) der Fixpunkte von f mit der Losungsmenge
L des linearen Gleichungssystems

(A—E,) -x=-b (%)

mit der Koeffizientenmatrix A — E,, € R™"™ und der rechten Seite —b € R"
iiberein; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung;:

e Im Falle
Rang (A — F,,) < Rang (A — E,, | —b)

ist das lineare Gleichungssystem (x) unlosbar; folglich ist L und damit

Fix(f) leer.

e Im Falle
r = Rang (A — E,) = Rang (A — E,, | —b)

ist das lineare Gleichungssystem (%) losbar, und mit einer partikuléren
Losung x, von (x) ist dann

L:l‘p+L0,

wobei Ly den (n—r)—dimensionalen linearen Losungsraum des zugehori-
gen homogenen linearen Gleichungssystems

(A-FE,) -z=0

bezeichnet; folglich ist L und damit Fix(f) eine affine Teilmenge (ein
affiner Unterraum) von R™.

Es ist A = 1 genau dann ein Eigenwert der Matrix A, wenn
xa(l)=det(A—-1-E,) =0

ist; so ist A = 1 genau dann kein Eigenwert von A, wenn det (A — E,,) # 0
ist, die Matrix A — E,, also invertierbar ist. Damit ergibt sich fiir alle x € R"

so daf in diesem Fall f genau den einen Fixpunkt — (A — En)_1 - b besitzt.

Die Aussage ist richtig: ist ndmlich A € R ein Eigenwert von B, so gilt
det(B — X+ E,) = 0; damit ist aber auch det ((B — X+ E,)") = 0. Wegen

(B=X-E,) =B"—(\-E,)" =B —\-E,

folgt daraus det(B" — X - E,,) = 0, somit ist A auch ein Eigenwert von B'.



b) Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die Matrix

o 1 1 2X2,
5o (b eme

) € R? wegen

b= (D )(2) - () xos

ein Eigenvektor von B, wegen

e (1) ()= () mes

aber kein Eigenvektor von B'.

1
0

es ist zwar x = (

c) Die Aussage ist richtig: ist ndmlich B diagonalisierbar, so gibt es eine in-
vertierbare Matrix P € GL,(R) und eine Diagonalmatrix D € R™" mit
D = P~'BP; damit ergibt sich aber
DT = (P'BP) = PTBT (P =P BT (PT)""

mit der invertierbaren Matrix @@ = P € GL,(R) und der Diagonalmatrix
DT € R™" somit ist auch B' diagonalisierbar.



