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Klausurenkurs zum Staatsexamen (SS 2012):
Lineare Algebra und analytische Geometrie 1
— Losungsvorschlag —

1.1 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

2!L‘1 + 4ZL‘2 -+ 6ZL‘3 -+ 9l‘4 = 20
2[L‘1 + 5ZL‘2 + 7ZL‘3 + 12 Ty = 27
3ZL‘1 + 6ZL‘2 + 9!L‘3 + 141‘4 = 31

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

246 9| 2 246 912
A =125 712|271 | (o113 7| <
369 14 31 369 14/ 31
246 9] 20 246 9| 20
0113 7 |™(o113] 7 |"3™
000 12] 1 000 1| 2
246 9] 20 202 9] 16
0110 1 |"™=(o0o110]| 1 |7
000 1| 2 000 1| 2
2020 -2\,,/1010]|-1
0110/ 1 ~lo110] 1
000 1| 2 000 1| 2

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer ist x5 eine freie Variable,
und mit z3 = A € R beliebig erhalten wir fiir die drei gebundenen Variablen 1,

zo und x4 dann
e 11 +x3=—1,alsoxry =—1— A,
e 1o +x3=1,also xo, =1— A, und
o 1y =2;
folglich ist also
—1-A -1 -1

p={| T | aerd = +R-

A

1
0
2 2

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.



1.2 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

3x1 — 219 — 6x3 + 4dxy4 = 5
—x1 + 279 + 223 — 4dx14 = -3
201 — w9 — 4dx3 + 2x4 = 3

xrT — To — 2l‘3 + 2l‘4 = 2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

3 -2 —6 4 5

-1 2 2 -4 =3 TV
AN

2 -1 -4 2 3

1 -1 =2 2 2

(Alp) =

1 -1 -2 2| 2 1 -1 -2 2] 2

-1 2 2 —4 | =3 TT4+1 0 1 0 -2 -1 mI—21

2 1 —4 2 3 |72 -1 -4 2 3

3 -2 -6 4| 5 3 -2 6 4| 5

1 -1 -2 2] 2 1 -1 -2 2] 2

0 1 0o -2 —1 IV—31 0 1 0 -2 —1 111

01 0 2| 1| 7 1o 1 0 —2| -1 |vu

3 -2 6 4| 5 01 0 -2/ -1
1 -1 -2 2| 2 10 -2 0 1
0 1 0 -2 —1 I+11 0O1 0 =2 —1
o0 0 ol o |7 ]1oo o0 o] o
00 0 0/ O 00 0 0/ O

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer sind x3 und x4 freie Va-
riablen, und mit 3 = A € R und x4 = p € R beliebig erhalten wir fiir die beiden
gebundenen Variablen z; und x, dann

e vy —2x3=1,alsox; =1+2\, und

e 1o —2xy=—1,also zo = -1+ 2 y;

folglich ist also

1+2A 1 2 0

B —1+2pu -1 0 2
L= \ A\, peR = 0 +R- ) +R- 0
I 0 0 1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

1.3 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

1 + 2x9 — I3 =
To + 223 — 314 =

2x1 + 419 — 223 + w4 =
1 + x9 — 3wz + 3x4 =

—_w O =



betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1
01 2 =31 0 | m-2r1 01 2 =310 V-1
Mbb=1 94 5 103 " oo o 1|1]"~

11 -3 3 1 1 1 -3 3 1

1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1

0 1 2 =310 VI 01 2 —-3]20 1143111

0 O 0 1 1 00 O 1 1

0 -1 -2 3 0 00 O 0 0
1 2 -1 0| 1 1 0 -5 0| =5
01 2 01} 3 1211 01 2 0 3
00 0 1] 1 00 0 1 1
00 0 010 00 0 O 0

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar; genauer ist x3 eine freie Variable,
und mit x3 = A € R beliebig erhalten wir fiir die drei gebundenen Variablen 1,
zo und x4 dann

e vy —bHry3= b, alsoxr; =-5+5x3=—-5+5HA,
e 1o+ 2x3=3,also o =3 —-2x3=3—2)\, und

.Jj‘4:1;

folglich ist also

—5+5HA -5 5

3—-2A 3 -2

L= \ |AeR ) = 0 +R- 1
1 1 0

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

1.4 a) Fiir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem

2x1 + 929 — bxy + 1224 + 25 = 0
vy + 4dx9 — 223 +  bay =0
ro — x3 + 274 + x5 = 0

Ty + 51’2 — 31’3 + 6374 — Iy = 0

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten

290 -5 12 1 | 0 14 25 010

14 -2 5 0|0 |lraxl 29 -5 12 1 | 0
Mo=1491 192 10107 lo1-12 1]o0
15 -3 6 —1]0 15 -3 6 —1]0

14 -25 010 14 -25 010

n-21 01 -1 2 1 0 IV-I 01 -1 2 1 0
01 —-12 110 01 —-12 110

15 -36 —1]0 01 -1 1 =110



14 -2 5 0 0 14 -2 5 0 0
11 01 -1 2 1 0 v 01 -1 2 1 0
00 0 0 O 0 00 0 0 O 0
01 -1 1 —-11]0 00 0 -1 =210
14 -2 5 0 0 14 =25 0] 0
mewv | 01 =1 2 1 0 | or(-1 01 -1 2 110
A Ay
00 0 -1 =210 00 0 1 2|0
00 0 0 O 0 ( 00 0 O0O0|O0
14 -2 0 —-10| 0O 10 2 0 2 0
I-51V 01 -1 0 -3 O lr—4mx| O1 -1 0 =31] 0
mewv |00 0 1 2 0| oo o0 1 210
00 0 0 O 0 00 0 0 O 0

Da es genau zwei freie Unbestimmte, namlich x3 und x5, gibt, besitzt der
Losungsraum Ly des homogenen linearen Gleichungssystems die Dimension
dim Ly = 2. Eine Basis uq, us von Lg 143t sich etwa dadurch bestimmen, daf3
man fiir u; zum einen x3 = 1 und x5 = 0 und fiir us zum anderen z3 = 0
und x5 = 1 wihlt; dadurch ergibt sich

-2 -2
1 3
u =1 1 und up =1 0
0 -2
0 1

Fiir das gegebene inhomogene lineare Gleichungssystem

2.1’1 -+ 9.1’2 — 5.1’3 -+ 12374 + x5 = 3
vy + 4dx9 — 223 +  buay =0
To — w3 + 2m4 + w5 = 3
r1 + Sx9 — 33 + 6x4 — x5 = 3
ist der Vektor € R®> mit o = —12, 25 = 3 und 23 = 24 = 25 = 0 wegen
2-(-12) + 93 — 5-0 + 12:0 + 0 = =24 + 27 =3
(-12) + 4-3 — 2-0 + 5-0 —-12 + 12 =0
3 — 0O+ 20 + 0 = 3 =
(-12) + 53 - 3:0 + 6:-0 — 0 = —12 4+ 15 =3

eine spezielle (partikuldre) Losung.

Die Losungsmenge L eines inhomogenen linearen Gleichungssystems setzt
sich additiv aus einer speziellen (partikuldren) Losung dieses Systems und
dem Losungsraum Lo des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssy-
stems zusammen; damit ergibt sich hier

—12 —2 —2
3 1 3
L=xz+L=| 0 |+R-| 1 |+R-| 0
0 0 9
0 0 1



1.5 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T ) + )\374 = 2
Ty — )\1’3 + )\.T4 =0

—T1 -+ )\ZL‘g =0
) + )\2 Ty = 1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|b). Es ist

1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
0O 1 =X X | O 01 =X M| O
(Ax[b) = ~10 A 0]O0fuu|lo1 A X|2]|un
0 1 0 ) 1 01 0 )N 1
1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
— 01 =X A 0 — 01 =\ A 0 —
00 2X O 2 Jwv-m| 0 0 2\ 0 2 qm
01 0 XN|1 00 XN XN=X]|1
1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
. 01 =X\ A 0 - 01 =\ A 0
00 A\ 0 1 IV—III 00 A\ 0 1|’
00 A AX—X]|1 00 0 AA=1)] 0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Fiir \e R\ {0,1}ist A # 0 und A (A — 1) # 0, und wir erhalten
-~ AA—=1)zy =0, also 24 =0,
— Axrg3 =1, also l’gzi,
— 29— Axg+ Azy =0, also 9 = 1, und
—x1+ 29+ Axy =2, also 1 = 1.

Damit besitzt sich fiir jedes A € R\ {0, 1} das gegebene lineare Gleichungs-
(

1
system die einelementige Losungsmenge L = i
X
[ \0
o Fiir A = 0 gilt
110 0] 2
01000
000O0}]O0

wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das fiir A = 0 gegebene
lineare Gleichungssystem unlosbar.

e Fiir A =1 gilt

(A[b) ~

o O O

e i N SR
—

O O ==

O = O N



damit ist x4 eine freie Variable, und mit x4y = a € R beliebig ergibt sich
r3 = 1 sowie 9 — 23+ x4 = 0, also 29 = 1 — «, und x1 + x5 + x4 = 2, also
r1 = 1. Somit ist

1 1 0

1 -« 1 —1

L= 1 laeR ) = ) + R 0
a 0 1

die Losungsmenge des durch (A;|b) gegebenen Gleichungssystems.

1.6 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

r, — x9 + sr3 + Ty = 1
To — 2 T3 + Ty =

r, — 229 + sry — 2sx4 = —1

T + 2(s—1)x3 + 3Bz4 = 2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (Ag|b). Es ist

1 -1 s 1 1
0 1 —2 1
(Aslo) = 1 =2 S —2s | —1
1 0 2(s—1) 3 2
1 —1 s 1 1
0 1 —2 1
AN
-1 0 —1 0 —2s—1 —2
1 0 2(s—1) 3 2
1 -1 s 1 1
0 1 -2 1 0
PONN
V-1 0 -1 0 —2s—1 -2
0 1 s-—2 2 1
1 -1 s 1 1 1 -1 s 1 1
— 0 1 -2 1 0 . 0o 1 =2 1 0
IIT4+11 0 O -2 -2s| =2 IV—II 0O 0 -2 —-2s| =2
0 1 s—2 2 1 0 0 s 1 1
1 =1 s 11| 1 1 -1 s 1 1
0 1 -2 1|0 0O 1 =2 1 0
s ~r
— L 0 0 1 s| 1 |fw-sm| O O 1 s 1
0 0 s 1 1 0O O 0 1-—s? 1—s

Dies legt die Fallunterscheidung 1—s% = 0, also s = 1 oder s = —1, und 1—s2 # 0,
also s ¢ {—1,1} nahe:

Fiir s =1 gilt
1 -1 1 11} 1
0O 1 -2 110
0 0 0O 0| 0

mit x4 = A € R beliebig erhélt man



e r3txry=1alsors=1—x4,=1— A,
e 1o —2x3+1x4=0,also0x9 =223 —24,=2(1—-X)—A=2-3\, und
o 11 —wytaztay=1lalsor; =l4+a—x3—24 =14+(2-3N)—(1=N)=\ =

2—3\;
2—-3X\
o 2 -3\ D .
damit ist L; = 1\ | A € R} die Losungsmenge fiir s = 1.
A
Fiir s = —1 gilt
1 -1 -1 1 1
0o 1 -2 1 0
Al g o 1 1|1 |
0O 0 0 0 2
damit ist das Gleichungssystem fiir s = —1 nicht losbar; es ist L_; = ().

Fiir s ¢ {—1,1} ist 1 — s® # 0, und wir erhalten

2 _ _d1-s _ 1
o (1-sY)azy=1-s,alsory=1=5=1,
_ 1 I B |
o r3tsyy=1lalsors=1-swxy=1-s 75 =15,
_ _ 9. 1 1 _ 1
e o —2x3+x,=0,also 10 =223 — 14 =2 T 1+s_1+s’und
1 1 1 1
® U1 —TotSx3try = 1, also T = 1+.’L‘2—SSL’3—LIZ‘4 = 1+1_+S_81_+s_1_+s = 1—_‘_8’
1
damit ist L, = { —— ! die Losungsmenge fiir s ¢ {—1, 1}
s 1+s 1 g g ) .
1

1.7 a) Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T 4+ 1o 4+ sx3 = 2
1 + Sszy + w3 = —1
sty + x2 + w3 = —1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (Ag|b). Es ist

11 s]| 2 1 1 s 2
1s 1] -1 |5 |0s-11-s|-3|"%"
s 1 1] -1 s 1 1| -1
1 1 s 2
0 s—1 1—s -3 ey
0 1—-s 1—-s2| —1—-2s
11 s 2
0 s—1 1—s -3 ;

0 0 2—-s—s>| —4—2s

wegen
s—1=0 «— s=1



und
2—5—8"=2+5)(1-8) =0 = s=-2 oder s=1
legt dies die folgende Fallunterscheidung nahe:
o Firse R\ {-2,1}ist s—1#0und 2 —s—s*= (24 s)(1 — s) # 0,
und wir erhalten

— (2-s— 8"y = —4 =25, abo a5 = =% = oy = o,
—(s—=1Daxy+ (1 —s)zz3 = =3, also x5 = ﬁ(—B—(l—s)-s%l) =
—:11 und
— @t atsry=2als0x =2— (=) —s- 2 =L
Damit ist
—1
1
L= —1
s—1

2

die Losungsmenge des durch (Ag|b) fiir ein s € R\ {—2,1} gegebenen
Gleichungssystems.

o Fir s = —2 gilt

1 1 -2 2
(Ab)~ | 0 =3 3 | =3 |;
00 0] 0

damit ist z3 eine freie Variable, und mit x3 = A € R beliebig ergibt
sich —3xy +3x3 = —3, also 19 = A + 1, sowie 1 + 19 — 223 = 2, also
r1 = A+ 1, es ist also

A1
L= [A+1]]|reR
A

die Losungsmenge des durch (A_5|b) gegebenen Gleichungssystems.
o Fiir s =1 gilt
1 1 1 2
(A1)~ 0 O 0| =3 |;
0 00| —6
aufgrund des Widerspruchs in der zweiten (oder dritten) Zeile ist das
durch (A;]b) gegebene Gleichungssystem nicht 16sbar, es ist also L = ).
Ist » = Rang(A) der Rang der Koeffizientenmatrix A, so ist d = 3 — r die

Dimension des Losungsraumes des homogenen Gleichungssystems A -x = 0.
Da sich geméfl den Berechnungen unter a)

1 1 S
A~ 10 s—1 1—s
0 0 2—5— g2

ergibt, treffen wir erneut die folgende Fallunterscheidung:

o Firse R\ {-2,1}ist s—1# 0 und 2 — s — s? # 0, woraus sich r = 3
und damit d = 0 ergibt.



e [iir s = —2 erhalt man

11 -2
A~ [0 =3 3],
0 0 0

woraus sich r = 2 und damit d = 1 ergibt.

e Fiir s = 1 erhalt man
1 11

A~ [0 0 0],
000

woraus sich » = 1 und damit d = 2 ergibt.

1.8 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

r1 + A+ zy + 2 z3 + 2Mzy = 2
r1 + Axy + Ax3 + Axy = 1
I + )\ZL‘Q + 2)\ XT3 + 2)\ Ty = 2
I + )\ZL‘Q + )\l‘g + 2)\ Ty = ]_

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|by). Es ist

1 A+1 2\ 2X\ | 2 1 A AA 1
(Asby) = 1 A A 1 1ol 1 A+1 2\ 2X\ | 2
1 A 2 20\ | 2 1 A 2 20 | 2
1 A A 20| 1 1 A A 2201
1 A X M| 1 1 A A 0] 1
-1 01 X A1 -1V 01 XN O] 1
IH—mV—I 00 X A1 H—IV,N?H—IV 00 XN O] 1
000 A O 00 0 AX|O

1 A0 0] 0 1.0 0 0] 0

1111 01 0 0] 0 J1=ax)] O1O0O0]O0

m-m | 0 0 A O 1 00 XN O] 1

00 0 AX|O 000 A O

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir A =0 ist
1 0 0 01] 0
01 0010
00 0O07}]O0
und damit

Rang(Ap) = 2 < 3 = Rang(Ao|bo),
folglich ist das lineare Gleichungssystem unlésbar.

e Fiir A # 0 ist das lineare Gleichungssystem wegen

Rang(A,) = 4 = Rang(A,|b»)



l6sbar, wobei fiir die Losungsmenge L, dann
dlm(L,\) =4— Rang(A,\|b,\) =4-4=0

gilt; die eindeutige Losung bestimmt sich zu

0
0
Iy = 1
X
0
1.9 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem
ry + 2 rs — Ty = —2
201 + w9 + Tuas = -3
—3x1 + 239 + ary = 8
Ty + 2 To + 8 rs + 3 Ty = b
betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|by). Es ist
10 2 —-1] =2 10 2 —-1] =2
2 1 7 0 =3 | m-21 0 1 3 2 1
Aulb) =1 23 5 ¢ 8 | 7| -32 0 al 8
1 2 8 3 b 1 2 8 3 b
1 0 2 -1 -2 1 0 2 -1 —2
11431 01 3 2 1 V-1 0 1 3 2 1
0 2 6 a—3 2 0 2 6 a—3 2
1 2 8 3 b 0 2 6 4 b+ 2
1 0 2 -1 —2 1 0 2 -1 —2
11211 0 1 3 2 1 IV 211 0 1 3 2 1
00 0 a—7 0 00 0 a—7| 0
0 2 6 4 b+2 0 0 0 0 b

Damit ist das lineare Gleichungssystem genau dann l6sbar, wenn b = 0 gilt; dabei

ergibt sich

e fiir a = 7 wegen

1 02 —-1| =2
01 3 2 1
00 0 O 0
—2—=2X+pu
die Losungsmenge L = 1_31_2# | A, p € R} sowie
1
o fiir a # 7 wegen
1 0 2 -1 —2 1 02 —-1| =2
0 1 3 2 1 L 01 3 2 1
(Aalbo) =10 0 0 a7 0 T looo 1] o0
0 0 0 0 0 00 0 O 0



—2-2)

die Losungsmenge L = L _)\3 A A eR
0
1.10 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem
2 Ty + T2 =0
T 4+ 219 + 3 = 0
To -+ 2!L‘3 + g = 0
r3 + axy = f

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeflizientenmatrix (A,|bg). Es ist

2 100]0 210010
| r210[0 |uzr[0 32 10| 0 |m-3n
Aalbs) =1 5 1 9 10| ™ |o121]o0 i
001 alp 001 al|p
210 0[]0 210 0 0
W0%1001\/;%1110%1 0 0
003 1|0 003 1 0
001 affp 000 a-2]28

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
. Fﬁra#%ista—%;é()unddamit
Rang(A,) = 4 = Rang(A,|bg),

weswegen das lineare Gleichungssystem genau eine Losung besitzt.
° Fﬁra:%undﬁ#()ist

Rang(A,) = 3 < 4 = Rang(A.|bs),
weswegen das lineare Gleichungssystem keine Losung besitzt.
° Fﬁra:%undﬁz()ist
Rang (Ag) =3 = Rang (A%|bo> ,

weswegen das (wegen by = 0 sogar homogene) lineare Gleichungssystem
einen Losungsraum L der Dimension dim(L) =4 — 3 = 1 besitzt; wegen

210 07] 0
032 10]0
<A%‘b°) Tloot1fo
00 0O0]O0
ist x4 eine freie Variable, und einen Basisvektor von L erhélt man etwa durch
die Wahl x;, = 4 mit %.Tg + x4 = 0, also x3 = —3, sowie %ZUQ + x3 = 0, also
To = 2, und 2x; + x5 = 0, also 1 = —1, und folglich ist
-1
2
L=R- 3



111 a)

Fiir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem A -z = 0 mit der
Koeffizientenmatrix

-1 5 4 —6
2 -3 -1 5
A= 3 1 4 2
4 =2 2 6

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|0); dabei
ergibt sich

-1 5 4 -6 0
N 2 =3 -1 5 0 421
(A]0) = 3 1 4 2 0 HI+3I V441
4 -2 2 6 0
-1 5 4 -6 0 4 -6 0
- o 7 7 =7 0 %Nil 0 1 -1 0 -
0 16 16 —16 | O 0 16 16 —16 | O
0 18 18 —18 | O 0 18 18 —18 | 0
-1 0 -1 =110
1511 0O 1 1 —-17]20
I—16-11, TV—18-11 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Damit sind die beiden Variablen x3 und z, frei, so daf man den Lésungsraum

erhalt.

Fiir eine Matrix A € R™*" ist genau dann das lineare Gleichungssystem
A-x = b fir jede rechte Seite b € R™ losbar, wenn Rang(A) = m erfiillt ist;
da hier

Rang(A)=2<4=m

gilt, gibt es Vektoren b € R*, fiir die das lineare Gleichungssystem A -z = b
unlosbar ist. So ergibt sich etwa fiir b = e3 mit den obigen Umformungen

1 5 4 —6/| 0 15 4 =610
29 -3 -1 5|0 0 7 7 =710
Aoy=1 5 1 4 o1 [~ 0 1616 —16] 1|
4 -2 2 6 |0 0 18 18 —18| 0
1 5 4 —61|0 10 -1 —-1]0
o1 ol ot =1]o |
0 16 16 —16| 1 00 0 o011}’
0 18 18 —18| 0 00 0 010

wegen Rang(A|b) = 3 > 2 = Rang(A) ist also das lineare Gleichungssystem
A-x =0 fiir b= ez unlosbar.



1.12 Fiir jeden Spaltenvektor b = b € R* gilt
3
by
1 4 10| bh 1 410 by
| -1 =2 0 0 by | 11 0 2 1 0] by+by | 11
(Afp) = 1 422 b |7 1 42 2 by
-1 =2 1 2] Iy -1 -2 1 2 by
1 410 by 1410 by
0 2 1 0| by+b Vil 0 2 1 0 by+b IV-II
0 0 1 2| bs—10 001 2| b3—10
-1 -2 1 2 by 0 2 2 2| by+b
1410 by 1410 by
0 2 1 0| by+b IV 0210 bs + by
0 01 2| bg—"b 0 01 2 bs — by
001 2| by—0by 0 0 0 O by—by—10bs+10by
a) Damit besitzt das lineare Gleichungssystem A -z = b genau dann keine

1

Losung, wenn by — by — by + by # 0 gilt; somit ist L = () fiir b = 8 e R4

0

Das lineare Gleichungssystem A - x = b besitzt genau dann (mindestens)
eine Losung, wenn by — by — bg + by = 0 gilt. In diesem Fall erhélt man aber

(A~ | o

damit ist x4 eine freie Variable, und das lineare Gleichungssystem besitzt
schon unendlich viele Losungen. Folglich kann es kein b € R* gegen, so dafl
das lineare Gleichungssystem A -z = b genau eine Losung besitzt.

Es ist

1 4101 1 41011
-1 -2 0 0] 1 02101 2
Abr=1"1 422[ 1|~ |oo12]0]
-1 -2 1 2] 1 000O0}O0
mit x4 = A € R beliebig erhélt man
o 13=—2x4,=—-2)\,
e 209 =2—1w3=2+4+2\ alsoxys =14+ A\, und
e x1=1—4dxs—w3=1—-4(1+AN)+2X=-3-2\
Damit ist
—3—-2A -3 -2
B 1+ A |1 1
L= o) |AeR 3 = o | TR 2
A 0 1



die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

1.13 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 11 1
A,=|—-a 1 2] firaeR und b= |2
-2 2 a 3

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|b). Es ist

11 1] 1 11 1 1
Ap) = =a 1 2| 2] " [0 14a 24a| 24a | ~
9 9 g4 3 II142-11 0 4 2+a 5 III<11
11 1 1 11 1 1
0 4 2+al| 5 - o 4 2+a 5
0 14+a 2+a| 2+a ) ™\ 0 4(1+a) 42+0a) | 4(2+0)
11 1 1
~ 0 4 24a ) ,

=T\ g 0 (3—a)(244a) | 3—a
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
o Fiirae R\ {-2,3} ist 3 —a # 0 und 2 + a # 0, und wir erhalten
- (B3—a)(2+a)xs=(3—a), also z3 =

—4x2+§i—gz5,alsox2:1,

L
2+4a?
_ L
24a”
Damit besitzt das gegebene lineare Gleichungssystem genau eine Losung mit
1

—x1—|—1+ﬁla:1,alsox1:

" 2+a
L, = 1
1
2+a
e Fiir a = —2 gilt
11 1)1
(Alb)~ 1 0 4 0| 5 |;
00 0] 5
wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das gegebene lineare Glei-
chungssystem fiir a = —2 unlosbar.
o Fiir a = 3 gilt
11 11
(Aslb)~ | 0 4 5| 5 |;
00 0] O
damit ist x3 eine freie Variable, und mit x3 = A € R beliebig ergibt sich
4x9+5\ =5, also x9 = 2—2)\ sowie x1+2—2)\+>\ =1, also z; = —i+i)\.
Somit ist
1,1 1
Ly = PN | AeRy=[ 53 | +R-| -5
A 0 4

die Losungsmenge des durch (Asz|b) gegebenen Gleichungssystems.



1.14 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 2 3 1
A=12 t 7 und b=13
3 t+2 t+4 4
betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b); dabei ergibt
sich
1 2 3
A =12 + 7 v
3 t4+2 t44 | 4 )
1 2 3 2 3 1
w0 t—4 1 o -4 |1 ],
0 t—4 t-—5 1 0 0 t—61 0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
o Fiirt e R\ {4,6} ist t —4 # 0 sowie t — 6 # 0 und damit

Rang(A|b) = 3 = Rang(A),

weshalb das lineare Gleichungssystem A - x = b losbar ist; da keine der
Variablen frei ist, ist das System eindeutig losbar.
o Fiir t =4 ist
12 3 1 2 3|1
(Alp)~ [ 0 0 1 Moo 1)1 ],
00 =20 00 0] 2
und wegen

Rang(A|b) =3 > 2 = Rang(A)
ist das lineare Gleichungssystem unlosbar.

e Fiirt =06 ist

12 3] 1 1020
Ay~ o211 | 1o21]1],
0000 0000

und wegen

Rang(A|b) = 2 = Rang(A)

ist das lineare Gleichungssystem losbar; da fiir die Losungsmenge L dann
dimL =3 —Rang(A)=3—-2=1

gilt, ist das System mehrdeutig 16sbar, und es gilt

+R- [ —3

~
I
o= O



1.15 Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 -2 3 8 1
A=|-1 3 a—-3 —12 und b=10
2« 6 a? 6
betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b); dabei ergibt
sich
1 =2 3 8
Ab)=| -1 3 a—-3 -12 pos
2« 6 o | 6 )M
1 -2 3 8 1
wlo 1 o —4 |1 | "
0 a+4 0 a2—16| 4 ) "eroH
1 0 342« 0 3
~ | 0 1 o —4 1
00 —a(a+4) ala+4) | —«
a) Fiir o = —3 ergibt sich ferner
10 =3 0 3
(Ap)~ [ 0 1 =3 —4]| 1 IIItLIIIII
00 3 -3[3)"
100 —=3] 6 100 =36
010 =74 ~ 010 =741,
003 =3[3/™s\001 -1]1
so daf3
6+ 3 A
44+TA
L= 1+ |AeR
A

die Losungsmenge des Gleichungssystems darstellt.
b) Wir treffen die folgende Fallunterscheidung:
o Fiir o € R\ {—4,0} gilt —a(a +4) # 0 und damit

Rang(A|b) = 3 = Rang(A);

folglich ist das Gleichungssystem losbar, und fiir die Dimension des
Losungsraums ergibt sich 4 — Rang(A) = 1.

e Fiir « = —4 ergibt sich

10 -5 013
(Ab)~ [ 01 —4 —4| 1 |;
00 0 04

wegen Rang(Alb) = 3 # 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem nicht
losbar.



e Fiir a = 0 ergibt sich

103 013
010 —4|1]|;
000 010

wegen Rang(A|b) = 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem losbar, und
fiir die Dimension des Losungsraumes ergibt sich 4 — Rang(A) = 2.

1.16 Das lineare Gleichungssystem A -z = b mit der Koeffizientenmatrix A € R™*"
und der rechten Seite b € R™ ist genau dann losbar, wenn

Rang(A) = Rang(Al|b)
gilt; in diesem Fall gilt fiir die Dimension d des Losungsraumes

d =n — Rang(A).

Hier ist
1 2 0 « 1
A=12 6 -2 0] eR¥™ und b= 0 | eR.
3 6 a o 34+
a) Wegen
1 2 0 « 1
A= 2 6 -2 0 0 11111;2’-11
36 a o’| 348 -
1 2 0 « 1
s 0 2 -2 —2« —2
00 a o®>-3a| B

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
e Im Fall o # 0 ist
Rang(A) = 3 = Rang(A|b);
damit ist das Gleichungssystem (unabhingig von [3) losbar, und es gilt
d=4-3=1.
e Im Fall a =0 ist

2, falls 8 =0,

R A) =2 d R Alb) =
ang(4) =2 wnd  Rang(A[D) {3’ Bl 5 20

damit ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn = 0 ist, und
esgilt d=4—-2=2.

b) Im Fall a« = 8 = 0 ergibt sich

12 0 0] 1 10 2 0 3
(Ap)~ [ 002 =2 0| =2 | ~ | 02 -2 0] -2 |;
00 0 0 0/ \00 0 0|0



1.17 a)

damit sind x3 und z4 die freien Unbestimmten, und man erhélt die Losungs-
menge

32\
L= A;1 A pER
W
Im Fall a = g = 1 ergibt sich
12 0 1| 1
Ay~ 02 =2 —2| =2 | ~
0 0 1 _9 1 11+4-2-111
120 1|1 100 7|1
020 6|0~ (020 -6|0]:
001 —2|1/"\oo0o1 -2]1

damit ist z,4 die freie Unbestimmte, und man erhélt die Losungsmenge

1-7A
3\
=11 0aa| e

A

Die Matrix A € R3*3 ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist;
wegen

~
N}

RV (62 4 t) — (282 + 12+ 317) =

Sarrus

1t
det(A) =t 2 t
1t 3

44 2 Satz von 2 2
=t'=5t246 " =" (7 -2) (#* - 3)

ist dies genau dann der Fall, wenn > # 2 und ¢? # 3 ist, also genau fiir
te R\ {£v2,£V3}.

Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem betrachten wir die zugehorige
erweitere Koeffizientenmatrix und erhalten

1t 2|1 1 t 2 1
A=t 2 ¢]2 " 02— t—]2-¢ ],
1 ¢ 3[1/)™"\o o 3-¢| 0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiirt € R\ {:I:\/ﬁ, j:\/§} ist die Koeffizientenmatrix A € GL3(R) in-
vertierbare und damit das lineare Gleichungssystem eindeutig losbar;
wegen 2 — t2 # 0 und 3 — 2 # 0 ergibt sich

— zunéichst (3 — t?) z3 = 0, also z3 = 0,
2—t
— dann (2 —t?) 2o+ (t — %) 23 =2 — 1, also @y = CETY und

— schlieBlich zy 4+ txs + t? 23 = 1, also

2—t  (2-t)—t2—t) 2-2t
2—12 2 — 12 S22

1’1:1—t



zusammen also

2
2—t
L = 5

e Fiir t = +/3 ist 12 = 3 und damit

1t 3 1
(Alb)~ | 0 =1 —2t|2—t | ~
O 0 O 0 I+¢-11

1 0 3—2¢|1+2t—+¢°

|0 -1 —2¢ 9t -~
0 0 0 0 (-1
1 0 —3]2t—2
w01 2t t—2 |:
00 0 0

wegen Rang(A) = 2 = Rang(A | b) ist das lineare Gleichungssystem
losbar, und fiir die Losungsmenge L mit dim L = 3 — Rang(A4) = 1
ergibt sich

2t -2 3
L=1|t-2 | +R-[-2¢
0 1

e Fiir t = +/2 ist t2 = 2 und damit

1t 2] 1
(A1)~ | 0 0 —t]2—t | ~
00 1] 0 <
1t 2] 1 1t 2] 1
~ oo 1] 0 ~ 00 1| 0 :
00 —t|2—¢ /)™ V00 o0]l2—1¢

wegen 2 — t # 0 ist Rang(A) = 2 < 3 = Rang(A | b), und damit ist das
lineare Gleichungssystem unlosbar.

x
1.18 Esist P = | y | € R? genau dann ein gemeinsamer Punkt der drei Ebenen
z
Ey o x—iy—Qz—i-l:O
E2:2x—gy—5z—)\20
Es 4z + Ay — 62z — p = 0

wenn seine Koordinaten den drei Ebenengleichungen geniigen, er also Losung des
inhomogenen linearen Gleichungssystems

r — iy - 2z = -1
20 — %y — b5z = A
dr + Ay — 6z = L



mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (Ab) fur

1 -1 -2 -1
A=(2 -2 5| eR*™ und b=|[ X |€eR’
4 N —6 I

1 -1 -2
4
det(A) =12 =2 —5|=(15+5—4X)—(20—5X+3) =X —3,
D N

so daB fiir A € R\ {3} die Matrix A wegen det(A) # 0 invertierbar ist; folglich
ist in diesem Fall das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem eindeutig
l6sbar, die drei Ebenen E;, Fs und F3 schneiden sich also in genau einem Punkt.

Fiir die hier zu betrachtenden Félle mufl also A = 3 gelten, und dabei gilt

1 -1 —2]-1 4 -1 -8 |—4
4 41 -1
(A)=(2 =3 =53 | = |4 5 106 |
4 3 —6|p )M \4 3 —6]|u B
4 -1 —8| —4 4 -1 —8| —4
0 —4 =2 10 | ~ [0 —4 -2/ 10 |,
0 4 2 |p+4)"™V N0 0 0 |p+14

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fiir p € R\ {—14} ist u+ 14 # 0 und damit
Rang(A) = 2 < 3 = Rang(Alb);

folglich ist das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem unlésbar, und
die drei Ebenen E;, Fy und E5 haben keinen gemeinsamen Punkt.

e Fiir p = —14 ergibt sich

4 -1 —8|—4
(Ab)~ | 0 —4 —2|10 |,
00 010

so daf} das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem wegen
Rang(A) = 2 = Rang(A|b)

l6sbar ist und die Losungmenge L die Dimension 3 — Rang(A) = 1 besitzt.
Folglich schneiden sich die drei Ebenen E;, E5 und Fj5 in der Geraden

4 15
L=|-4|+R-|-4
3 8



1.19 a) Wir betrachten fiir das durch die beiden Parameter a, b € R gegebene lineare

Gleichungssystem
ry + (2-())1’2 — 2373 = 1-b
To — 223 + x4 = a-—1
211 — 2bxy + w3 — x4 = 3—a—20b

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten

1 2-b -2 0 1—b
0 1 -2 1 a—1 —~
9 2% 1 —1|3—a—2p )"

1 2-b -2 0| 1-b
~lo 1 =2 1 |a-1 s
O _4 5 _1 1 _a I11+4+4-11
1 2-b -2 0| 1-0
s 0 1 -2 1 a—1 s
0 0 -3 3| 3a—3 ) (=5

1 2-b -2 0 1-0
~ | 0 1 -2 1 a—1
0 0 1 -1 1-a

Damit ist das lineare Gleichungssystem losbar, und besitzt in x4 genau eine
freie Variable; folglich ist die Losungsmenge L eine (affine) Gerade. Fiir
eine partikuldre Losung z, des inhomogenen Gleichungssystems (also einen
Tréagerpunkt von L) ergibt sich fiir x; = a dann

e x3—xy=1—aqa,alsoxs=(1—a)+z4=1,

e 1y —213+ax,=a—1,alsoxy=(a—1)4+ 223 — x4 =1,

e 1+ (2—b)ayg—2z3=1—b,alsor; =(1—-b) —(2—0b)xs+ 223 =1,

insgesamt damit

=011 a);

fiir einen Basisvektor u des Losungsraums des homogenen Gleichungssy-
stems (also einen Richtungsvektor von L) ergibt sich fiir 24 = 1 dann

o 13— x4 =0,also x3 =124 =1,

e o —2x3+x4=0,also 9 =223 — 14 = 1,

o 11+ (2—b)wy—2x3=0,also x1 = —(2—b)zy+ 223 =0,
insgesamt damit

wu=0b 11 1)".
Folglich erhélt man
+A-

L=z,+R-u= | eR

Q = ==
_ = =



b)

120 a)

Der Punkt
1+ Ab
1+ A

B ) €l

a-+ A

A

@H?—‘?—‘
=== o

fiir ein A € R liegt genau dann in der Hyperebene H des R* mit der Glei-
chung
1+ X9+ T3+ X4 :0,
wenn
T+ A)+(14+N)+(1+AN)+(a+A) =0,

also
(b+3)A+(3+a)=0  bzw. (x) (b+3)A=—(3+a)

gilt; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir b # —3 besitzt (%) genau eine Losung, ndmlich A = —:;’Jrig; folglich
ist L N H ein Punkt.
e Fiir b = —3 besitzt () die Gestalt 0 = —(3 + a) und damit
— fiir a # —3 keine Losung, weswegen dann L N H leer ist, sowie
— fiir a = —3 die Losungsmenge R, weswegen dann L C H gilt.

Wir betrachten fiir das durch ein Parameterpaar (s,t) € R? gegebene lineare
Gleichungssystem

1 + Ty — 2x3 = §°
271 + w19 — 3x3 = st
3 ry — 3 i) = t2

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix; wegen

1 1 -2 &2 1 1 -2 s2
9 1 =3 st | "3 0 —1 1| st—2s2 | "!
3 -3 0] ¢ 3 -3 0 12

1 1 -2 52

w0 =1 1] st—2s | "S"
0 -6 6| t2—3s2
11 -2 2
~ 0 —1 1 st— 252

0 0 0| t?—6st+9s
ist das Gleichungssystem genau dann lésbar, wenn
t?—6st+9s=(t—35)°=0

gilt, also im Falle ¢ = 3 s. Damit ist aber die Menge

zz{(s,t)ER”t:?’s}:R'(;)

eine Gerade in R?; es handelt sich im s—¢-Diagramm um die Ursprungsgerade
mit der Steigung 3.



b) Sei nun (s,t) € £, also t = 3 s; wegen

1 1 -2 &2 1 - 2

9 1 =3| st |~|o0 -1 1| s |

3 -3 o )% \o 0
1 0 —1] 2¢2 10 1] 28
0 -1 1] s |2 01 —1] -

0 0 O 0 00 0 0

erhalten wir als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

2 5* 1
L(s,t) =|-s®2]+R- |1
0 1

1.21 Wir betrachten fiir das durch die drei Parameter r, s, ¢ € R gegebene lineare

Gleichungssystem
ry + 2 To + 2 Ty = 4
2x1 + 4dx9 + ras =
ST + r3 + twxy = 1

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix

1
2
s

O =N

_ 3 O

~ O DN
—

ist nun das Gleichungssystem losbar, so gibt die Anzahl der freien Variablen die
Dimension der Losungsmenge an.

a) Wegen
120 2] 4 1 20 2 4
24701 |00 r 4| 7|
s 001 t] 1 s 01 ¢t 1
12 0 2 4
0 0 r —4 —7 | U
0 -2s 1 t—2s| 1—4s
1 2 0 2 4
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
o o0 r -4 —7

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:

e Fall 1: s # 0. Damit sind
— im Falle r # 0 die Variablen x, x5, x3 gebunden sowie x4 frei sowie
— im Falle r = 0 die Variablen x, x5, x4 gebunden sowie x3 frei;

auf jeden Fall ist das Gleichungssystem losbar mit einer affinen Geraden
als Losungsmenge.



b)

e Fall 2: s = 0. Wegen

120 2] 4 120 2

24 r 012001 ¢ 1| et

s 01 t|1 00 r —4]| —7
120 2 4
00 1 t 1
000 —4—rt| —T7T—r

sind auf jeden Fall z; und x3 gebunden sowie x5 frei, so dal das Glei-
chungssystem genau dann eine affine Gerade als Losungsmenge besitzt,
wenn x4 ebenfalls gebunden ist, also genau im Falle —4 — rt # 0 bzw.
rt# —4.

GemifB a) ist die Menge C' aller Parametertripel (r,s,t) € R3, fiir welche
die Losungsmenge des gegebenen Gleichungssystems keine affine Gerade ist,
genau

C={(rst)eR® | s=0 und rt=—4}.

Damit liegt C' in der Ebene s = 0, also in der (r,t)-Koordinatenebene; es
handelt sich dabei um den Graphen der Funktion r — ¢t = —%, also um
eine Hyperbel. Zu demselben Ergebnis gelangt man iiber die Betrachtung
der entsprechenden Normalform.

Das gegebene Gleichungssystem kann hochstens fiir diejenigen Parameter-
tripel (r,s,t) € C eine affine Ebene als Losungsmenge besitzen, gemif b)

also nur im Fall s =0 und rt = —4. Wegen
1 20 2] 4 1 20 2 4
o4 r 0|1 |2loo1 ] 1
s 001 t] 1 0000 —-7T—r

ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn —7 — r = 0 gilt; damit
mufl » = —7 und wegen rt = —4 auch t = % gelten. Fiir diese Wahl der
Parameter ergibt sich als Losungsmenge

4 -2 —14

0 1 0
L= 1 +R- 0 +R- R

0 0 7

also eine affine Ebene.



