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— Lo6sungsvorschlag —
o o Lo~ T+ 3 :
2.1 a) Fiir jedes z € R\ {3} handelt es sich bei der Reihe Z ———— um eine
= (@ —3)F
geometrische Reihe der Form
Zcq mit c=z+4+3 und ¢=——;
r—3

k=0

diese konvergiert aber genau fiir ¢ = 0 oder |¢| < 1 und besitzt dann die

Summe .
c
k=0 q
Wegen
lq <1 < <l<= 1<|z-3] < x<2o0derz >4

|z =3

—3)
x € ]—00;2[U]4;00[ =R\ [2;4],

C 3
konvergiert also die Reihe E (x i - genau fiir alle
x
k=0

und fiir die Summe der Reihe gilt dann

o0

r+3 r+3  (r43)(x—-3) 2*-9

(z—3)F 1-2L (z-3)-1 -4’

k=0

b) Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe

> (1)

k=1
= 1
sei konvergent; da die Reihe Z e bekanntlich konvergiert, miifite dann
k=1
auch die Differenz
/(1 11 =1
> (e (1) -2
k=1 k=1

konvergieren; diese ist allerdings als harmonische Reihe divergent.



2.2 a) Firallen € Nmitn > 3ist n? —3n+1=n(n—3)+ 1> 0 und damit

n+4 n n 1

n2—3n+1 " n2—-3n+1"n?2 n

I

o0 o0

4 1
damit besitzt die Reihe nzzg #ﬁl“ die harmonische Reihe nzzg - als
divergente Minorante und ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst

: o = n+d N
divergent, weswegen auch die Reihe ; R —— divergiert.
e 1 n—1
b) Fiir die Reihe Z(—l)"an mit a, = (nt+ " fiir alle n € Ny gilt:
nn
n=0
e Wegen
1)t 1 1" 1 1\"
nn n+1 nn n+1 n n—00
N~ —
—0 —e
ist (@, )nen, eine Nullfolge.
e Wegen
Ung1 (n+42)"-n" _((n+2)n)" [ n®+2n "<1
a,  (n+1)ntlo(n4+ 1)t (1) \n242n+1)

und damit a,1 < a, fir alle n € N ist (a;,)nen, monoton fallend.

0 1)n—1
Damit ist die Reihe Z(—l)” (nt D" nach dem Leibnitzschen Konver-
nn

n=0
genzkriterium fiir alternierende Reihen konvergent.

2k
2.3 Die Reihe Zak mit a,, = AT fiir alle £ € N 148t sich sowohl mit dem Wurzel-
k>1
kriterium iiber
] = £ 26 W2k 2 2
o =/ 7 = Vo (W>10 fome 110

=2>1

als auch mit dem Quotientenkriterium iiber

B 2k+1,k10 B 9 B 9 . 9 5o
- 0.9k 0 — 10 OOT():
(T2 T ) T (e

QR+1
Qg

untersuchen; beide Kriterien liefern sofort deren Divergenz.

Des weiteren gilt fiir alle £ € N

2 2 2
3k +1<3k +1<4/{: _ 4
E*+1 — K+ — Kkt k2’



1 4
da mit der Reihe Z e auch die Reihe Z e konvergiert, besitzt damit die

k=1 k=1
3k?+1 4
Reihe [ + in der Reihe Z e eine konvergente Majorante und ist damit
k>1 k=1

nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.

o0

2.4 a) Wir verwenden, dafi die geometrische Reihe Z cq" genau dann konvergiert,

n=1
wenn ¢ = 0 oder |¢| < 1 ist. Zunéchst gilt fir alle n € N

2" 2" 2\"
— < — = — ’
3n 4 4n = 3n <3)

n

omn

[ee] [ee] 2 n
damit besitzt die Reihe Z ST die konvergente Majorante Z (5)
n=1 n=1

und ist folglich nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent. Ferner gilt

fiir alle n € N
4n - N S A
on 4 3n = 3n 4 3n 2.3 2\3) 7

n

4 n
i3 die divergente Minorante Z < )

und ist folglich nach dem Mmorantenkrlterlum selbst dlvergent

b) Fiir alle k € N gilt

damit besitzt die Reihe Z

I 2

1 1 (k+2)—k 1 (1 1
k(k+2) 2 k(k+2) 2 k(k+2) —5'( )

"2 \k k42

weswegen sich fiir alle n € N mit n > 3 fiir die n-te Partialsumme s, der
gegebenen Reihe

n

1
konvergiert die gegebene Reihe ———— mit dem Grenzwert 3.
; n(n+2) 4



n2

= 3
2.5 a) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = o fiir alle n € N; wegen

n=1
W‘\n/?)—rﬁ——ngnz—ﬁ— il n—>0<1
nl = ond {92n3-_ on? 2n n— 00

—0

ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.

n=1
o _2 n
b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = L fiir alle n € N; wegen
— n%+n
- (=) N
@ | |/(n+ 12+ (n+1)  (F2)"

Vn?—+n

_2 n2+n _
JiZitant2l CVn2+3n+2
1+41 140
=2y —g sy — 2-,/L:2>1
1+ 3+ 2 noco 1+040

ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium divergent.

(=2)-

n=1
2.6 a) Die Reihe
E — 1 E , mit a, = — firalle n € N,
2o also 2 an mit a, = o fiiralle n

148t sich wahlweise mit den Quotientenkriterium oder dem Wurzelkriterium
auf Konvergenz untersuchen; sie ist ndmlich zum einen wegen
(n+1)2 (1+31)° 121

= = — —=-=-x<1
2.n2 2 n—oo 2 2

an+1

(n+1)2 2n
gntl 2

Qn

nach dem Quotientenkriterium sowie wegen

2 02 n 2 12 1
AL /on 2 n—oo 2 2

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.

b) Fiir die Reihe

Z(nil) , also Zan mit a":<nj—1> fiir alle n € N,

n=1 n=1

o \" 1\ 1 L
BCEE AN A (s

gilt




damit ist die Folge (a,)nen der Reihenglieder keine Nullfolge, insbesondere

also die Reihe Z a, nicht konvergent.

n=1

c) Fiir die Reihe

i (z": %) , also ian mit a, = z":% fiir alle n € N,
n=1 k=1 n=1 k=1

gilt unter Verwendung der Gauflschen Summenformel

"k R I n(n+1) 1 n+1 1
Dot ke Ty e T S
k=1 k=1 ——

<ndn_p

lan| =

damit besitzt die Reihe Zan die (bekanntlich konvergente) Majorante
n=1

oo

1

E — und ist folglich nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent.
n

n=1

2.7 Wir betrachten neben der gegebenen Folge (a,,),en mit

lnn

ay, = —

firalle neN

die sie interpolierende Funktion
Inz
fioo[ =R, f(z)= R

es ist also a,, = f(n) fir alle n € N.
a) Die Funktion f ist (als Quotient des natiirlichen Logarithmus und einer
linearen Funktion) differenzierbar, und fiir alle x > 1 gilt
L.z—Inz-1 1-Inz
! T —
f (SL’) = I‘Q - l‘2 .
Fiir alle z > e ist Inz > Ine = 1 und damit f'(z) < 0, so daf§ f auf dem
Intervall Je; oo streng monoton féllt; damit folgt insbesondere

a, = f(n)> f(n+1) = a1 fir alle n € N mit n > 3.

b) Mit Hilfe der Regel von de 'Hospital erhédlt man den Funktionengrenzwert

lim f(z) = lim — =
r—r00 r—o00 I ”%“ r—>00 ]_ r—00 I

insbesondere ergibt sich der Folgengrenzwert

lim a, = lim f(n)=0;
n—o0 n—o0

mit der Folge (a,)nen ist auch jede ihrer Teilfolgen (ay, )ren eine Nullfolge



c) Die Folge (ay,),>3 ist geméf a) (streng) monoton fallend und geméf b) eine
Nullfolge, so dafl die alternierende Reihe Z(—l)”an nach dem Leibniz-

n=3

kriterium konvergiert; damit ist aber auch die Reihe Z(—l)"an konvergent.
n=1

d) Fiir allen € Nmit n > 3 gilt Inn > In3 > 1 und damit

‘(—1)" ‘Inn| |lnn|  Inn > l;
n n n n
= Inn
folglich besitzt die Reihe Z (—)" - — 21 die (bekanntlich divergente) Mi-
n
n=3
norante Z — und ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst diver-
n
n=3
. RS Inn
gent. Da demnach auch die Reihe Z (—1)" - —| divergiert, ist die Reihe
n
n=1
= Inn
Z(—l)" - — nicht absolut konvergent.
n
n=1

(Inz)"

n

. (Inz)” " |lnx |lnx|
Y an] — |In x|

ist die Reihe Z a,, nach dem Wurzelkriterium

n=1

2.8 Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = fiir alle n € N. Wegen

e fiir alle 2z € R mit |[Inx| < 1 (absolut) konvergent, wegen
Inz| <1 <= —l<hr<l <= el<a<e!

also fiir x € H, e[, sowie

e fiir alle z € RT mit |lnx| > 1 divergent, wegen
Inz|>1 <= Inz < —loder 1 <lnz <= r<e 'odere <z
also fiir z € ]0; L[ U ]e; o0].
Es sind noch die Fille z = é und x = e zu untersuchen:
o Fiirz = % ist die Reihe

= (lnz)" = (-
> oy

n=1 n=1 n=1

n

8
3

als alternierende harmonische Reihe konvergent, und



e fiir z = e ist die Reihe

i (Inz)"

n=1 n=1

8

n oo 1

:;_

3

als harmonische Reihe divergent.

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € [%, e[.

ln( ) .
\/ﬁ

gilt a, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Zan absolut konvergent. Fiir

2.9 Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a, = 2" fir allen € N. Fiir x =0

n=1

n=0
x # 0ist a, # 0 fiir alle n € N mit n > 2, und es gilt

1| |In(n+41) - 2™ . Vn _In(n+1) Vn 2]
ay, vVn+1 In(n) - an In(n) Vn+1
mit
1 1 In(t+ 1 L t 1
lim n(n+1) = lim n(t+1) ¢ L lim ng = lim —— = lim =1
n—00 Il(’I’L) t—o00 ln(t) 24 t—o0 " t—oot 4+ 1 t—oo 1 + "
und

lim N \——
n—00 v/, + n%oo n%oo 1 —|— stetlg 140

insgesamt also

n 1 1
lim |25 = g (BOED VR
n—oo | Ay n— 00 ln(n) VN + 1

—_—— —

(n) .,

Damit ist nach dem Quotientenkriterium die Reihe Z NG 2" fur alle x € R

mit || < 1 absolut konvergent sowie fiir alle z € R mit |z| > 1 divergent,
weswegen noch der Fall |z| = 1 gesondert zu behandeln ist.

e Im Falle x =1 ist

> — fir alle n > 3;

damit besitzt die Reihe Z Z als divergente Minorante

\/_

und ist damit nach dem Mlnorantenkrlterlum selbst divergent, weswegen

=1
auch die Reihe Z M divergiert.

vn

n=1



e Im Falle x = —1 ist
() pialle e N

a, = (—=1)"b, mit b, = NG

wir betrachten daher die Hilfsfunktion

f: Rt - R, f(t):%

Wegen
1
In(t) i, = 1lim —==0

tliglo J(t) = tliglo 7 g tl_’oo z%/i e Vit

ist (b, )nen eine Nullfolge, und wegen

Vit =) 3 2 In(t
t () 2Vt _ n<><0 fiir alle ¢ > e

0= RV

ist (b, )n>s monoton fallend; damit ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkri-

o o0 1
terium die alternierende Reihe Z(—l)" b, = Z % (—=1)" konvergent,
n
n=8 n==8
1
weswegen auch die Reihe nz::l Iiﬁg) (—1)" konvergiert.

=1
Damit konvergiert die gegebene Reihe E Ii;ﬁ) z" genau fir x € [—1;1].
n
n=1

2.10 In Abhéngigkeit vom Parameter x € R ist die Reihe

o 2 n
E n, mit a, = (22) fir alle neN
1+ x2n

n=1

n=1

zu betrachten. Fiir = 0 ist a,, = 0 fiir alle n € N und damit die Reihe Zan

konvergent. Fiir x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N mit
B (2x)n+1 1+ x2n
(21‘)” 1 +x2n+2

1+:L,2n
|z - 1+ g2nt2’

' (2[L‘)n+1 1+x2n

Ant1 o
an 1+ 220t (2z)"

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fall 1: 0 < |z| < 1. Damit ist lim 2*" = 0 sowie lim z*"*? = 0, woraus sich
n— o0

n—o0
Apni1 o 1 + :L’Q" 1 + O o

n=1

o0
ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z G,



— fiir 2 |z] < 1, also fiir 0 < |z| < £, konvergent sowie
— fiir 2 |z| > 1, also fiir < |z| < 1, divergent.
Fiir 2 |z = 1, also fiir |z| = 1, ist die Folge (a,)nen gemiB
o 2et @)t 1 1

= = = r — —— =1
L+ 14 (a2)" 1+ (1" noee 140

|an|

B (2x)"
142

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.
n=1

e Fall 2: |z| = 1. Damit ist 2°" = 1 sowie "2 = 1 und folglich

. 1+ 22 1+1
Ont1 :2|x|.+7x:2.1.izg
ay, 1+ g2nt2 1+1

fiir alle n € N, weswegen die Reihe Zan nach dem Quotientenkriterium

n=1
divergiert.
1 2n
o Fall 3: |z| > 1. Damit ist 0 < & < 1 mit lim — = lim (L> — 0,
woraus sich
On+1 :2|x|.ﬂ:2|x|.w:
a, 1 4 g2n+2 2 (g + 2?)
1
-+ 1 0+1 1 2 2
LI e R B T R P
—m + 2?2 nooo 0+ 22 R P N P

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z G,
n=1

— fiir % < 1, also fiir 2 < |z|, konvergent sowie

— fiir % > 1, also fiir 1 < |x| < 2, divergent.

||

Fiir % =1, also fiir |z| = 2, ist die Folge (a,)nen gemaf

Qo | el @l ar
|an| on| o N\n n
1+z 1+ 1+ (22) 1+4
4n 1 1

P(ET1) EAL w041

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.

n=1
[ee]
Insgesamt konvergiert die gegebene Reihe Z a, genau dann, wenn
n=1
2| < 3 oder |z| > 2

ist, also genau fiir alle

z € ]—o0; —2[U]—1; 1 [ U]2; 400



2.11 a) Zu betrachten ist die Reihe

1
;<_1)n Qp, mit Ap = m fiir alle n € N.

Fir alle n € N mit n > 2 ist

In(n*~n)=In(n-(n—1)=Inn+nn—-1)>Inn>m2>0

—_——
>In1=0
mit
)<
Inn +In(n—1)<Iln(n+1)+Ilnn
<In(n+1) <lnn
und damit
1 S 1
a, = > = ap,
Inn+In(n—1) " In(n+1)+1nn i
sowie
Inn+In(n—1) — oo
N——r N0
oo —00
und damit ]
an = — 0

Inn +In(n —1) n—oo

folglich ist (an>n22 eine monoton fallende Nullfolge, so dafl die alternierende
Reihe Z " a, nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konvergiert.
Das Le1bn1zkr1ter1um trifft allerdings keine Aussage iiber die absolute Kon-

vergenz von Z(—l)” ay,, also die Konvergenz der Reihe

n=2
SURIONED SR SN
n=2 n=2 n=2
Wegen
=Inn+nn—1)<Inn+lnn<2-Inn <n
an, S——— ()

<lnn

o0
und damit a, > % fir alle n € N mit n > 2 besitzt die Reihe Zan
n=2

die (bekanntlich divergente) harmonische Reihe Z — als Minorante und

ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst dlvergent folglich ist die
gegebene alternierende Reihe nicht absolut konvergent. Zum Nachweis von
(*) betrachten wir etwa die differenzierbare Funktion

f:2;00[—= R, f(x)=2—2Ingz;



wegen

fiir alle © > 2 ist f auf [2; co[ monoton wachsend, und es gilt damit
flx)> f(2)=2-2In2=2(1—-1n2) >0,
also
0<zxz—2Inzx und folglich 2-Inx <ux,
fir alle x > 2.
Zu betrachten ist die Reihe Z b,, mit
n=1

l—n+n?2=nd+n*t—nd 1 1 1 1 1 1

by, = -y

n’ n’ nd nd nt npd3 n?

1
fiir alle n € N. Da die Reihe Z — fiir alle s > 1 konvergiert, konvergieren
nS

die Reihen
1 =1 =1 1 =1 =1
2o L L Lo Lgowd X

und damit auch ihre Summe

folglich stellt diese wegen
1 1 1 1 1 1

ool = | = s ==

nd  nd nt  npd  n?

o1 1 111
e e e
n

fiir alle n € N eine konvergente Majorante fiir die Reihe Z b, dar, so daf3

n=1

nach dem Majorantenkriterium Z b,, absolut konvergiert, insbesondere also
n=1
konvergiert.

Fiir alle [z| < £ ist die Reihe

o
Z Cn mit Cp = =



zu betrachten. Fiir x = 0 ist ¢,, = 0 fiir alle n € N und damit insbesondere
o

die Reihe Z ¢, absolut konvergent; fiir x # 0 ist ¢, # 0 fiir alle n € N mit

n=1
Crt1 (n+ 1)n+1 3 l,n—l—l n| B (n+ 1)n+1 n| l,n—l—l B
cn | (n+1)! nnean| nn (n+1)!  an
(n+1) 1 (n+1)" n+1\"
e = B - o] =
n n+1 n

1\" 1
=(14+4—-) |z — e-|z|<e-—=1,
n n—00 e

o
so daf} die Reihe Z ¢n, nach dem Quotientenkriterium absolut konvergiert.

n=1
00

Insbesondere ist damit die Reihe Z ¢, fiir alle |z] < % auch konvergent.

n=1

2.12 a) Die zu untersuchende Reihe

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.
b) In Abhéngigkeit von z € R ist die Reihe

E b, mit b, = n—'x” fir alle ne N
n!
n=1

zu betrachten. Fiir x = 0 ist b, = 0 fiir alle n € N und damit insbesondere

die Reihe Z b, absolut konvergent; fiir x # 0 ist b, # 0 fiir alle n € N mit

n=1
buri|  |[(n+ 1)ttt ol
b | (n+1)! pnean
_[(n4 1) n! g (n+ )M
B n" ) a | nn .n—l—lim
= = () et = (1 1) el el
n n n n—00

so dafl die Reihe Z b, nach dem Quotientenkriterium

n=1



e im Falle e - |z < 1, also fiir alle |z| < £, absolut konvergiert und
e im Falle e - |z > 1, also fiir alle |z| > 1, divergiert.

Folglich besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius é

2.13 In Abhéngigkeit von den reellen Parametern a, b > 0 mit b # 1 ist die Reihe

n

ch mit Cp = 1 a o fir alle neN
n=1

zu betrachten; dabei ist

an—l—l 1 —pn
ar 1 —prntl

1=

Cn+1 - a
a>0 1-— bn+1

Cn 1 — bt an

_' a"tt 1—b"

fiir alle n € N. Dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

e Fall 1: 0 < b < 1. Damit ist lim " = 0 sowie lim "' = 0, woraus sich

n—o0 n—oo
c -0 1-0
g | ——| — a4 |——|=a
Cp 1 — bt n—oo 1-0
o0
ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe Z cp,firl0<a<1
n=1

konvergent sowie fiir a > 1 divergent. Fiir a = 1 ist die Folge (¢;,)nen gemaf

I S . 1
1l =br 1—=b" 1—b" nsoo 1 -0

Cn

1

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z ¢, divergent.

n=1
e Fall 2: b > 1. Damitist0<%<1mit lim (%)n:(),woraussich
n—ro0
Cnt1| L—o" _ _bn'(b%_l) _
P A PR el e P ey
I 0—1] 1 a
ST ,:;“"m‘—“'z—z

o0
ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe ch fir ¢ <1,

n=1
also fiir @ < b, konvergent sowie fiir ¢ > 1, also fiir a > b, divergent. Fiir

% =1, also fiir a = b ist die Folge (¢,)nen geméf

a” b b 1 1
= = — -1

CTISr T T (R 1) (51 e 0—1

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z ¢, divergent.

n=1



2.14 a)

Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = (" (2 + %)n fiir alle n € N;

n
n=1

EAnE \/% (2+1) -

L e Y S (o E) o L
_{L/ﬁ n _{L/ﬁ nj) nooo 1 T

ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium divergent.

wegen

Fiir die zu betrachtende Reihe Z a, gilt

n=1
1_'_ 2"1‘2” 1 + 2”1‘2”
Ap = - )
1+ n? 14+n?2 1+4n?
also . o 2
. n:L, n
a, = b, +c, mit bn:1+n2 und Cn:1+n2
fiir alle n € N. Wegen
by = 1 1
14 n? T on?
o o0 1
fiir alle n € N besitzt die Reihe Z b, die konvergente Majorante Z — und

n=1 n=1
ist daher nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent; folglich konver-

o0 [e.e]
giert nun die Reihe Z a, genau dann, wenn die Reihe Z ¢, konvergiert.

n=1 n=1

Fiir x = 0 ist ¢, = 0 fiir alle n € N und damit die Reihe Z ¢, konvergent,

n=1
und fiir x # 0 ergibt sich
Crt1 2n+1x2(n+1) 1+ 77,2 on+1 l,2n+2 1+ 77,2
Cn _‘1+(n+1)2'2n:c2n v a2 1+ (n+1)?2]
1
= +1 0+1
Y RS I TR ) B L R —»
T2 e © T 0k (102
damit ist die Reihe Z ¢, nach dem Quotientenkriterium
n=1

e fiir alle z € R mit 22 < 1 (absolut) konvergent, wegen

2 2 1 1 L L
2" <1l <= "< - = |z|< = <z<

2 V3 Vit

also fiir alle x € ] —%; % [, sowie



2.15 a)

o fiir alle z € R mit 222 > 1 divergent, wegen

) , 1 1 1 1
20°>1 <= "> - <= |z|>—= <<= < ——F=oder =<z

2 V3 ViR

also fiir alle x € ]—oo; —%[U}%;oo[.
Fiir die verbleibenden Fille 222 = 1, also z = i%7 ergibt sich

_ 2”1‘2” _ (2x2)n - 1" - 1 -
" 1402 1402 14n2 14n2 "
fiir alle n € N; damit ist die Reihe Z ¢, konvergent.
n=1

Zusammenfassend ist die Reihe Z ¢, und damit die gegebene Reihe Z G,

n=1 n=1

genau dann konvergent, wenn x € [—%; %} gilt.

[e'e) 1 .
Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a,, = — (3:2 — 1) fir alle n € N;
n

n=1

dabei gilt fiir alle n € N

g = of |2 @2 — 1| = g/l Ve =1
" n n Un

R e

T e 1

’xQ—l}.

o0
Damit ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium

n=1
e fiir alle z € R mit |22 — 1| < 1 absolut konvergent; wegen
22 -1 <1 <= -1<2’-1<1 <
= 0<® <2 = 0<|z|<V2
ist dies genau fiir alle x € ]—\/5; O[U }0; \/5[ der Fall.
e fiir alle x € R mit |2? — 1| > 1 divergent; wegen
‘x2—1‘>1 = 22 —1<—1 oder 2> —1>1 <=
— 2% <0 oder 2% >2 <= 27 >2 — |z|> V2
ist dies genau fiir alle x € ]—oo; —\/ﬁ[ U ] \/5; oo[ der Fall.

Es sind noch die Fille z = 0 und z = ++v/2 zu untersuchen:
e Fiir z = 0 ist die Reihe

SETERINE S

n=1

als alternierende harmonische Reihe konvergent, und



e fiir x = ++/2 ist die Reihe

o0 o0

N |

als harmonische Reihe divergent.

n=1

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € ] —V2:V2 [

b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = nz™) fiir alle n € N ; dabei gilt

n=1

fir alle n € N

aal = {fln- 203 = 3 a0 = - o)) = - Jal,

wodurch die folgende Fallunterscheidung nahegelegt wird:
e fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt

Vlan| = /n - |z — 0,
N~~~ N0
—1 —0

o

weswegen die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium absolut konver-

n=1

giert.
e fiir alle v € R mit |z| =1 gilt

Vi = ¥/n - 2" — 1,
N~ ~—~ N0
—1 —1

womit iiber das Wurzelkriterium keine Konvergenzaussage moglich ist;
da aber die Folge der Reihenglieder wegen

|an| = ‘n - :c("Q)‘ —n- 2™ =010 = — oo
n—oo
insbesondere keine Nullfolge ist, ist die Reihe Z a,, sicher divergent.
n=1

o fiir alle x € R mit |z| > 1 gilt

Ulan| = /n - x| — oo;
N~ =~ N0
-1  —oo

weswegen die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium divergiert.
n=1
Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle z € |—1; 1[.
e . "
2.16 a) Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a, = ———— fiir alle n € N.

1
n=1 n n B

Fir x = 0 gilt a, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Zan absolut

n=1



konvergent. Fiir z # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N, und es gilt

An 41 a" A n—%-|x|_
n o 1 o
Qp, (n+1)~ /n—f‘% x n+1 n+3
1 1——n 1 1-0
-1 ol = = [ ol = e,
1+ﬁ 1+% n—oo 140 140

wobei hier die Stetigkeit der Quadratwurzel an der Stelle a = 1 eingeht;

damit ist nach dem Quotientenkriterium die Reihe Z ay, fir alle z € R mit
n=1
|z| < 1 absolut konvergent sowie fiir alle z € R mit || > 1 divergent. Fiir

den noch zu untersuchenden Fall |z| =1 gilt

|an| = = . =

3
3
|
|3
3
S -
S

fiir alle n € N; da mit der Reihe Z auch die Reihe Z V2 konvergiert,

1”2 1”2

2
besitzt damit die Reihe Zan die konvergente Majorante Z \/3_ und ist

n=1 n=1 n2
damit nach dem Majorantenkriterium selbst absolut konvergent.

o0 (n?)
Zu betrachten ist die Reihe Zan mit a, = (ZL—W 2" fir alle n € N;
n n
1

wir verwenden im folgenden, &aﬁ die Folge ((1 + E)n)neN monoton wéchst

und den Grenzwert e besitzt. Fiir alle n € N gilt damit

n("Q)

n+1

Ry 1 1 Iz|
:(—) BT = el =

e

damit ist nach dem Wurzelkriterium die Reihe Zan fir alle x € R mit
n=1

%' < 1, also |z| < e, absolut konvergent sowie fiir alle x € R mit ‘%‘ > 1,

also |z| > e, divergent. Fiir den noch zu untersuchenden Fall |z| = e gilt

geméf obiger Rechnung

Y an| = ﬁ > g =1, also la,| > 1;

damit ist die Folge (a,)nen der Reihenglieder keine Nullfolge, weswegen die
Reihe Z a, divergiert.

n=1



2.17 a) Bekanntlich konvergiert die Exponentialreihe auf ganz R; damit konvergiert
aber fiir alle z € R die Reihe

o0

exp(3x) :Z n!n Zi;:c

n=0 n=0

Zum selben Ergebnis kommt man auch mit Hilfe des Quotientenkriteriums.

n

> 3
b) Zu betrachten ist die Reihe E a, mit a, = —~ 2" fiir alle n € Ng. Firz =0
n!
n=0

gilt a,, = 0 fiir alle n € N; damit ist die Reihe Zan absolut konvergent.

n=0
Fiir x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € Ny, und es gilt

Uni1 3n+1_3%n+1f n! 3n+l n! |1ﬂn2+2n+1
n (n+1)!  3n.z7| 3 (n 1) o]
n+1 n+1

dies legt die folgende Fallunterscheidung nahe:
e Im Falle |z| < 1 ist

Qp+1
G,

Ap+y1
Qn,

2n+1
21 < 3 — 0, also

=3.
n+1 " n+1 noo

— 0

n—oo

damit ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium konvergent.
n=1
e Im Falle || > 1 ist |z| = 1 4 ¢ fir ein ¢y > 0, und nach der Bernoulli-
schen Ungleichung gilt |z|" = (1 4+ x¢)" > 1 4 n xo, woraus sich

- . Elkas :3‘ﬂ‘|l_|n+1 >3,M.|x|n+1:

an n+1 n+1 a n+l
1
_‘+,x

—3. 22z — oo, also et 0

1‘|‘ﬁ ~—— N n | nmee
N—— —00
—x0>0

o0
damit ist die Reihe Z a, nach dem Quotientenkriterium divergent.

n=1

2.18 a) Fiir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel

A Gl N G A

K 1+,/1-2

12 — 1_12 1 1
_ 10—

14+4/1-1 14+4/1-1 14+,/1-2




2.19 a)

sowie wegen der Monotonie der Quadratwurzel

[ 1
1+4/1-=<14+4V1-0=1+V1=2,
n

1 1
l—y/l——=—"==2>
L V2
- [ 1
Damit besitzt die Reihe Z (1 —4/1 - —) die (wie harmonische Reihe
n
n=2

o0 o0

1 1
Z —) divergente Minorante Z — und ist damit nach dem Minoranten-
n 2n

n=2 n=2
kriterium selbst divergent.

insgesamt also

IR

Fiir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel

P—yl-2 1-(1-2%) 1 _ow 1

— 2
1+ 1-4 1414 14, /1-4 1+0 n

- [ 1
Damit besitzt die Reihe Z (1 —1/1— —2> die konvergente Majorante
n

n=2

o0

1

E — und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.
n

n=2

Eine zweimalige Anwendung der Regel von de 'Hospital liefert

. 1l—cosx pyg ,. sinx pg ,. cosx 1
lim —— = lim = lim = —;
z—0+ T2 Lo @20+ 2 0« a0+ 2 2

1
wegen lim — = 0 ergibt sich damit insbesondere
n—oo M

) ) 1—cos% . l—cosz 1
lim a, = lim ———"* = lim ———+ = ~.
n—00 n—+00 (l) z—0+ 2 2
n

1

Gemif a) gilt lim a, = a mit @ = 5; damit gibt es zu ¢ = 5 ein ny € N, so
n—o0

1
2
daB fiir alle n € N mit n > ng dann |a, — a| < ¢, also

1

an —a < la, —al <e und damit a, <1 bzw. 1—cos— < —
n o n



2.20

- 1
gilt. Damit besitzt die Reihe Z (1 — cos —) die (bekanntlich konvergen-

n
n=ng
= 1
te) Majorante Z — und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst
n
n=ngo

(absolut) konvergent; folglich konvergiert aber auch die gegebene Reihe

- 1
;(1—%55).

Der zu untersuchende Grenzwert

1
e;lna -1

n(Va-1)=—5— fiir n — 0o

1
ist vom Typ ,,g“ und 148t sich damit mit Hilfe der Regel von de 1’'Hospital
behandeln. Dazu betrachten wir die beiden differenzierbaren Funktionen

fRT =R, f(z)=e"™* -1, und g:RT >R, g(x)=nun,
mit
fl(z)=e"™"lna und ¢(z)=1
fir alle x € RT; dabei ist ¢'(x) # 0 fiir alle z € Rt sowie

: I rzlna — .0 _ 1=
a:ligl—l— f(ﬂf) o a:ligl—l— (e 1) ¢ ! 0
und

xli%l—l—g(x) - xli%l-‘,—x - O’

wobei beim ersten Grenzwert die Stetigkeit der Exponentialfunktion an der
Stelle 0 eingeht. Wegen

/ zlna
T e -Ina
f<>: =™ . Ing — - lna=1Ina

g'(x) 1 a0+
/
existiert der Grenzwert lim / (x)’ und nach der Regel von de 1'Hospital
=0+ ¢'(x)
existiert damit auch der Grenzwert lim M mit
z—0+ g(:p)
zlna __ 1 !
lim £ T lim @ = lim f'(z) =Ina.
z—0+ T z—0+ g(x) x—0+ g’(x)
SchlieBilich erhalten wir
Ling In
. . oooen =1 et —1
Jmn(Va-1) = Jim —— =l —— =ha

Fiir a = 1 gilt ¢/a—1= \"/I—lzl—lz()fiirallenGN; insbesondere
ist damit die Reihe Z (% — 1) konvergent. Fiir a > 1 ist geméf a)
n=1

lim n ({/a—1) =Ina >0,

n—o0



221 a)

so daf} es ein ng € N gibt mit
Ina Ina

n(%—1)>7, also %—1>%

fiir alle n > ng. Damit besitzt die Reihe Z Va — 1) die (wegen Ina > 0

n=ngo

=1 > Ina
wie harmonische Reihe —) divergente Minorante — und ist damit
D> ) diverg > o
n=no n=no
nach dem Minorantenkriterium selbst divergent; folglich divergiert auch die
zu untersuchende Reihe Z ({L/E - 1).
n=1

Wir betrachten die Funktion

1

fi[2,00[ =R, f(z)= pEpaEE

Fiir alle x1, x2 € [2,00[ mit x; < x5 ergibt sich, da der natiirliche Log-
arithmus In streng monoton wéchst, zunéchst 0 < In2 < Inx; < Inzs, also
0 < (Inzy)® < (Inzy)?, und damit

0 <z (Inz)? < 2 (lnw)?,

woraus dann wegen

1 1

T (1111’1)2 o i) (11’11‘2)2

fx) = = [(x2)

folgt, da f eine monoton fallende Funktion ist.

Seinun n € {2,...,k—1}. Fir allez € [n,n+1] gilt n <2 <n+1 und
wegen der Monotonie von f damit

f(n) = f(x) = f(n+1),

woraus aufgrund der Monotonie des Integrals

/n+1f(n) dz > /n+1f(x) dr > /n+1f(n +1)dz

also -
> [ f@doz s
folgt. Damit ergibt sich in
k—1 k— k—1
OED> / fn+1)
n=2 n=2 n=2

also



und damit

??‘

k 1 k
<
Z n(lnn)? _/ (Inxz)?2  —

n=3
die Behauptung.

b) Zur Ermittlung einer Stammfunktion von f betrachten wir die Substitution
+ : / 1
g:RT =R, ¢(t) =Int, mit g(t):;
und erhalten

/m - /(g(t))_Z-g’(t) dt =

-1 1 1
:/ *2d:c—x—+0———+0———+0

-1 Int
Damit ist
/’f Lo VA Ly 2
o z(lnz)? T e , \ Ink In2/) ksoo In2’
0
_)

woraus sich mit der ersten in a) gezeigten Ungleichung

i ! = lim k ! < lim k;alx:L

“~n(lnn)* ko= n(lnn)® = koo Jy n(lnn)? In2
ergibt.

222 a) Seine{l,...,N}.Fiir alle z € [n — 1;n] gilt

\ A S
14+nt = 1424

r<n = z*<nt = 14+2*<1+4n

woraus sich wegen der Monotonie des Integrals

/" dx </" dx 1 1 </" dx
—_— also —_—
oy L4+n* = J 142 T+n* = ),y 1+a%

ergibt. Durch Summation erh&lt man schliefSlich

N N n N dx
Zl 21/11+x4:/01+x4'

n=1

b) Von der zu betrachtenden Folge (a,),en reeller Zahlen ist

lim 2"a, =3
n—ro0

vorausgesetzt; damit gibt es zu € = 3 ein ny € N, so daf fiir alle n > ng

|2"a, — 3| <&, also —3<2"a,—3<3 bzw. 0<2", <6,



2.23 a)

c)

und damit

gilt. Damit besitzt die Reihe Z a, die (als geometrische Reihe Z cq" mit

n=ngo n=no
0

1 n
lg| < 1) konvergente Majorante Z 6- (5) , so dal nach dem Majoranten-

n=ng

o0
kriterium die Reihe Z a, selbst (absolut) konvergent ist; damit ist aber

n=ng

auch die Reihe Z a, konvergent.

n=1
Fiir alle n € N und x € [O; %] gilt
0<tanz <1 und damit 0 < (tanx)"** < (tanz)",

woraus sich wegen der Monotonie des Integrals

/4 0dx < /4(tanx)"+1 dr < /4(tanx)” dr,
0 0 0

0 S (p41 S Qp,

also

ergibt. Ferner gilt fiir alle n € N

b 1
Upio + Gy = / (tan z)"** dx + / (tanz)" dz =
0 0

= /4 ((tanz)"** + (tanz)") do = /4(tan 2)" ((tanz)? + 1) do =
0 - 2

0

=tan’ x
~ [(tanz)™*! i B (tan%)wrl (tan0)*** 1
B n+l |, _ n+l n+l — n+l
T n+1 T n+l

Die Folge (a,)nen aus a) ist wegen 0 < a,41 < a, fiir alle n € N monoton
fallend und durch 0 nach unten beschrénkt, mithin konvergent. Fiir ihren

Grenzwert a = lim a,, ergibt sich wegen a,,.2 + a, = n%rl fiir alle n € N
n—roo
. . . . 1
a+a= lim a,o+ lim a, = lim (a,.2 + a,) = lim =0

und damit a = 0.

o t n
Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = M fiir alle n € N. Wegen
n

n=1
. || (tan )™ ./ [tanz|"  |tanz|
Vlan| = = = — |tan x|
n n Un nooo




o0
ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium

n=1

e fiir alle x € |—Z; 2| mit [tanz| < 1 (absolut) konvergent, wegen

™

7r
[tanz| <1 <= —1<tanz <1 < L <r<7

also fiir x € }—%; T [, sowie
T.m
272

o fiir alle x € ]— ; [ mit [tanz| > 1 divergent, wegen

[tanz| > 1 <= tanx < —1 oder 1 < tanz <~

<— 7T< < 7rd 7T< <7T
_ [ — I‘_ —
g ST T T,

also fiir z € ]—g;—g[u]g;g[.
Es sind noch die Falle x = 5 zu untersuchen:
e Fir x = % ist die Reihe
i (tanz)” i (tan Z 1
n a ‘N

n=1 n=1

als harmonische Reihe divergent, und

o fiirx = —% ist die Reihe
] [oe} 7r n ] n
yo tamat g L (D)5~ O
n=1 n=1 n=1

als alternierende harmonische Reihe konvergent.

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € [—%; T [

2.24 a) Fiir die durch g = 1 und x,,1 = fiir n > 0 rekursiv definierte Folge

:L‘n
1+ a3
(Zn )nen, zeigen wir zunéchst z, > 0 fir alle x € Ny mit Hilfe vollstéandiger
Induktion: fiir ,n = 0 ist dies klar, und fiir ,n — n + 1* folgt aus z,, > 0

" _ > 0. Insbesondere ist die

zunéichst 1 + 22 > 0 und damit z,41 =
1+ a3

Folge (x,,)nen, nach unten beschrinkt. !

Ferner ergibt sich fiir alle n € Ny wegen x,, > 0 zuniichst 1 + 23 > 1 und

damit
Tn+1 . 1

r, 1+
damit ist die Folge (2, )nen, zudem (streng) monoton fallend, insgesamt also

konvergent. Fiir den Grenzwert a = lim x,, erhdlt man unter Verwendung
n—oo

<1, also 1 < xp;

der Rekursionsvorschrift

li lim Tn a
a= lim z,.; = lim =
n—00 nh n—oo | -+ l‘?’ 1+ a3’

woraus sich a (1 + a®) = a, also a + a* = a, und damit a* = 0, also a = 0,
ergibt.



b) Aus der Konvergenz der Reihe Z a, ergibt sich notwendig, dafl die Folge
n=1
(an),en der Reihenglieder eine Nullfolge ist; damit ist aber
. 1 1 1
lim = . = =
n—oo1l+a, 14+Ilim,,wa, 1+0

)

1
14+an

weswegen die Folge ( ) insbesondere keine Nullfolge ist und damit
neN

[e.9]

1
die Reih icher di iert.
ie Reihe ; 1T a sicher divergier

o0 n

n
c) Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Reihe E a, mit a, = W
n)!

n=1

fiir alle n € N mit Hilfe des Quotientenkriteriums; wegen

Ant1

(n+1)"*1. (2n)! (n+1)" (n+1)
n+D)-nn | nn-(2n+1)-(2n+2)

n+1\" n+1 1\" 1
— . — 1+_ —_—— — 0
n (2n+1)-2(n+1) n 2(2n+1) n—oo

4 S/

Qp

g N~

—e —0

n

o0
n
ist die Reihe Z konvergent.
n=1

— (2n)!
2.25 Zu betrachten ist die Reihe Z(—l)kak mit a, = f () fiir alle k € N.
k>1

e Die als differenzierbar vorausgesetzte Funktion f ist damit insbesondere (an
der Stelle a = 0) stetig; damit folgt aus

1 . 1
=0 son g (1) =10)=0

weswegen (ay)g>1 eine Nullfolge ist.

e Wegen f’(z) > 0 fur alle x € R ist die Funktion f zudem monoton wachsend;

fiir alle k € N gilt k%rl < % und damit

agr1 = f (%H) </f (%) = Ak

weswegen die Folge (ay)r>1 monoton fallend ist.
Folglich ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium die alternierende Reihe
Yo -1ra = S0 (5
k
k>1 k>1

konvergent.



2.26 a) Fiir jedes k € N gilt

1n(1+%)+1n(1—L):1nk+1+1n(k+1)_1:

1 ; k1
k1 k kel k

] 1 SR L R
R n(k k:+1) nl=0

b) Zu betrachten ist die Reihe
- : g 1 ,
Zak mit ap=1In{14 (1) z fir alle k> 2.
k=2
Gemif a) gilt fiir alle j € N

1 } 1
agj + azjy1 = In <1 + (—1)2j2—j) +In <1 + (—1)2j+12j?> -

In{1+ ! +In {1 ! 0
= 1n —_— n —_ —=
2] 2] +1 a) fir k=25 '

so daf} sich zunéchst fiir alle Partialsummen sg,,; mit ungeradem Index

2n+1
2n+1 n
Sont1 = Z ap = Z (azj + agjt1) =0
k=2 j=1

ergibt; ferner gilt dann fiir alle Partialsummen s, mit geradem Index
2n + 2

1
Somta = Sopi1 Fonis = Aopio =In [ 1+ (=1)"2—— ) =
42 = S0t Hlant2 = Gango ( (1) T2
=0

1
:ln<1+2n+2) _ In(140)=Inl=0,
——

—0

wobei beim Grenziibergang die Stetigkeit des Logarithmus (an der Stelle
a = 1) eingeht. Damit ist die Folge (s,,),>2 der Partialsummen eine Nullfolge,

also .
> In (1 + (—1)’“%) = 0.
k=2

2.27 Bei der zu betrachtenden Reihe

1
Z(—l)"“an mit  a, = S fir alle neN
n —

n=1

handelt es sich um eine alternierende Reihe; da die Folge (a,),en eine monoton
fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach dem Konvergenzkriterium von
Leibniz. Fiir die Summe

=, (-1

=2 (e = 5

n=1 n=1




™

7 angegeben, der konkrete Wert von s ist
allerdings fiir die folgende Uberlegung unerheblich.

dieser klassischen Reihe ist zwar s =

Man erhélt fiir die Partialsummen von ungeradem Index
S2j4+1 — S2j-1 = <_1)2j+1a2j + (—1)2j+2CL2j+1 = —ag; +azi41 <0
und damit s9j41 < s95; sowie fiir die Partialsummen von geradem Index
S2j42 — S25 = (_1>2j+2a2j+1 + (_1>2j+3a2j+2 = Q2541 — A2j42 = 0

und damit s9j49 > so; fiir alle j € N; damit sind die beiden Teilfolgen (s2j_1);en
bzw. (sg;)jen monoton fallend bzw. monoton steigend, so dafl sich

S9; S S S S2j+1 und 5251 Z S Z 52;

fiir alle 5 € N ergibt. Folglich liegt s stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Partialsummen s,, und s, 1, so daB} sich

|5 = S| < [spt1— sn| = }(_1)n+2an+1‘ = Qn+1
mit
1 1 - 1
an = = S —
T 2n+1) -1 2n+1" 2n

fiir alle n € N ergibt; wegen

1 1 —4 1 —4 4
— < - 107 = —<107* <= n>10
2n T 2 n

kénnen wir N = 10* € N wiithlen und erhalten insgesamt

— (-1
_§:2n—1

n=1

1 1
=|s—sy|<any1 < =< -
2 2

NS

2.28 a) Wir konstruieren fiir jede Nullfolge (a,),en reeller Zahlen iiber vollstindige
Induktion eine Teilfolge (ay, )ren mit

1
lan, | < e fir alle ke N;

oo [e.e] 1
die damit gebildete Reihe Z ap, besitzt dann die konvergente Reihe Z e

k=1 k=1
als Majorante und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst absolut

konvergent.

o Fiir Jk = 1“ gibt es wegen lim a, =0zue = 1ein N; € Nmit |a,| < e

n—ro0
fiir alle n > Ny; fiir ny = Ny gilt damit insbesondere |a,, | < 1.

o Fiir kK — k4 1° gibt es wegen T}er;oan =0zue= m ein Ny 1 €N

mit |a,| < € fiir alle n > Ny q; fir ng1 = max{ng, Ny} +1 gilt damit
1

Ngy1 > Nk mit ‘ank+1| S (k‘-i-—l)Q



b)

229 a)

Fiir die Folge (b,,)nen reeller Zahlen gibt es ein d > 0 mit b, < b, — d fiir
alle n € N; wir zeigen

b, <bj—(n—1)-d firalle neN

mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
o Fiir ,n = 1% gilt sogar by =b; —0=0b; — (1 —1) - d.
e Fiir ,n — n + 1“ ergibt sich

b1 <b,—d<(by—(n—1)-d)—d=b; —n-d.
Damit erhédlt man wegen der Monotonie der Exponentialfunktion

—(n—1)- —n- —-_n- — n
0< etn < (r=)d — (rtd)=nd _ ghitd  g=nd _ bitd (e d)

fiir alle n € N; damit ist die geometrische Reihe

o0
E c-q" mit c=e"" und g=e"?

n=1
[e.e]
eine Majorante der Reihe Z e’ . Wegen
n=1

d>0 ist lg =e <=1

und damit die Majorante konvergent, so dafl die Reihe Z b» nach dem

n=1
Majorantenkriterium selbst konvergiert.
Sei x € [—1; 1]; fiir alle n € N gilt
" || 1 1
= < < —.
nn+1)] nn+1) ~“nn+1) = n?
Die Reihe Z — ist konvergent; damit besitzt die Reihe Z Tl) die
— 1
konvergente Majorante Z — und ist nach dem Majorantenkriterium selbst
n
n=1

konvergent.

_1)
Wegen lim /2 = 1 ist die Folge (p)peny mit a, = (1) fiir alle n € N

n—oo {L/§

: . o (=)
keine Nullfolge; damit ist aber die Reihe E
° ~ 2
1

Die Folge (ay)nen mit a, = T fiir alle n € N ist monoton fallend, und fiir
n
den Grenzwert gilt lim a,, = 0; damit konvergiert die alternierende Reihe
n—o0

S1a, =3 C

divergent.

nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium.
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2.30 a)

ﬂ (= )n (=" :lfiiralle
NG ARG

n € N. Damit sind zwar die Reihen Z a, und Z b, gemaf ¢) konvergent,

— n=1

Wir wéhlen a,, = b, = und damit a,, b,, =

aber die harmonische Reihe Z ay by, divergiert.

n=1

Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachte man etwa die Reihe

oS _1)
Z ay, mit a, = (=1) fir alle neN
n

n=1

sowie die Folge
(bn) en mit b, =(—1)" firalle neN

mit
o

I

TL

Zanb =

n=1

die alternierende harmonische Reihe Z ay ist (nach dem Leibnizschen Kri-
n=1
terium) konvergent und die Folge (b,,),, . offensichtlich beschrénkt, die har-

o0

monische Reihe Z a,b, aber divergent.

n=1

Die Aussage ist richtig: die absolute Konvergenz der Reihe Z a, bedeutet

n=1

die Konvergenz der Reihe Z |a,|, und wegen der Beschréinktheit der Folge
n=1

(bn),en existiert eine reelle Konstante M > 0 mit |b,| < M fiir alle n € N;
damit gilt aber

|anbn| = |an| - |bn] < M -a, fir alle n €N,
~—
<M

so daf} die Reihe Z anb, die (wie die Reihe Z |a,,| ebenfalls) konvergente

n=1 n=1

Majorante ZM |a,| besitzt und folglich nach dem Majorantenkriterium
n=1
selbst absolut konvergent ist.

2.31 Fiir die gegebene Folge (ax)ren positiver reeller Zahlen werden die beiden Reihen

fir alle k¢ N

i ag und i b, mit b, =
k=1 k=1

ag



betrachtet; fiir alle & € N gilt dabei wegen

O<ap<l+a dann 0<b, = il <1
1+6Lk
mit
by = L <~ (1+ak)bk:ak <— b, tapb, = ap —
1+ak
b
<~ b, = ap — apb, = bk:ak(l—bk) e akzl kb
— Uk

Da die Reihe Z br nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (by)ren ihrer
k=1
Glieder eine Nullfolge; damit ergibt sich aber auch

I ’ by, limy, 0 b, 0 0
im a; = lim = = =0.
k—o0 F k—oco 1 — bk 1-— limk_,oo bk 1-0

Folglich gibt es insbesondere zu ¢ = 1 ein ky € N, so daf} fiir alle £ > k

lap — 0| < e, also —1<a,<1 unddamit 0<1+a; <2,
und damit a a
k k
— a=(1 RELLENSY — 2
|ak| ai>0 @k w 1+ a 1+ ag F

<2
>0

gilt. Da die Reihe Z bi. nach Voraussetzung konvergiert, konvergieren auch die

k=1
Reihen Z by sowie Z 2by., so daf} die Reihe Z ay die konvergente Majorante
k=ko k=ko k=ko

[e.9]

o
Z 2by, besitzt; damit ist nach dem Majorantenkriterium die Reihe Z ay, also

k=ko k=ko
o0

auch die Reihe Z ay, (absolut) konvergent.
k=1



