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1.1 Das Prinzip der vollstéandigen Induktion lautet:

,Fir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Dabei gelte:
e A(1) ist richtig.
e Fiir jedes beliebige n € N gilt: ist A(n) richtig, so ist auch A(n+1)
richtig.
Damit ist die Aussage A(n) fiir alle n € N richtig.*

n

1
Wir beweisen damit A(n): (—)FE? = (=) pery (n2+ ) fiir alle n € N.
k=1
sno=1%
1
Z 1)+ g2 = 1)1+112:1:(_1)1+1.1-(1+1)-
k=1 2
S —n+ 1
n+1 n
Z(_l)kJrl K2 — <Z(_1>k+1 k2> + (_1)n+2 (n + 1)2 _
k=1 k=1
1 1
= (—1t Lz (”; ) 4 (C1) (g 1) =~ % (n=2(n+1)) =
— (—1)"H ”TH (=n—2) = (=1)"*? (n+ 1)2(" +2)

1.2 Wir beweisen die Gleichheit

(=) =5 (=)

fiir alle n € N mit n > 2 mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
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W= 2%
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1.3 Fiir alle £ € N gilt

li ! =0 gilt
wegen lim = = gl

) 3 . 1
klggo <1_ﬁ) =1 und klggo <1+ﬁ) =1

und damit
1 - 3
lim a; = lim \{E =1

Fiir alle n € N gilt damit

a, — lim ay
k—o0

’:’\/ﬁ_g_llzl(\/ﬁ_g)_(\/ﬁ+l)':
Vvn+1 Vvn+1
4

n (m+1)n+2) nn+1)(n+2)

:’ﬁ_il' Vit 1

mit
4

T < 0,01 < /n>400 <= n > 400% = 160.000;
n

damit kann etwa n, = 160.000 € N gewéhlt werden.
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1.4 Wir weisen anhand der Definition nach, dafi die gegebene Folge (a,),en mit

(sinn)® — 3 cosn
Vn

den Grenzwert a = 0 besitzt; sei dazu € > 0 beliebig gew#hlt. Fiir alle n € N gilt

ap = fir alle neN

(sinn)® — 3 cosn |(sinn)® — 3 cosn|

lan = af = NG B NG =
- |(sinn)?| 413 cosn| Isinn|® + 3 - [cos n - 431 4
- Vn ; Vn = Vi
mit )
4 4 4
—<e = —-<n <= (-] <n
N £ €

Wir wéhlen eine natiirliche Zahl N = N(¢) mit N > (3)2, so daf} wir fiir alle
n > N wegen n > (3)2 damit

4
la, —a] < — < ¢

B

erhalten.
1.5 Wir halten zunéchst k£ € N fest und betrachten die Folge (¢, x)nen. Wegen

1
<1 st 0<1-—-<1,

0< p

| =

und damit gilt

li 11”_0 1 li 1 11”_1
f (1og) =0 ekl (1-{1-p) )=t

und schliefSlich .
lim ¢, = limk<1— (1—1) ) =k.
n—oo n—00 k

Wir halten nun n € N fest und betrachten die Folge (¢, k)ken. Fiir alle k € N gilt
nach dem Binomischen Lehrsatz

(1-4) -5 [() v <—,1>1j§; [BECHE

also




und damit

s D)-

Wegen

fiir alle 2 < j < n ist

insgesamt also

n
i oy
Jim o = Jin ( >
Alternativ 148t sich der letzte Grenzwert

n 1— 1_1"
et (1 (1)) S

Bl

k

vom Typ ,,%“ auch mit Hilfe der Regel von de 1'Hospital behandeln. Dazu be-

trachten wir die beiden differenzierbaren Funktionen
TR =R, fz)=1-(1-2)" und  ¢g:RT =R, g(x)=uz,
mit
fllx)=-n(l—-2)" (-1)=n(1-2)"" und ¢(2)=1
fir alle z € RT; dabei ist ¢'(x) # 0 fiir alle x € R sowie

Wegen
flle) _n(@—a)t

= =n(l—-2)"! — n-1=n

g'(x) 1 @0
/
existiert der Grenzwert lim f(z) , und nach der Regel von de I'Hospital existiert
=0+ ¢'(x)
: o fle)
damit auch der Grenzwert lim ——= mit
z—0+ g(:p)
1—(1—a)" !
lim M: li M: li f(x):
z—0+ x =0+ g(x =0+ ¢'(z)

Schliefllich erhalten wir

lim ¢, = lim
k—oo k—o00



1.6 a) Fir alle n € N gilt
2 2 2
n~<1—(1+3)>:n~(1—(1+—a+a—2)
n n o n

damit ergibt sich

1\? a?
lm n-|1— (1 + —) = lim (—2@ — —) = —2a.
n—00 n n—00 n

b) Fiir alle n € N ist

(02 () 02 = [0 )T (3"

mit Hilfe des Grenzwertes

ergibt sich damit

2n+2 nq 2 2
n—o0 n n—00 n n

n2 2
_ [lim (1+3> } - lim (1+3> _ o212 2
n

n—oo

c) Fiir a = 0 ergibt sich zunéchst

%2(1+%)2i:%212i:%-n:1

=1

fiir alle n € N und damit insbesondere
R a\ 2
LD (1+5) =1

an 2
Sei nun a # 0 sowie n € N mit n > |a|; damit ist ¢ = (1 + —) # 1, und
n

mit der geometrischen Summenformel ergibt sich

—_

n

L3 (1+)" - Zq a qi:%Q'l_q:
_(+

i= 1- q
1 2
= — . (1 + g) .
n n 1 — (
Nach a) gilt fiir den Nenner

a 2
lim n-(1—<1+—) ) — %,
n—00 n

—_
3
|

[a—y
|
—
— | =
+
+ -
3 I
~— =]
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)2n+2

3le

~—
DO
3
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und nach b) ist im Zahler

2n+2
lim (1 + E) =™
n

n—oo

damit erhalt man

i 1 a)? _ a)2nt2 _ J2a 2a
lim 1.2<1+2>2 oy D) (1+n)2 e et
n—oo N P n n—00 n- (1 _ (1 + %) ) —2a 2a

1.7 Mit der Gauflformel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ergibt sich

an — = — - —_ — . — — _ _;
n? n? n? 2 2n 2 2n, nooo 2
k=1 =~
—0
damit konvergiert die Folge (a,,)nen gegen den Grenzwert a = %
Mit der Summenformel fiir eine geometrische Summe ergibt sich ferner
—0, da ‘—% |<1
k 2\ n+1
(-2F (2 1— (=2)" 1 17
a":Z(Wf): <_?) - 1< 7)2 e 1-(=2) 29
k=0 k=0 - (_7) - (_7) 7

damit konvergiert die Folge (a,),en gegen den Grenzwert a = g.

Mit der Regel von de I’'Hospital erhélt man schliefllich den Funktionengrenzwert

. 1—cosz g .. sinz .
lim —— = lim =sin0 =0,
r—0+ €T ”%“ z—0+
wobel iiber
lim cosxz = cos0 =1 und lim sinz =sin0 =0
r—0+ x—0+

die Stetigkeit von Cosinus und Sinus an der Stelle 0 eingeht; wegen % — 0+ fiir
n — oo ergibt sich damit der Folgengrenzwert

1—005% . 1—cosz

lim a, = lim ———" = lim =0.
n—00 n—o00 = rz—0+ x

n

1.8 Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der gegebenen Folge (a,)nen mit

B 1—2a"
1 4gn

ap fir alle n €N

mit der folgenden Fallunterscheidung hinsichtlich des Parameters x € R\ {—1}.

o Fiir x| < 1ist

1—2a" 1-—
lim 2" =0 und damit lim a,, = lim T y =




e Fiir [z| > 1 konnen wir

_1—:10" - =

I |

Qn

fiir alle n € N schreiben; wegen

1 1 _ 1 1\
—=— <1 ist lim — = lim | — =0
und damit )
| 0—1
lim a, = lim &4 = =—1.

e Fiir [z| =1 ist wegen © # —1 nur = = 1 zu betrachten; wegen

11 11

= = =0 fiir all N
L1 11 ur alle n &

Qp,

ist (a,)nen dann eine Nullfolge.

1.9 Wir weisen die Konvergenz der durch

1
r =1 und Tpy1 = 3 (:ci + 1) fir alle neN

rekursiv definierten Folge (z,)nen dadurch nach, indem wir jeweils mit vollstandi-
ger Induktion zeigen, daB (x,,),eny monoton fallend und (etwa durch 0) nach unten
beschréankt ist:

e Fiir alle n € N gilt =, > x,,11:
n=1% Esist 1 =1 und a2y = % (23 +1) = %, also x1 > 9.
»n — n+1%  Aus der Induktionsvoraussetzung xz,, > x,.1 folgt wegen der
Monotonie der dritten Potenz 22 > 22 .|, woraus sich mit dem Monotonie-
gesetz der Addition
T+ 1> a5, +1

sowie mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation

(5L’§L+1 + 1) = Tp42,

Wl =

1
Tpi1 = g (xi—i— 1) >

also die Induktionsbehauptung, ergibt.
e Fiir alle n € N gilt z,, > 0:

,n=1% Esist xry =1, also 1 > 0.
sn — n—+ 1  Aus der Induktionsvoraussetzung x,, > 0 folgt xf’b > 0 und
damit in
1,4 1, 1
Tyt =5 (1, +1) 2 5 (00 +1) =2 >0

die Induktionsbehauptung.

Die Bestimmung des in seiner Existenz nachgewiesenen Grenzwertes z = lim z,
n—oo

ist nicht verlangt.



1.10 a)

1.11

Wir zeigen a,, < a,1 < 2 fiir alle n € Ny mit vollstédndiger Induktion:
n=0% BEsistaqg=1und a; =1+ 1 =+/2 und damit ag < a; < 2.
,n—n-+ 1 Aus der Induktionsvoraussetzung

G, SanJrl §2

folgt zunéchst
1+an S 1+an+1 §37

woraus sich wegen der Monotonie der Quadratwurzel

Vita, <\/T+an <V3<2,
also die Induktionsbehauptung
Upy1 < Qpgo < 2

ergibt.
GemésB a) ist die gegebene Folge (a,)nen

e wegen a, < a,. fiir alle n € N monoton wachsend und

e wegen a, < 2 fiir alle n € N nach oben beschrinkt,
insgesamt also konvergent.

Fiir den geméf b) existierenden Grenzwert a = lim a, gilt
n—o0

a= lim ap,q = lim v1+a, =,/1+ lim a, =v1+a
n—o0 n—o0 n—oo

und damit a®> =1+ a bzw. a> —a — 1 =0, also

1 ; 1+V5
=35 (-0 EVEP =1 (D) =

da die Folge (a,)nen monoton wachsend ist, ergibt sich daraus a > ay = 1

und damit a = % (1 + \/5)

Wir zeigen zunéchst a,, < a,; fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

. N
,n = 1%

ar =1< V13 = a..

S —n+ 1%

ap < Qpy1 = 124a, <124+ a, 1 =

— api1 = V12 +a, < /124 a,11 = apio.

Damit ist die Folge (a,)n,en monoton wachsend, insbesondere also durch
a; = 1 nach unten beschrankt.

Wir zeigen nun noch a,, < 13 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
n=1%
a; =1<13.



1.12

S —n+ 1%

a, <13=12+4a, <20 = ap41 = V12 +a, < V25 =5 < 13.

Zum Nachweis, daf die Folge (a,),eny nach oben beschréinkt ist, ist ja ledig-
lich irgendeine obere Schranke b, hier b = 13 zu finden; es muf} sich dabei
in keinster Weise um das Supremum der Folgenglieder handeln.

Nach a) ist die Folge (a,,),eny monoton wachsend und nach oben beschrinkt;

damit ist die Folge auch konvergent. Fiir den Grenzwert a = lim a, gilt
n—oo

a= lim a1 = lim V12 +a, = ,/12+ lim a, = V12 +a
n—oo n—oo

n—oo

und damit a? = 12+ a bzw. a®> —a — 12 = 0, also

1 1+
a:§<1i\/1+48> :T7
und folglich a = —3 oder a = 4; da die Folge (a,),eny monoton wachsend ist,

ergibt sich daraus a > a; = 1 und damit a = 4.

Wir zeigen die Behauptung mit vollstédndiger Induktion:

sno=1%
Es ist a; = 5 und damit 3 < a; < 5.
S —n+ 1%
1 2

3§an§5:>427—an22:>§§7 <1l—

7

- <3+ <4=3<a,41 <5

2 7T—a,

Wir zeigen a,, > a,1 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

sn = 1%
2
a1:524:3+—7_5:a2.
S —n+ 1%
2 2
anzan+1:>7_an§7_an+1:> > —
T—ap,  7T—an
2
Upy = 3+ >34 —a .,
— Qp 7_a'n+1

Damit ist die Folge (a;,)neny monoton fallend und geméfl a) beschréinkt, folg-
lich ist (ay,)nen konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a,, gilt 3 < a < 5 geméB a), und damit erhélt
n—oo
man

7T—a, 7 — lim a, T—a
n—oo

2 2 2
a= lim a,,, = lim (3+ >:3+7:3+
n—oo n—oo



113 a)

Damit folgt
(a—3)(T—a)=2= —a’+10a—21 =2 =

a’*—10a+23=0=a=

0= L

wegen 3 < a < 5 folgt hieraus schon a =5 — V2.

Wir zeigen 1 < a,, < 5 fiir alle n € N mit vollsténdiger Induktion:
sn = 1%
7
Es ist a; = 5 und damit 1 <gqy <5.

s —n 4+ 1%

1<a,<5=9>11-2a,>1=3>/11—2a, > 1 =
2<5—1l—2a,<4=1<a,, <5

Wir zeigen a,, > a,1 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

/ 7
>3=5— 11—2~§:a2.

Qp 2> Qpy1 = 11-2a, <11-2a,4; = V11 —2a, < /11 — 20,4 =

an+1:5_ \/11—26Ln25—\/11—2an+1:an+2

Damit ist die Folge (a,),eny monoton fallend und geméf a) beschrankt, folg-
lich ist (ay,)nen konvergent.

I N
,n = 1%

a; =

[NCRIEN

s —n+ 1%

Fiir den Grenzwert @ = lim a, gilt 1 < a < 5 geméf a), und wegen der
n—oo

Stetigkeit der Quadratwurzel erhélt man
a= lim a,4y = lim (5—+11—24q,) =
n—oo

n—r00
=5—,/11-21lim a, =5— V11 —2a.
n—00

Damit folgt

0—5=—VIl—2a—= (a—5)>= (-1l —2a)" —
a?—10a+25=11-2a=a>—-8a+14=0—=

—(-8) (2—8)2 —4-14 8i2\/§ 4t B

wegen 1 < a <5 folgt hieraus schon

a:4—\/§.



1.14 Wir zeigen zunéchst 0 < x,,.1 < x,, < 1 fiir alle n € N mit vollstandiger Induk-

tion:
= 1% Es ist
13 1° 91
r =1 und damit To=1——4+—=—,
10 100 100
insgesamt also 0 < z9 < 7 < 1.
Sn—n 4 1% Esist 0 < z,41 <z, <1, insbesondere z,,; < 1, und damit
2
T R WIS P y]
10 10 2 10 10
<1
————
<L

1

o

woraus sich zum einen

3 5 2 5
T T T T
n+1 n+1 n+1 n+1
Tpy2 = Tpy1 — + = Tn41 - 1 - + >0
—~—

10 100 10

100 —
>0 N —— ~—~—~
>0 =0

und zum anderen

x> x> x> x2
Tpy2 = Tpg1 — ;61 + 1%51 = Tpy1 — ;—OH (1 — ;gl) < ZTpgr <1,
v ~

<1
- =0 >0

insgesamt also 0 < x40 < 2,11 < 1 ergibt.

Damit ist die Folge (x,,)neny Wegen x,41 < x, fiir alle n € N monoton fallend und
wegen x,, > 0 fiir alle n € N nach unten beschréinkt, insgesamt also konvergent.

Fiir ihren Grenzwert a = lim x,, ergibt sich
n—o0

a3 2 a®

und damit
3 5 3

a a a
_ @ __Y o_ 2 1 {—\/1 Vi }
0 10+100 100(0 a), also a € 0,0,v10 ¢,

woraus man wegen 0 < a < 1 schon a = 0 erhélt.

1.15 a) Wir zeigen zuniichst 1 < z,, < €? fiir alle n € Ny mit Hilfe vollstéindiger

Induktion:
sn = 0%
Es ist 7o = 1 und damit 1 < xy < 2.
Sn—n+ 1¢
9 1 1 1 1
1<z, <ef=1>—>—-=1<2——<2—— =
Tn e? Tn e?

2— L 2— L 2
e<e”m <e"Z=1<u2,1<e¢€



1.16

Wir zeigen nun x,, < x,, fiir alle n € Nj.

,n = 0%
91
ro=1<e=¢€"1=u;.
S —n+ 1%
1 1 1 1
Tp S Tppp — — 2 —2——<2- _
n>0 Ty Tnt1 Tn Tn1

9_ L 2— 1
[L‘n+1 = e Tn S [ Tn+l — [L‘n+2
exp monoton steigend

Damit ist die Folge (z,,)nen, monoton wachsend und beschréinkt, insbeson-
dere konvergiert also die Folge (x,,),en.

Fiir den Grenzwert a = lim x,, gilt 1 < a < €? gemif a), und man erhalt
n—0o0

1 1
lim (2——) =2— -
n—o0 Jj‘n a

und aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion damit

. 9L _
lim e* & = e? a;
n—ro0

=

folglich ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift

. . [ _
a= lim z,,; = lim ¢ = = e?
n—oo n—o0

Q=

weswegen der Grenzwert a eine Losung der Gleichung
T =e"
ist.
Wir zeigen z,, < x,1 <1 fiir alle n € N mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
,n =0%

1
Esist 1 = 0, also 25 = "' = = und damit z; < z, < 1.
e

s —n+ 1%

Tp STy Sl= 2y =1 <271, —1<0
. etn—1 < g¥nt1~1 < ! = Tpt1 < Tppo <1

exp monoton steigend

Damit ist die gegebene Folge monoton wachsend und durch 1 nach oben
beschrénkt.

Die gegebene Folge ist gemdfi a) monoton wachsend und nach oben be-

schrankt, mithin konvergent. Fiir den Grenzwert

a= lim z,
n—roo



1.17 a)

ergibt sich aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim e*n 1 = o7t
n—0o0

und folglich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift

a= lim &, = lim e™ ! =% !
n—oo n—o0

weswegen der Grenzwert a eine Nullstelle der Funktion
f R—=R, flr)=e""1—n,
ist. Wegen
fy=e"t—-1=e"-1=1-1=0

ist 1 eine Nullstelle von f; wir weisen im folgenden nach, daf§ f keine weiteren
Nullstellen besitzt, weswegen fiir den Grenzwert a = 1 gelten mu#.

Die Funktion f ist (als Summe der Exponentialfunktion und einer linearen
Funktion) stetig und differenzierbar mit

fllz)=e"1-1 firalle zeR:
e fiirallex < 1ist z —1 < 0 und damit
flx) ="' -1 <0;
<1

folglich ist f auf |—oo;1] streng monoton fallend; insbesondere gilt
f(z) > f(1) =0 fir alle z < 1.

e firallex >1ist z — 1 > 0 und damit
fllz)=¢"1-1>0;
>1

folglich ist f auf [1;400| streng monoton steigend; insbesondere gilt
f(z) > f(1) =0 fir alle x > 1.

Wir zeigen Sie a,, > 2 fiir alle n € Ny mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
,n =0 Esist ag = 3 und damit ag > 2.

sn—n-+ 1% Esist a, > 2, insbesondere also a,, > 0, und es folgt
214 24 4)-2-12a,
g A4, (@d)-2-Qa)
2a, 2a,
az —4da, +4  (a, —2)?

Sa = o4 >0, also  a,11 > 2.

Fiir alle n € N gilt wegen a,, > 2 zum einen a? > 4, also a?2 — 4 > 0, und
zum anderen 2 a,, > 4 > 0, woraus sich

2 _ (2 2 _
a, +4 _ ay (2a,) (an—|—4):an 4>0

Ap — Qpy1 = Ap —
2a, 2a, 2a,

und damit a,, > a,1 ergibt; folglich ist die Folge (a,,)nen, monoton fallend.



1.18

Die Folge (an)nen, ist geméf a) etwa durch 2 nach unten beschrénkt und
geméB b) monoton fallend, insgesamt also konvergent. Fiir ihren Grenzwert

a = lim a, gilt damit ¢ > 2, und wir erhalten mit der Rekursionsvorschrift
n—o0

al+4  a*+4
a= hm Gpy1 = lim =
n—oo 2 (07 2a

Y

woraus sich
20 = a® + 4, also a’ =4,

und damit wegen a > 2 schon a = 2 ergibt.

Wir zeigen a,, > % fiir alle n € N mit Hilfe vollsténdiger Induktion:
Sn=1%
1
a=1> 5

s — n+ 1% Wegen a,, > % ist an—% > 0 sowie a,, > 0 und 2+a,, > 0,
woraus sich

I 14a 1 2(1+4a)—-Q2+4a,) 2+2ai—2—a,

Gl T S a2 2(2 + ay) T 22t a)

~ _ 2) _ nlan = 3)
2(2+ap) 224 ap) 2+ay,

>0

und damit a,4q > % ergibt.

Fiir alle n € N gilt a,, > % geméf a) und damit 2a, > 1, also 1 —2a, <0,
sowie 2 + a,, > 0, woraus sich

1+a? (1+a2)—a,(2+ay)
Qpy1 — Ap = — Qp = -
2+a, 2+a,
1+ad—-2a,—a> 1-2a,
24+ a, 24+ a,

und damit a, 1 < a, ergibt; damit ist die Folge (a,)nen streng monoton
fallend. Da sie zudem gemé# a) nach unten (durch 3) beschréinkt ist, ergibt
sich daraus schon ihre Konvergenz. Fiir ihren Grenzwert

a= lim a,
n—oo

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

. . 1+a2 1+a2
a= lim a,.; = lim = ,
n—0o0 + = n—oo 2 + a, 2+a

woraus sich
a(24a) =1+ d? also 2a+a*=1+ad?

und damit
2a =1, also a=

N | —

ergibt.



1.19 a) Wir zeigen zundchst 1 < a, < 3 fir alle n € Ny mit Hilfe vollstandiger

Induktion:
sn = 0%
Es ist ap € [1,3] und damit 1 < ag < 3.
S —n+ 1
2 2 2 1 1, _9
— +3<1 2+3<9+3:>1< <3
—+-<-a+-<-+4+- .
47474474 g = T
Damit ergibt sich fiir alle n € Ny
1, 3 1,
anﬂ_a"_(ia"—i_i)_a"_i (an+3—4an):

1 1
@ —t0,43) = 2@ -1) (@ -3) <0,
4 Vi —_—— ——
>0 <0
also a,,1 < a,; damit ist die Folge (a’”>n20 monoton fallend.
b) Geméf a) ist die gegebene Folge (ay),, fiir jeden Startwert ao € [1,3]
monoton fallend und (durch 1) nach unten beschréankt, mithin konvergent.

Fiir ihren Grenzwert

a= lim a,
n—roo

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

= lim a = lim 1a2+3 —1a2+3
a_n—>oo nJrl_n—)oo 4 n 4 —4 47

woraus sich
0=a*—4a+3 = (a—1)(a—3)

Vieta
und damit a = 1 oder a = 3 ergibt; dies motiviert die folgende Fallunter-
scheidung hinsichtlich des Startwertes ag € [1, 3]:

e Fiir ap € [1,3] gilt im Hinblick auf das in a) ermittelte Monotoniever-
halten der Folge a < ap < 3 und damit a = 1.

o Fir aqp = 3 ist ¢y :i~32+%:%+% = 3 und analog a, = 3 fiir alle
n € Ny; damit ist (a,),>0 eine konstante Folge mit a = 3.

1.20 Im Falle der Konvergenz der durch die Rekursionsvorschrift
1
xn+1:g(a:i+6) fir neN,

definierten Folge (z,,)nen, kommen fiir den Grenzwert @ = lim z,, wegen
n—oo

(a2 + 6)

ot] =

. N
@ = Jim s = lim 7 (a7 +6) =
und damit
0=a*—-5a+6 = (a—2)(a—23)

Vieta
nur die beiden Werte ¢ = 2 und a = 3 in Frage. Dies motiviert die folgende
Fallunterscheidung hinsichtlich des Startwertes xy € [0; 3]:



o Fiir zp = 2 ist #1 = £ (224+6) = £ - 10 = 2 und analog x,, = 2 fiir alle

121 a)

n € Np; damit ist (x,),en, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 2.

Fiir zy = 3 ist 2y = £ (3°+6) = £ - 15 = 3 und analog x, = 3 fiir alle
n € No; damit ist (2, )nen, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 3.

Fir zq € ]2;3[ zeigen wir zunéchst =z, € ]2;3[ fiir alle n € Ny mit Hilfe
vollstandiger Induktion: fiir ,n = 0% ist dies klar, und fiir ,n — n + 1* gilt

T, €]2;3[=2<1,<3=4<22<9=10<22 +6< 15 =
1
:>2<g(xi+6)<3:>2<xn+1<3:>xn+1e]2;3[.

Damit ergibt sich aber

Tpgl — Ty = (:Ei+6)—xn:

9 1
(22 =52y +6) == (x, —3) (2, —2) <0
O " —

ot =
] =

<0 >0

und somit z,,1 < x, fiir alle n € Ny; folglich ist die Folge (2,)nen, streng
monoton fallend und (etwa durch 2) nach unten beschrénkt, also konvergent;
als Grenzwert kommt nur ¢ = 2 in Frage.

Fiir xy € [0;2[ zeigen wir zunéchst z,, € [0;2[ fiir alle n € Ny mit Hilfe
vollstandiger Induktion: fiir ;,n = 0° ist dies klar, und fiir ,n — n 4+ 1“ gilt

1, €02 =0<2,<2=0<2’<4=6<22+6<10=

6 1
:>g§g(xi+6)<2:>0§:cn+1<2:>:cn+1e[0;2[.

Damit ergibt sich aber

1
(22 =52, +6) == (z, —3) (2, —2) >0
5 e — e —r

ol —

(:ci—i—G)—xn:

ot =

Tp+1 — Tp =

<0 <0

und somit x,,1 > x, fiir alle n € Ny; folglich ist die Folge (2,)nen, streng
monoton wachsend und (etwa durch 2) nach oben beschriankt, also konver-
gent; als Grenzwert kommt nur a = 2 in Frage.

Die Funktion

Filvool R S =3 (104 ).

ist (als gebrochen-rationale Funktion) differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

f/(fc):é(Zl—%):%(xE’—l).

Fiir alle 0 < z < 1 ist 2° < 1 und damit

4
f/('r):5x5(5_1)§07
>0 =0



1.22

so daB f auf ]0; 1] monoton fillt, und fiir alle x > 1 ist 2% > 1 und damit

4 5

= — (2" -1) >0,
DT ——
>0 =0

f'(x)

so daf§ f auf [1;00] monoton steigt; insbesondere besitzt f in x = 1 ein
globales Minimum, und fiir alle z > 0 gilt

f(x)2f(1):%(4~1+%) — 1

Fir die durch einen Startwert x; > 1 und die Rekursionsvorschrift
Tpy1 = f(xg) firalle keN
definierte Folge (z)ren gilt geméf a)
Ty = f(xg) > 1 firalle keN;

damit ist (xy)gen durch 1 nach unten beschréankt, und fiir alle k& € N erhélt
man infolgedessen

—f( ) _1 4 +1 _1 1 <0
Tp+1 — T = J (T SUk—5 Ty o SUk—5 o Tk =~ U

k k A
<1
Gemif b) ist die gegebene Folge (xy)reny wegen
Tpyr — T <0, also Ty < X

fiir alle k£ € N monoton fallend und zudem durch 1 nach unten beschrankt,
mithin konvergent. Fiir den Grenzwert

r = lim zy
k—00

gilt dann wegen x > 1 unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

) o1 1 1 1
T = kh_)rgoxk-i-l = ;}5&5 (4$k+ x_é) == <4x+ F) )
woraus sich )
dx=4r+ —, also 1= —
T

und damit
0 =1, also r=1,

ergibt.

Fiir jedes n € N ist das Folgenglied




die Summe der n + 1 aufeinanderfolgenden Stammbriiche 1, =, ..., 3-;
damit ergibt sich zum einen

1 1 1 1 1
an= — + oot = <(htl) —=1+-<2
n n+1 2n n n
=~
<5 < <3
und zum anderen
1 1 1 1 1 1
a, = — + +...+=>20n+1)-—>n-—>—.
n n+1 2n 2n 2n 2
—~ —— =~
>4 >L >4
Damit ist die Folge (ay),>1 beschrinkt.
b) Fiir alle n € N gilt
Apy1 — Qp =
L + +1+ L + L 1+ ! + +1 =
n+1 7 2n 2n+1 2n+42 n n+l 7 2m)
1 1 1 1 1 1 1 1
+ —<—t———==—=—=0;
2n+1 2n+2 n 2n  2n n n o n
1 1
<3 S

damit ist die Folge (a,)n,>1 monoton fallend. Zusammen mit der in a) ge-
zeigten Beschrénktheit ist die Folge (a,,),>1 insbesondere also konvergent.

1.23 Fiir die gegebene durch

1
ry =1 und Tpi1 =14+ — fliralleneN

n

rekursiv definierte Folge (z,)nen gilt

IL‘1:]_, IL‘QZZ, T3 =

[N [oM]

_ 5 _ 8 _
v L4 =73, T5=7, Le= gy---

Sie besitzt daher die Teilfolgen

(Ton—1)peny = (71,23, T5,...) = (1, %, %, )
und
(Ton)peny = (@2, 24, T, .. .) = (2, g, %, )
Wir zeigen zunédchst 1 <z, <2 fiir alle n € N mit vollstéandiger Induktion:
Ln = 1% Esist ;1 = 1 und damit 1 < z; < 2.
S —n 4 1% Esist 1 <z, <2 und damit

1 1 3
1> = >2=2>14+—>5-=2>gz,,>1.
T, 2 T, 2

—_



a) Wir zeigen 9, 1 < T9,,1 fir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

Ssn=1% Es ist
3
T, = 1< == 3.
2
S —n+ 1% Es ist
1 1
Ton—1 < Topy1 = > —
zon-1>0 Top_1  Top41
1 1
1+ > 1+ = Top > Topyz —» — <
Lon—1 Lont1 Tont2>0 Top  Topt2
=x2n =T2n+2

1
=14+ —<1+4+ = Tap41 < Topy3
Tan Ton+42
——
=Z2n+1 =T2n+3

Damit ist die zunéchst Teilfolge (x2"*1>n€N monoton wachsend. Fiir alle
n € N gilt also 9, 1 < 29,11, Woraus sich

1 1 .
und damit  xy, = 1+ > 1+
Ton—1 Ton+1 Ton—1 Ton41

v

= T2n+2

ergibt; folglich ist dann die Teilfolge (9,),,.y monoton fallend.

b) Die Teilfolge (22,-1),,cy ist geméB a) monoton wachsend und gemé&fl den ein-
leitenden Bemerkungen (durch 1 nach unten und 2 nach oben) beschrankt,
also konvergent, und besitzt daher einen Grenzwert a = lim x4, _1, fiir den

n—oo
ebenfalls 1 < a < 2 gilt. Wegen
1 1 Ton—1 2w9, 1+ 1
Togpp1 =1+ —=14+———=1+ =
e Ton 1+ mi_l Top—1 +1 Top—1 +1

fiir alle n € N ergibt sich

. . 2Top_1+ 1 2a+1
a = lim z9,,1 = lim =
n—0o0 n—o0o Ton_1 + 1 a+1

und damit
ala+1)=2a+1, also a* —a—1=0,

woraus sich

o —(=1)£/(-1)2—4-(-1) 1++5
B 2 2
wegen 1 < a < 2 also

ergibt. Des weiteren ist die Teilfolge geméfl a) (z2,),cy monoton fallend
und beschrinkt, also konvergent, und mit denselben Uberlegungen wie eben

ergibt sich fiir den Grenzwert b = lim x5, dann
n—oo

,_ LtV
- =2

Damit konvergiert auch die gesamte Folge (z,),en gegen den Grenzwert
a=b.




1.24 Sei ¢ Grenzwert einer konvergenten Teilfolge der gegebenen Folge (a,,)n>1 reeller
Zahlen; sei etwa (ap, ), diese Teilfolge mit

lim a,, = c.
k—o0 "k

Folglich gilt
lim a? = c%
k—oco F

dabei ist (aik)k21

(a?),>1 reeller Zahlen. Damit erhalten wir

eine Teilfolge der sogar als konvergent vorausgesetzten Folge

= lim a = lim a’ = a,
k—oo 'k n—>00

woraus sich aber sofort ¢ = a oder ¢ = —a ergibt.

1.25 a) Da die Folge (a,)neny nach Voraussetzung gegen a € R konvergiert, ist die
Folge (a,, — a)nen eine Nullfolge und damit insbesondere beschrénkt; es gibt
also ein M > 0 mit |a,, — a| < M fiir alle n € N.

Wir weisen nun anhand der Definition nach, daf§ auch die Folge (b,,)nen der
arithmetischen Mittelwerte

n

1
b, = — fiir all N
nZak ur alle n €

k=1
gegen a € R konvergiert; sei dazu € > 0.

e Wegen lim a, = a gibt es zu § > 0 ein n; € N mit
n—o0

€
la, —al < B fir alle n > ng;
e dann gibt es wegen lim 4™ = ( ein ny, € N mit
n—oo
Mm £

< = fir alle n > no.
n 2

Sei nun ny = max{n,ny}; fir alle n > ngy gilt dann

1 1
by —a| = |- o 4a)—al = = day)—n-
b, — a ‘n(a1+ +a,) —a - | (a1 + ...+ a,) —n-a
1 1
= —-}(al—a)Jr...(an—a)} < —-(|a1—a|+...+|an—a|)
n n
1
= ﬁ-(|a1—a|+...+|am a|)+
<M <M
+—(|an1+1—a|+...+|an—a|)
<3 <3
1 1 € Mny ¢ € €
< — . M — . — - < - << - — = .
- n n1 +n MZ ) +2 2+2 c

<n

Damit ist die Folge (b, ),en konvergent mit lim b, = a.
n— oo



Die alternierende Folge (ay,)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N besitzt die
beiden Haufungspunkte —1 und 1, ist also insbesondere nicht konvergent.
Fiir alle n € N gilt aber

- 0, falls n gerade,
Zak: (a1 +as)+(ag+ag)+...+a, =
k=1 M

——— —1, falls n ungerade,
=0 =0
und damit
1 1| 1
= |—. = —. < —
[bal =~ | = > a| < - =20
k=1 k=1
——
<1

woraus sich mit dem Schrankenlemma lim b, = 0 ergibt.
n—o0



