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41. a) Die gegebene Potenzreihe
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konvergiert zunéchst in ihrem Entwicklungspunkt a = 0; fiir z # 0 gilt
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Folglich ist die Potenzreihe nach dem Quotientenkriterium

e fiir alle x € R mit 2% < 1, also mit |z| < 1, (absolut) konvergent sowie

e fiir alle x € R mit 2% > 1, also mit |z| > 1, divergent;
damit besitzt sie den Konvergenzradius o = 1.
b) Die von der gegebenen Potenzreihe auf |—p, o[ definierte Funktion

c_l)n_l $2n
n(2n—1)" "’

FA-L1 =R, fl@)=)

n=1

ist gemdfl dem Hauptsatz iiber Potenzreihen beliebig oft (insbesondere also
zweimal) differenzierbar, und fiir alle x € |—1, 1] ergibt sich
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42.

(Potenzreihen lassen sich gliedweise differenzieren); unter Verwendung
der Summenformel fiir die geometrische Reihe erhélt man schliellich
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Aus der in b) gewonnenen Darstellung von f” ergibt sich zunéchst
f'(x) =2arctanx +¢;  fiiralle 2z €]-1,1]

mit einer Konstante c¢; € R; wegen

2. 2. (=1)"1
f(0) = ; 2<n——)1 0> =0 und arctan 0 = 0

erhdlt man ¢; = 0, also f'(x) = 2arctan x fiir alle z € |—1, 1[. Wegen
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ergibt sich dann
f(z) =2zarctanz — In (1 + z%) + ¢ fiir alle re|-1,1]
mit einer Konstante ¢y € R; wegen
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sowie
arctan0 =10 und In (1 + 02) =Inl=0

erhiilt man ¢y = 0, also f(x) = 2xarctanz — In (1 + 2?) fiir alle z € |—1, 1].
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und folglich wegen ¢ # 0 genau dann konvergent, wenn |q| < 1 gilt, also
genau fiir alle x € R mit |z| < |a|; in diesem Fall ergibt sich
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Wir betrachten die gegebene Funktion
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in ihrem maximalen Definitionsbereich D, = R\ {—2, —1} und bestimmen
a, f € R mit

g(x)zljx+2§x fir alle z € D,.
Wegen
a_ B a@+x)+p(1+x) (a+B)z+(2a+p)
I+ 2+2  (1+2)2+2)  (1+2)(2+2)

fir alle x € D, liefert der Koeffizientenvergleich

a+ =0 und 20+ 6 =1,

also « =1 und = —1, und somit
(z) R fir alle x € D
x) = ir alle .
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Fiir die beiden Summanden ergibt sich zum einen mit Hilfe der Summen-
formel fiir geometrische Reihen
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und zum anderen unter Verwendung von Teilaufgabe a)
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so dafl sich fiir |z| < 1 insgesamt
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und damit fiir die Funktion g die Taylorreihe
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x) = chm" mit ¢, = (—-1)" (1 — 2n+1) fir alle n € Ny
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mit dem Einwicklungspunkt 0 ergibt. Da T,(x) fiir alle |z| < 1 konvergiert,
gilt fiir den Konvergenzradius der Taylorreihe o > 1; fiir x = —1 gilt
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so daf die Folge (c,2"), ¢, der Reihenglieder keine Nullfolge ist und folglich
die Taylorreihe T, (—1) divergiert. Damit gilt auch o < 1, insgesamt p = 1.

43. Gegeben ist die Funktion
F:R—>R, F(zx)= / cos(t?) dt.
0

a) Die Cosinusreihe konvergiert fiir alle z € R mit

i(—l)k - = cosz
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fiir alle ¢ € R ergibt; nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf diese
Potenzreihe gliedweise integriert werden, und wir erhalten
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fiir alle x € R, also die Taylorreihe von F' mit dem Entwicklungspunkt a = 0.
b) Geméf a) besitzt die Taylorreihe von F' mit dem Entwicklungspunkt a = 0
die Gestalt Z c,x" mit den Koeffizienten
n=0
(=1*
cn =< (2K)! (4k + 1)’
0, sonst.

falls n = 4k + 1 fiir ein k € Ny,



44.

a)

Nach dem Hauptsatz {iber Potenzreihen gilt fiir die n-te Ableitung von F
im Entwicklungspunkt a = 0 stets

F™(0) =nlc, fiir alle neN,

so daf} sich im Falle n = 4k + 1 fiir ein k£ € Ny dann
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und in den anderen Fillen F(™(0) = 0 ergibt.
Zunéchst ist die gegebene Funktion
1——cosz ..
f"R=>R, f(z) = x? fiir z # 0,
Q fir x =0,

unabhéngig von der Wahl des Parameters o € R zumindest in allen Punkten
a # 0 (als Quotient zweier stetiger Funktionen) stetig. Fiir den Punkt a = 0
ergibt eine zweimalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital
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folglich ist f genau dann im Punkt a = 0 stetig und damit eine stetige
Funktion, wenn oo = f(0) = 3 gilt.

Mit Hilfe der Cosinusreihe ergibt sich zunéchst fiir alle z # 0 die Potenzrei-
hendarstellung
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diese ist wegen
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auch fiir den Punkt z = 0 giiltig. Damit stellt die Potenzreihe
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auf ganz R die Funktion f dar; diese ist damit nach dem Hauptsatz {iber
Potenzreihen beliebig oft differenzierbar mit
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und
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fir alle n € N.



