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a)
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Ubungen zur Vorlesung
., Differential- und Integralrechnung II*
— Losungsvorschlag —

Die gegebene Funktion
f R—=R, f(z)=sin (xQ) ,

ist als Hintereinanderausfithrung von Sinus und der Quadratfunktion belie-
big oft differenzierbar, und unter Verwendung der Kettenregel sowie (fiir die
hoheren Ableitungen) der Produktregel ergibt sich

J'(z) = cos (22) - (22) = 22 - cos (2?)
und

f'(x) =2-cos (z) + 2z - (—sin (¢*) - (27)) = 2 cos (2*) — 427 - sin (2?)
sowie (fiir die bei b) benétigte Restglieddarstellung)

f"(x) = 2(—sin(2?) - (22)) — (82 -sin (22) + 427 - (cos (2) - (22)))

= —4z-sin(2*) — (82 -sin (¢°) + 82" - cos (z?))

= —12x-sin (ZL‘Q) — 822 cos (:EQ)
fiir alle x € R. Damit ist
f(0)=0,  f(0)=0 und  f7(0) =2,

und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungs-
punkt a = 0 dann
f"0)

Ty(z) = f(0) +f'(0)$+Tx = 22

fiir alle z € R.

Nach der Taylorformel gilt f(z) = To(z) + R3(x) fir alle x € R, wobei es
zu jedem T € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 0 und x mit
Rs(x) = f3—,(£) z3 gibt; es ist damit

_ fl/l(é‘) :L‘g‘

£la) = Ta(a) = Ral) =
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a)

Speziell fiir z € [—%, %} gilt auch & € [—%, %}, und wir erhalten in

@)~ Do) = |Rafe)| = [ ga| = L g
= %~‘—12§~sin(§2)—853-008(52)‘-\x|3
< % (12~ €] '|sin(§2)|—i—8- ]f\g -‘008(52)0- |z|?
—~— — = —) =~
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die Behauptung.
Die gegebene Funktion
x
fi]—l,OO[—)R, f<x):1+l’7

ist (als gebrochenrationale Funktion) beliebig oft stetig differenzierbar, und
fiir alle x > —1 gilt
1-(1+z)—2x-1 1

Flz) = TEE = Ara) = (14 x)?

und damit
f'(@) = (=2)- (L+2)7
(@) = (=2)(=3)- (L +a),
@) = (=2)(=3)(=4) - (1 + )77,
wodurch die Vermutung
fO(z) = (=)t -nl- (14 z)"CFD fir alle neN
nahegelegt wird; diese bestatigen wir mittels vollstdndiger Induktion:

e Fiir den Induktionsanfang ,n = 1“ ergibt sich
F(@) = (L+2)72 = (1)1 1 (14 2) 704,

e Fiir den Induktionsschritt ,n — n + 1“ erhélt man aus der Induktions-

voraussetzung
F(2) = (=1)"" - nl - (14 )"0
wegen
fr @) = (1) (@)
(=)t nl (—(n+1) - (L+2)" D7
= (=1)"*t.n!l- ((_1) c(n+1)-(1+ m)_((”+1)+1))

— (_1)(n+1)71 . (Tl + 1); . (1 + Q:)7((n+1)+1)

die Induktionsbehauptung.



b) Fiir den Entwicklungspunkt a = 2 ergibt sich

2

f(2):1+—2:

2
3

sowie mit den in a) ermittelten Ableitungen

32

FR=0422=5 wd ) =(-2)- 0+ 0=

fiir das zweite Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt xy = 2 erhalt

man damit
@) = [+ -2+ Ty
1 2
R G B )

fir alle z > —1.

c) Nach der Taylorformel gilt f(z) = To(x) + Rs(x) fir alle x > —1, wobei
es zu jedem x > —1 geméf der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes
Rs3(x) ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt a = 2 und = mit

"
Rs(z) = 19 3(‘5) (z —2)°
gibt; fiir alle x € [1,3] gilt |z — 2| < 1 und damit auch |§ — 2| < 1, insbe-
sondere also & > 1, und wir erhalten

£ =[6- (14 =6- 1+ <602 = 1
7
und damit
7) ~ Tofa)| = | By(a)| = | T (o — 27| =
N DL LAY

31. Die Funktion f : R — R, f(x) = e” sinx, ist als Produkt der Exponentialfunktion
und des Sinus beliebig oft differenzierbar; mit Hilfe der Produktregel erhélt man
o f'(z)=¢€"sinz + e® cosz = €” (sinz + cosx),
o f’(x)=¢e"(sinz + cosx)+ e* (cosx —sinz) = 2e” cosz,
o ["(x)=2¢€" cosz+2€" (—sinx) =2¢e" (cosx — sinx),
o fW(z)=2¢e"(cosx —sinz) +2¢® (—sinz — cosx) = —4¢® sinz und
o fl

) (x) = —4e” sinz —4e® cosx = —4¢” (sinx + cos 1)



32.

fiir alle z € R. Wegen
flo)=0, fO)=1, f0)=2,  f"0)=2 und fH0)=0

ergibt sich fiir das vierte Taylorpolynom 7); von f zum Entwicklungspunkt a = 0

dann
Ty(z) = f(0)+ f'(0)z + 5 1 1 =z+a’+

fiir alle z € R. Nach der Taylorformel gilt nun f(z) = Ty(z) + Rs(z) fiir alle
r € R, wobei es gemifl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes zu jedem

x € R ein &, zwischen a = 0 und = mit Rs(z) = A (gl 2% gibt. Fiir x # 0 erhiilt
man damit

f(x) = Ti(x) _ Rs(w) _ (M) L

4 x4 120

10 o SO o SO0 a2

_ T 6.
= 120 (&)

beim Grenziibergang © — 0 ergibt sich auch £, — 0, woraus wegen der Stetigkeit
der fiinften Ableitung f©® dann f®(¢,) — f©®)(0) = —4 folgt. Insgesamt erhiilt

man also

. f(x) = Ty(x) .
R (120 I <§x>)— (1) =0,

~>0 e

Wir koénnen also p = T wihlen. Des weiteren gilt

5
1)~ T = 1Bs(@)] = | T 03] = |t sine, +cost)] - 1 <
5 5 1)5
<4e | [sin&,| + |cos &, u < 8 el < 86%.(2) :ﬁ
—_——— N — 120 €<l 120 <L 120 80
<1 <1 = =

fiir alle x € [—%, %} ; dabei geht ein, dafl die Exponentialfunktion monoton wéchst.

a) Fir z € [0, 7] betrachten wir das dritte Taylorpolynom T3 des Sinus zum
Entwicklungspunkt a = 0 und erhalten

sin” 0 sin”’ ()
. x2 . :L‘g
2 6
—sin0 5,  —cosO 5 sino=0 T
- x - T =

Ts(x) = sin0+sin'0-z+

3
= sin0+4cos0-x+

6 cos_0:1 & 6 '
Nach der Taylorformel gilt nun sinz = T3(z) + R4(x), wobei es geméf} der
Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein ¢ zwischen a = 0 und x mit

. (4) «
sin'*(¢) i sin & -
4! 4!
gibt; wegen z € [0, 7] ist auch & € [0, 7], und wegen sin & > 0 ergibt sich

R4(l’) =

: 3
sing = Ty(x) + Ra(z) = Ty(x) + 8135 > Ty(e) = a — %
—

>0



Die Polynomfunktion
23
pZ[W,—I—OO[—)R, p(ZE):fL‘—E
ist differenzierbar, und fiir alle x > 7 gilt

3 2 2 32 7
(z)=1—-—=1—-—= <
P(z) 6 2w

damit ist p auf dem Intervall [r, +00[ monoton fallend, und fiir alle z > 7
ergibt sich

w



