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17. Gegeben ist die gebrochenrationale und damit insbesondere stetige Funktion

r—e
D= — R, = ,
filmecol =R, f(r) =t
und wegen
f(x)zm—e:(x+e)—2«e:x+e+ —2e 11— 9.
rT+e rT+e r+e xT+e rT+e

fir alle x > —e ist etwa
F:l—e,oo[ >R, F(z)=2—2¢e-In(x+e),

eine Stammfunktion von f. Die zu betrachtende Fliche, die vom Graphen Gy
und der z—Achse zwischen den Geraden x = 0 und x = 3e eingeschlossen wird,
besitzt den Fldacheninhalt

3e
A =/0 ()] dr,

wobei der Graph Gy wegen

<0
T —e
_ < "
f(z) x—l—e_o fir alle z € [0, ¢]
~—

>0

im Bereich [0, ¢] auf und unterhalb der z—Achse sowie wegen

f(z) = >0 fur alle x € [e, 3¢

im Bereich [e, 3¢] auf und oberhalb der z—Achse verlauft. Damit gilt
3e e 3e
A= [l = [ f@pae [ i) -
=—f(x) =f(=)
e 3e
= —/Of(a:)dx—l— f(:z:)dx:—[F(a:)]g—l—[F(x)]ie:
= —(F(e) = F(0)) + (F(3¢) — F(e)) = F(3e) — 2F(e) + F(0)



mit
F(3e) = 3e—2¢e-In(3e+¢) =3e — 2e-In(4e)
= 3e—2¢-(In4d+1ne)=3e—2e-(2In2+1)=e—4eln2
F(e) = e—2e-In(e+e)=e—2e-In(2e)
= e—2e¢-(In2+1Ine)=e—2¢-(In2+41)=—e—2¢ln2
FO) = 0—2e-In(0+¢€)=—-2e-lne=—2¢-1= —2e¢,

woraus sich insgesamt
A=F(3e)—2F(e)+ F(0) =
=(e—4eln2) —2-(—e—2eIn2) + (—2¢) =
=e—4eln2+2e+4eln2 —2e=e
ergibt.

18. a) Gemif der Definition der allgemeinen Potenz a® = € fiir ¢ € RT und
beRist

f(l‘) — % = 6atlnz

fiir alle x € RT, so daf3 f zumindest in allen Punkten x > 0 als Verkniipfung
stetiger Funktionen stetig ist. Ferner ergibt sich im Exponenten wegen

Inzx .

xlnx:T mit lnz — —-oc0o und - — 40
= z—0+ Tr x—0+
X

fiir ¥ — 0+ ein Grenzwert der Form ,,22“. Wir betrachten die jeweils diffe-
renzierbaren (Zéhler— und Nenner—)Funktionen

1
g:Rt =R, g(z)=1Inz, und h:RT =R, h(z)=—,
x

mit

1 1
() = — d h(x)=——= #0
J)=—  wd Ha)=- #
fir alle z € RT; des weiteren gilt h%l+ h(z) = oo. Da nun der Grenzwert
T
g(*) _
W) —L% oo U

existiert, existiert nach der Regel von de I’'Hospital auch der Grenzwert von
M fiir x — 0+, und es gilt
h(z)

/
lim zlnz = lim m = 1 g(x) =0.
20+ e=0+ h(z) a0+ B (x)

Folglich erhalten wir (wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion exp an
der Stelle 0) dann

lim f(z)= lim *™* =¢% =1
1‘—>0+f( ) r—0+ ’



so daf} die gegebene Funktion

x*, falls z > 0,
f10,00[ =R, f(z):=
¢, fallsz =0,

genau dann auch an der Stelle 0 und damit als Funktion stetig ist, wenn

c=£(0) = lim f(z)=1
gilt.

b) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die zur
gemif a) stetigen Funktion f : [0; 00] — R gebildete Integralfunktion

F:[0;00[ =R, F(z)= /wf(t)dt,

differenzierbar mit F”(x)

= f(x) fir alle z € [0; 00|. Speziell an der Stelle 0
ergibt sich
N Y .
lim — [ f(t)dt = lim — F(z) =
=0+ 2 /g =0+ T F(0)=0
Y F(z) — F(0) ' _
_xlgtl)%r z—0 = PO =70 =1

19. Die fiir einen Parameter a > 0 gegebene Funktion

fiR" =R, f<x>—(a3—x5)g,

ist (als Verkniipfung und Differenz von Potenzfunktionen und einer konstanten
Funktion) differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

Py =3 (af—at) (_;T ;) (b —af)

also

und damit

m:\/l+<a§-x_§—l>: a

z 2 PR
3.073=qa3- -1 3
Fiir alle € > 0 ergibt sich demnach
a a x% a
/Vl—i—(f’(x))de:/ (a%-x_%)da: [aé-T]
€ € 3 .
3 abat| 2.3 3ab. 4 3
g W7 S RN A
€ N —0



20.

also

e—0+

lim /a\/l + (f'(z))? de = ;a.

Da f : R — R eine stetige Funktion ist, existiert fiir jedes x € R das bestimmte
Integral iber das abgeschlossene Intervall [x — 1, z]. Die Funktion g ist also fur
alle x € R definiert, und mit der Integralfunktion

F:R =R, F(x):/$f(t)dt,
0
gilt

ote) = [ swae= [ foya= [ i =F@) - P,

Ferner ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung F und
damit auch g differenzierbar, und es gilt

g (z) = F(z) = Flx—1) = f(x) = f(z — 1)

fiir alle x € R. Da f streng monoton fillt, ist f(z) < f(z—1) und somit ¢'(z) <0
fiir alle x € R. Das bedeutet, dafl g ebenfalls streng monoton fallend ist.



