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- Differential- und Integralrechnung II*
— Losungsvorschlag —

a) Mit der Stetigkeit des Cosinus (an der Stelle 0) und des natiirlichen Loga-

rithmus (an der Stelle 1) gilt

ln( cost ) — In1=0 sowie 2 — 0,
~~ t—0 t—0
—cos 0=1

und mit der Regel von de ’'Hospital ergibt sich damit

—sint .
lim ln(cost) L'H lim oot _ _1. m sin t L'H
t—0 {2 Lo« t=0 2t 2 t=0tcost 0«
cost 1 1 1

m— = ——. = :
2 t=0cost —tsint 2 1-0-0 2

dabei geht die Stetigkeit von Sinus und Cosinus (an der Stelle 0) ein.

b) Geméif der Definition der allgemeinen Potenz

a® =exp(blna)  firalle ¢ € RT und beR

(cos =) = o (1010 (cos - )

ergibt sich

mit ( . )
1 In (cos -~
n-In (cos 7) = 1—\[ fiir alle n € N.
" (%)
1
Wegen lim — = 0 erhélt man mit Hilfe von a) insbesondere
n—oo n
1 In cosin 1 ¢ 1
limn-In(cos— | = lim (—;f) = lim n(cos?) = —=,
n—00 \/ﬁ n—00 %) t—0 t2 2

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion (an der Stelle —3) dann

i LY | 1 1 1
1m | COS — = 11Im ex n - 11 | COS —= = eX — | = —=

folgt.



10. Die gegebene Funktion

11.

f:]0,00[ =R, f(z)=2-2x—1+Inx),

ist als Summe und Produkt linearer Funktionen und des Logarithmus beliebig
oft stetig differenzierbar, und fiir alle z > 0 gilt

und

flz) = 1-(2x—1+Inz)+x- <2+i)

= 2r—14+hhz)+2x+1)=4x+Inzx

Fla) =4+ é

GeméfB obiger Uberlegung ist f insbesondere zweimal differenzierbar; damit
ist ihre Ableitung g = f’ : ]0, 00] — R differenzierbar, und wegen

d(@) = ) =4+ % S 450

~~
>0

fiir alle x > 0 ist g auf dem Intervall ]0, co[ streng monoton wachsend.

GemésB a) ist die Funktion g = f" : ]0, 00 — R streng monoton wachsend,
so daf} sie auf |0, co| hochstens eine Nullstelle besitzt. Zum Nachweis ihrer
Existenz betrachten wir den Funktionswert

g)=f'(1)=4-1+Inl=44+0=4>0,

und wegen

gibt es eine Stelle a € |0, 1] mit g(a) < 0, so daf die stetige Funktion g
auf dem Intervall Ja, 1] C ]0, oo[ nach dem Nullstellensatz mindestens eine
Nullstelle £ besitzt. Damit hat g mit £ genau eine Nullstelle in |0, ool.

Die Funktion ¢ = f" :]0,00[ — R ist gem&f a) streng monoton wachsend
und besitzt geméf b) genau eine Nullstelle £. Damit gilt:

e Fiir alle x € ]0,¢] gilt f'(z) < f/(§) = 0, so daB die stetige Funktion f
auf dem Intervall |0, £] streng monoton fallend ist.

e Fiir alle x € ¢, 00] ist f'(z) > f'(§) = 0, so daf3 die stetige Funktion f
auf dem Intervall [£, oo streng monoton wachsend ist.

Damit besitzt f auf |0, 00[ genau ein lokales Extremum, ndmlich in £ ein
(isoliertes) lokales Minimum.

Die gegebene Funktion

h:]0;00] — R, h(@:m(ul) =

) 41



ist (als Summe und Komposition des natiirlichen Logarithmus und gebro-
chenrationaler Funktionen) stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir
alle z € ]0; 00| gilt

N -1 I
M =TT ((:v+1)2)_x2(1+%)+(x—|—1)2_
-1 N 1 —(@+D+2 1 — 0
Ca(r+1) (412 zz+1)2 0 p(r+1)2 ’

damit ist h streng monoton fallend. Ferner gilt (wegen der Stetigkeit der
Logarithmusfunktion an der Stelle 1)

1 1
lim A(x) = lim <ln <1 + —) — ) =0,
R , N

—1+0=1 —0

—In1=0

so daB sich insgesamt h(z) > 0 fiir alle ]0; oo[ ergibt.

Fiir die gegebene Funktion

Filsl R @)= (141)

ergibt sich geméB der Definition der allgemeinen Potenz a® = e®™ fiir alle
a € RT und b € R dann

fla) = (1 + i) _ ooin(1+2)

und folglich unter Verwendung von Ketten— und Produktregel

Fla) = een(+d) (1 ‘In (1 + i) +a- l_é) =
_ 6xln(1+%) . (ln (1 + l) — 1 ) = exln(lJr%) . h([L‘) >0

T r+1 ~
N\ + J >0 >0

-

=h(z) a)

fir alle x € ]0;00[; folglich ist die Funktion f streng monoton steigend.
Unter Verwendung der Regel von de 'Hospital ergibt sich ferner

1 In(1+1 T 1
lim:pln(1+—>:lim(+”)L:H limlf: im =0
x—0+ €T z—0+ P = =0+ — 2 z—0+ 1 + p
sowie
_—
In(1+3) un > 1

lim zln {1+ — :hmfz 1 1
ES 0 — = ES
T—00 X T—00 0 z—o0 5 z—o00 1 +
T 0 x x



12.

a)

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim f(z)= lim e n(113) = 0 = 1
z—0+ z—0+

sowie

xln(lJr%) — 1

lim f(z) = lim e e =e

T—r00 T—00
folgt; damit erhélt man (unter Verwendung der strengen Monotonie von f)
zunéchst Wy C |1;e[. Zum Nachweis von , 2% sei y € |1;¢];
e wegen lir(r)1+f(x) =1 gibt esein 0 < a < 1 mit f(a) <y, und
z—

e wegen lim f(x) = e gibt es ein b > 1 mit y < f(b),

T—r00

so da8B fiir die (als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst) stetige Funktion
f nach dem Zwischenwertsatz ein £ € Ja; b] mit f(§) = y existiert. Damit ist
y=f(§) € Wrund Wy =]1e].

Die gegebene Funktion

f:R—=R, f(x)=arctanx +

1+

ist (als Summe des Arcus tangens und einer gebrochenrationalen Funktion)
stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir alle x € R gilt
1 2z 1+ 22 2z (1—xz)?

f'(x)

142 (14222 (1422 (1+22)? (1+a2)

Wegen f/(x) > 0 fiir alle  # 1 ist die stetige Funktion f damit auf |—oo; 1]
und [1; o[ jeweils streng monoton wachsend; folglich ist f auf ganz R streng
monoton wachsend und damit insbesondere umkehrbar. Folglich gilt

f(zo) < lim f(z) = lim (arctanx+ 1 ) _T

T—00 z—00 \ S~ 1—|—£L’2 2
-3 e
—0
und
) > lim f(z) = li fang 4 —— ) = T
f(zo >x$@mf x)—xilglo arctang +——s | = —5
. T
—>

fir alle o € R und damit zunéchst Wy C }—%; g[ Zum Nachweis von ,, D%
T, T

seiye]—g,g[;

e wegen lim f(x)= —g gibt es ein a < 0 mit f(a) < y, und

T——00

e wegen lim f(x) = g gibt es ein b > 0 mit y < f(b), und
T—r00

so daB es nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit f(§) = y gibt, woraus
y € Wy folgt. Insgesamt ergibt sich also Wy = }—%



b) Da f eine streng monoton wachsende und auf einem Intervall, ndmlich R,

definierte Funktion ist, ist die Umkehrfunktion f=! : }—g; %[ — R auf jeden

Fall stetig. Da f differenzierbar ist mit f’(b) # 0 fiir alle b # 1, ist f~! in
allen Punkten a = f(b) # f(1) = T + 1 differenzierbar; die Annahme, f~!
sei auch in a = f(1) differenzierbar, fiihrt in

1=(idg)' (1) = (f 1o f) ()= () () f(1)=0

zum Widerspruch.



