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Die Funktion f ist als Differenz stetiger und differenzierbarer Funktionen
selbst stetig und differenzierbar, und es gilt f/(x) = 2¢e” —1 fiir alle z € R*.
Fiir das Verhalten von f am Rande von Dy = R* ergibt sich zunéchst

. RT r —9..0_0—_o.
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wegen e* > x + 1 fiir alle x > 0 gilt ferner

xh_}rgof(.r):mh_)rgo@e —x)zg}l)rrolo( e’ + (e —93)) = +o00.
—00 >1

Wir zeigen nun die Behauptung W; = ]2, 4+o00[ durch den Nachweis der
beiden Inklusionen:

o Wegen f/(z) =2e*—1>2e—1=2—1=1fiir alle z € RY ist f
auf Rt streng monoton wachsend, so dafi 2 < f(z) fiir alle z € RT und
damit Wy C |2, 4+00] gilt.

e Fiir alle y € ]2, +00] gibt es

— wegen xll)r&f(x) =2ein 0 <a<1mit f(a) <y und

— wegen lim f(z) =ocein b > 1 mit y < f(b);
Tr—r00

nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein £ € |a;b[ mit f(§) = y;
damit gilt |2, co] C Wy.

Die Funktion f ist auf einem Intervall, ndmlich Rt = ]0,+oo], definiert
sowie geméf a) streng monoton wachsend und besitzt daher eine zunéchst
stetige Umkehrfunktion f~! : W; — R. Da f ferner in allen Punkten des
Definitionsintervalls Dy = R* differenzierbar ist mit f’'(z) > 1 und damit
f'(z) # 0 fiir alle z € R*, ist die Umkehrfunktion f~! sogar differenzierbar.

Seien a, b € Wy mit a # b; man kann a < b annehmen. Die Einschrankung
S ap der differenzierbaren Funktion f~! auf das abgeschlossene Intervall
[a, b] erfullt insbesondere die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung, ndmlich Stetigkeit auf [a,b] und Differenzierbarkeit auf
la, b[, und wir erhalten ein & € ]a, b] mit

FO) = M@ = () (©) - (b - a);



dabei gilt nach der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen

—1\/ - 1
UO= iy
Wegen f/(z) > 1 fiir alle z € Dy ist insbesondere f/(f~1(¢)) > 1, und es
ergibt sich

PO = @] = () ©) b al =
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6. Die Einschrénkung f |[0 1[ von f auf das Intervall [O, %[ ist als lineare Funktion

stetig, und die Einschrankung f |[ 1,2] von f auf das Intervall [%, 62] ist als Pro-

dukt stetiger Funktionen ebenfalls stetig; damit ist die Funktion f zunéchst in
allen Punkten a # % stetig. Wegen
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ist f auch im Punkte a = % stetig; damit ist f eine stetige Funktion. Nach dem
Satz von Weierstrafl besitzt f demnach ein globales Minimum p und ein globales
Maximum ¢, und fiir den Wertebereich gilt Wy = [f(p), f(¢)].

Mit einer analogen Begriindung wie oben ist f in allen Punkten a # % auch

differenzierbar mit
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ist f im Punkt a = % nicht differenzierbar. Fiir ein lokales Extremum von f gibt
es nun die folgenden drei Mdoglichkeiten:

e a ist ein Randpunkt von D; = [0, ¢?], also a € {0, e*}.

e a ist eine Nichtdifferenzierbarkeitsstelle von f, also a = %

e ¢ ist im Innern von Dy, und f ist in a differenzierbar; dann gilt f’(a) = 0.

Wegen f'(x) =0 < l=Inz <= z=cistalsoa=ce.

Mit Hilfe der Wertetabelle
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mit —e < 0 < e% < % ergibt sich p = % und ¢ = e; man erhélt also W; = [—e, ﬂ



7. Die Funktion
>+
5
ist als Verkniipfung des Sinus und einer Polynomfunktion stetig und differenzier-
bar, und fiir alle x € R gilt mit der Kettenregel

f:R—=R, f(z)=sin

Flz) = (cos x3+$> ‘ 3582—1-1‘

2 2

Seien nun z, y € [—1,1]; da fiir x = y die zu zeigende Ungleichung trivial ist,
kénnen wir x # y und damit sogar z > y annehmen. Wir wenden den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion f auf dem Intervall [y, z] an
und erhalten ein £ € |y, z[ mit

f@) = fly) = (&) (x—y)

Wegen & € Jy,z[ C [—1,1] ist =1 < € < 1, also —1 < &€ < 1, und damit
—2< 8 4+£<2 also -1 < 537% < 1; aufgrund des Monotonieverhaltens des

Cosinus erhélt man also cos ER’TH > cos 1. Ferner ist €2 > 0 und damit 3527“ > %,

woraus sich
E+¢€ 3§2+1>cosl
S .

F() = cos =2 T > 20 5 0
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ergibt. Zusammenfassend erhélt man

4+ i +y cos 1

5 —sinTo— | = (@) = fWI =/ |z =yl = =

sin - —yl.

8. Da die beiden Funktionen f, g : [a,b] — R stetig und auf |a, b[ differenzierbar
sind, ist auch ihre Differenz

h: [a’ b] - R, h($) = g(ZL‘) - f(ZU),

stetig und auf |a, b differenzierbar, und wegen f(a) < g(a) sowie f'(z) < ¢'(z)
tiir alle x € ]a, 0] gilt

sowle
W(xz) =g'(x) = f'(x) 2 0
fiir alle « € |a,b[. Da f(a) < g(a) bereits nach Voraussetzung gilt, sei x € |a, b;

wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion A auf
dem Intervall [a, 2] an und erhalten ein £ € ]a, x[ mit

h(x) — h(a) = 5/\(9 (x —a) >0, also  h(z) > h(a) >0

und damit f(z) < g(x).



