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»Differential- und Integralrechnung II*
1.

— Losungsvorschlag —

n—oo

a) Fiir eine Funktion f: D — R auf der Definitionsmenge () # D C R gilt:
(Tp)neny in D mit lim z,, = a stets

lim f(z,) =
n—oo
rentialquotient

e Die Funktion f heifit stetig im Punkt a € D, wenn fiir alle Folgen
= f(a) gilt.
e Die Funktion f heifit differenzierbar im Punkt a € D, wenn der Diffe-

f'(a) = lim

T—a

F) -~ fla) g
T —a
im eigentlichen Sinne existiert.

e Die Funktion f heifit stetig differenzierbar, wenn f selbst differenzierbar
und ihre Ableitung f’ stetig ist.
b) Die gegebene Funktion

fR=>R, f(x)=

sinx —x

)
I’2

fiir x #£ 0,
0, fiir z = 0,
ist zunéchst in allen Punkten x # 0 als Quotient und Summe von Polynom-
funktionen und der Sinusfunktion differenzierbar mit
cosz —1)-2% — (sinz — ) - 2x
ey - Leosz=1)-*— (sina )

(22)?

(cosx —1) -z —2(sinx —x)
= p :
wegen
T 0 sinz_z _ () sinr —x
lim Il 1(0) = lim &% = lim LA
z—0 T — z—0 €T z—0 3 %
. cosx—1 pm .. sinr g ,. —COSXx 1
= lim = lim = lim N
z—0 312 0« 20 6x L0« 20 6 6
ist f auch im Punkt a = 0 differenzierbar mit
x
7(0) = Tim L'



Damit ist die Funktion f differenzierbar. Die Ableitungsfunktion

(cosz —1)-x—2(sinx — z)
fR=R, fl(a) = ?
-, fiir x =0,
6
ist zunéchst in allen Punkten = # 0 als Quotient und Summe von Polynom-
funktionen sowie der Cosinus— und der Sinusfunktion stetig; wegen

, flir z #0,

(cosz —1)-x—2(sinx — z)

. / . . o
) = e -
LH ) ((—sinz) -2 4 (cosz —1)-1) = 2(cosz — 1)
o = -
— m (—sinx)-x—(cosx—l):
xz—0 32
LH ((—cosz) -2+ (—sinz)-1) — (—sinx) _
Q¢ =0 6z
. (—cosx)-x . —cosx 1
N L N N A

ist f" auch im Punkt a = 0 stetig. Folglich ist die Ableitung f’ von f stetig,
mithin die Funktion f stetig differenzierbar.

Es sei bemerkt, daf§ wir an verschiedenen Stellen

limsinz =sin0 =0 und limcosz =cos0 =1,
z—0 z—0

also die Stetigkeit der Sinus— bzw. der Cosinusfunktion im Punkt a = 0,
verwendet haben.

Fiir das Verhalten der gegebenen Funktion

6.1’

FRAV{} SR, f) =,
an den Réndern von Dy ergibt sich unter Verwendung der Grenzwerte

lim e* =0, lim e = ¢e’'=1, lim e* =400
T——00 x—0+ exp stetig T—+00

durch die entsprechenden Grenzwertbildungen:

lim f(z) = lim — = 0,
T——00 T——00 I
e.’[
Ii = lim — = -
) = Jmy g >
el'
li = lim — =
R
: S 7 : SR o
lim f(x) = lim — = lim — =400
T—+00 r—+o0o I ,,%“ z—+oo |



Die Funktion f ist als Quotient der Exponentialfunktion und der Identitét
auf Dy = R\ {0} differenzierbar, mithin stetig, und fiir alle x € Dy ergibt
sich nach der Quotientenregel

et-x—e’-1 o
Py =" =S )
mit
. <0, fiirz<1undx #0,
e
f(z) = o (z—=1)¢ =0, firz=1,
:6'/ >0, firz>1.

Damit ist f auf |—o0,0[ und ]0,1] jeweils streng monoton fallend sowie
auf [1, +oo[ streng monoton steigend und besitzt folglich genau eine lokale
Extremstelle, ndmlich ein lokales Minimum in a = 1.

Nach a) und b) und wegen f(1) = e hat G folgendes Aussehen:




3. Gegeben ist die Funktion

Inz

f:]0,400[ =R, flx)=¢x—1
1, fir x = 1.

fiir x # 1,

Zunichst ist die Funktion f auf den offenen Mengen ]0, 1] und |1, +o00[, also
in allen Punkten a € ]0, 400[ mit a # 1, als Quotient des Logarithmus und
einer linearen Funktion stetig. Fiir a = 1 ergibt sich im Hinblick auf die
Differenzierbarkeit des Logarithmus (%) an der Stelle @ = 1 zudem

. . Inz . Inz—Inl , 1
EA g s R L R Tt Sk A

damit ist f auch im Punkt a = 1 stetig, insgesamt also eine stetige Funktion.

Die Funktionen
g:]1,400[ = R, g(x) =Inz, und h:]|l,4+0] =R, h(z)=2—1,

sind differenzierbar, und fiir alle x € |1, +o0[ gilt
/ 1 !/
g(x)z; und A'(z) =1#0;

ferner ist

xgrlloog(m) = IETOO Inx =400 und zEToo h(z) = xEToo (x — 1) = +o0.

Da nun der Grenzwert

g(r)

m—1>+oo h’(;(;) o z—l>r—i¥loo

existiert, existiert nach der Regel von de ’'Hospital auch der Grenzwert

m M: lim o lim f(x)

x—l>+oo h(gj) r—+00 I — 1 o T—+00

mit

. oo gl g
Fiir jedes x > 1 betrachten wir die Einschrankung In | , des Logarithmus
auf das abgeschlossene Intervall [1, z]; diese erfiillt die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, ndmlich Stetigkeit auf [1,x] und
Differenzierbarkeit auf |1, z[, und es existiert ein & € |1, x[ mit

Inz—Inl , Inx 1
— 1 =In'¢, also f(:v)—m_1 Wizo €




4.

a) Gegeben ist die Funktion

f:R—=R, f(x)=arccos ( ) + arctan(z).

x
V14 22
Wiéhrend der Arcustangens auf ganz R differenzierbar ist, ist der Arcus-
cosinus zwar auf [—1, 1] stetig, aber nur auf |—1, 1 differenzierbar; die innere

Funktion
x

V1+ a2

ist (als Quotient einer linearen Funktion und der Verkettung der Quadrat-
wurzel mit einer stets positiven quadratischen Funktion) differenzierbar, und
fiir alle x € R gilt

v <14 2% also lz] < V1+ a2,

p:R—=>R, ¢x)=

und damit

] z

— < 1, also -1 < —< 1.
V1422 V14 22

Wegen W, C |—1, 1] ist damit f eine differenzierbare Funktion, und fiir alle
r e R gilt

1 1-\/1+x2—:1:-<2 1 -217) 1

/ _ ) 1+z2
f(l') - . 5 m? + 1_'_1.2
1_<¢1+r2>
2 _ _a?
_ 1 .\/1+33 o 1
1— 2 14 a2 14 a2
14z

: +
(Le?) (1+22)V1+22 1+22
1 (1+ 2?) — 22 N 1
\/ 1L V1+22(14+22) 1422
1 1 1
1+ 2+1+ 2
NESTEET A R

1422

1 1 1

AT 2 1+

b) Die auf dem Intervall R differenzierbare Funktion f mit f'(x) = 0 fiir alle

x € R ist eine konstante Funktion, es gibt also ein ¢ € R mit
flz)=c  firalle z€R.

Speziell fiir x = 0 ergibt sich

¢ = f(0) = arccos(0) + arctan(0) = g +0= g,



so daB sich fiir alle x € R zunéchst

x 7r
arccos <—) + arctan(z) = ¢ = 5

V1+ 22
und damit in

T ™
arccos | —— | = — — arctan(xz).
<\/1 - x2> 2 (@)

die Behauptung ergibt.

a) Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt: Seien a, b € R mit a < b
sowie f : [a,b] — R eine stetige und auf |a, b differenzierbare Funktion; dann
gibt es ein £ € |a, b[ mit

F0) = fla)

e ===

Er 148t sich geometrisch wie folgt interpretieren: Die Steigung der Sekante
Sq,p zWischen zwei Punkten a und b einer differenzierbaren Funktion ent-
spricht der Steigung der Tangente ¢¢ an einer geeigneten Zwischenstelle &:

b) Da der Arcustangens auf ganz R differenzierbar ist mit

arctan’ z = fiir alle z € R,

+x

erfiillt die Funktion

fila;b] = R, f(z) = arctanz,



insbesondere die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung, ndmlich Stetigkeit auf [a, b] und Differenzierbarkeit auf ]a, b[. Es gibt
also ein & € ]a, b] mit

arctan b — arctan a 1

= tan’ & =
[ arctan’ £ T sh

woraus sich wegen a < b, also b — a > 0, dann in
arctanb — arctana < b —a

die zu beweisende Ungleichung ergibt.
c) Die Funktion
f:la,b) = R, f(x)=cos(Inx),

ist als Verkettung des Cosinus und des Logarithmus differenzierbar, und fiir
alle z € [a,b] gilt gemaf der Kettenregel

1
f(z) = —sin(lnx) - —.
x
Damit geniigt f den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differential-

rechnung, und es gibt ein £ € |a, b] mit

TO-ND _ ey, baw. 10) - fa) = 1) 06— a),
also ]
cos(lnb) — cos(Ina) = —sin(In¢) - A (b—a).
Wegen 0 < a < § <bgilt0< i< % und b — a > 0, so daf} sich wegen

3
|sin(In¢)| < 1 insgesamt

|cos(Ind) — cos(Ina)| = ‘—sin(lnf) . % -(b—a)| =
- L)) g p-al < om0 < -0 =2

<1
ergibt.

6. Fiir alle a, b € R mit 0 < a < b betrachten wir die Einschrinkung f = arctan |j
des Arcustangens auf das abgeschlossene Intervall [a, b], also die Funktion

f:la,b] = R, f(x) = arctanx;

diese ist differenzierbar und erfiillt damit insbesondere die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, ndmlich Stetigkeit auf [a, b] und Diffe-
renzierbarkeit auf ]a, b[. Folglich existiert ein £ € ]a, b[ mit

f(b) — f(a) 1 arctanb — arctana

bzw.

f,(g): b—a 1+€2_ b—a )




wegen 0 <a<é<bgilt0<a? <<t also0<1l+a2<1+E<1+b%und
damit

1 - 1 - 1 b 1 - arctan b — arctan a - 1
ZW.
1+a2  14+&° 1+0? 1+ a? b—a 1+ b2’

woraus sich wegen a < b und damit b — a > 0 die Beziehung

b_a< tan b t <b_a
arctan o — arctan a
14 b2 1+ a2

ergibt.

7. a) Fir eine stetige Funktion f : D — R auf dem nichtleeren Intervall D C R
treffen wir die folgenden Definitionen:

e F': D — R heifit eine Integralfunktion von f, wenn
F(x) = / f(t)dt fiir alle xeD

fiir eine fest gewéahlte untere Integrationsgrenze a € D gilt.
e F': D — R heiflit eine Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar
mit F' = f, also F'(x) = f(x) fiir alle z € D, ist.

b) Fiir eine stetige Funktion f : D — R auf dem nichtleeren Intervall D C R be-
steht zwischen den beiden Begriffen , Integralfunktion von f“ und ,,Stamm-
funktion von f* der folgende Zusammenhang:

e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist jede
Integralfunktion F' : D — R von f differenzierbar mit F” = f, also eine
Stammfunktion von f.

e Jede Integralfunktion F': D — R von f besitzt geméf

F(a) = /af(t) dt =0

die fest gewéhlte untere Integrationsgrenze a € D als Nullstelle; damit
ist etwa F' = exp : R — R wegen F’ = exp’ = exp zwar eine Stamm-
funktion von f = exp : R — R, wegen F(x) = e > 0 fiir alle z € R
aber keine Integralfunktion von f.

c) Die Integrandenfunktion
v:RT - R, ~v(z)=¢€" Inz,

ist (als Produkt der Exponentialfunktion und des Logarithmus) stetig; damit
ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ihre Integral-
funktion

g:RT = R, g(x):/v(t)dt:/etlntdt,
1 1



differenzierbar mit ¢'(z) = v(z) fiir alle x € R*. Ferner ist y sogar differen-
zierbar, und fiir alle x > 0 gilt

1
§'(@) = 7(z) = & Ing e 1,
T
wegen
J(1)=~v(1)=e'-Inl=¢-0=0
und ]
g”(l):fy’(l):el-ln1+el-I:e-O+e-1:e>0

besitzt g in = 1 ein isoliertes lokales Minimum.

Wegen a > 0 gilt im Hinblick auf das Monotonieverhalten der Quadratwurzel
Va2 +a? — x> 0 fiir alle x € R; damit ist die Funktion

F,:R >R, Fa(x):ln<\/m—x>,

als Verkettung stetig differenzierbarer Funktionen selbst stetig differenzier-
bar, und fiir alle x € R ergibt sich nach der Kettenregel

Fle) = e (5 1) -
Vrra—s \wara
B 1 r—Var?+a? 1 B
Ve -s Jere  Vere W

wobei im letzten Schritt der positive Faktor va2 + a? — = gekiirzt wird.
Damit gilt F! = f,, also ist F}, eine Stammfunktion von f,.

Die gegebene Funktion

1
VT a

ist als Verkettung stetiger Funktionen selbst stetig, insbesondere auf [O; % a]
integrierbar, und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ergibt sich geméf a)

foa : R—=R, fi(z)=-—

KNI

/7anx=E4%o—Eﬂn:m( 2024 47— )—m¢¥:
0

16 1 :lnéz—lnz

1
:1n< §a2—§a>—lnazln(%a)—lna:1n2

Nach a) ist die auf dem Intervall R erkliarte Funktion F, differenzierbar mit

Fife) = fulo) = =y <0



fiir alle x € R. Damit ist Fj, streng monoton fallend, insbesondere also
invertierbar, und ihre Umkehrfunktion F; ! ist zudem differenzierbar. Nach
der Regel iiber die Ableitung der Umkehrfunktion gilt fiir y = F,(z) dann

(7Y 0= By = 7

Wir wihlen z = 0; damit ist y = F,(z) = F,(0) = Ina geméB b) und folglich

1

(Fa_l)/(lna) = ——=—V0%2+a? = —a.
fa(0)
9. a) Die Funktion F': R — R, F(z) = x — arctan z, ist stetig differenzierbar mit
1 1 2 —1 2
Fl(z)=1- :(—l—x) S :
1+ 2?2 1+ a2 1+ a2

damit ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

72
/ dr = x — arctanz + C.
1+ 22

b) Partielle Integration ergibt

/1n(1+m2)dx:/\1’/.ln(1+m2)dm

u () (@)
2x
_ 2

2 z’
—oln(14a?) -2 [ T ds

a:)a:ln (1+:c2) — 2x + 2arctanz + C.

¢) Die angegebene Substitution z = ¢% mit ¢ > 0 ergibt %¢ = 6¢°, also formal
dx = 6t° dt, und damit

1 6t° 6t°
/mdw:/m“:/m“

t? a
:6/ dt:)6t—6arctant+0
1+ t2

o=Vt . 6
=" 6z — 6arctan Vz + C.

10. Fiir alle z € R gilt
227+ 122 —22 = (222 + 120 —32) + 10 = 2 (2> + 6.0 — 16) + 10

und
22+ 61— 16 = (z+8)(z — 2).



Wir betrachten die gebrochenrationale Integrandenfunktion

2224+ 122 — 22
: 1 R = :
PO R, fla) = T

fir alle z € [0, 1] gilt
2 (22 + 62 — 16) + 10

fla) = 2 +6x— 16
10 10
TR 6e-16 T @i)@-2)

und wir bestimmen nun Konstanten «, f € R mit

10 o} 153

(x +8)(z —2) x+8+x—2'

Wegen
a po_a-(@=2)+p-(x+8) (a+p)z+(-20+8p)

18 =2 @+8)@—2) @+ 8)(z—2)
fir alle z € [0, 1] liefert der Koeflizientenvergleich
a+ =0 und —2a+ 85 =10,

also « = —1 und § = 1; damit gilt

1 1
f(x):2—$+8+$_2 fir alle  z€[0,1].

Damit gilt
/f(x)da::2x—ln|m+8|+ln|x—2|—|—0,

und wir erhalten

1
dx = [2x—1n|x+8|+ln|x—2|} =
0

/12x2+12$—22
o 22+6x—16

= {2-1—1n|1+8|—|—ln|1—2|} — {2-0—1n|0+8|+ln|0—2|} =
= {2— ln19 —{—lnol} — {O— ln18 —|—ln2} =2—-—2In3+2In2.
=2In3 = =3In2

11. a) Fir die (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f : D — R auf dem
Intervall D C R ist

T,:D — R, Tn(x):zn:




das n—te Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt a € D; geméafl der
Lagrangeschen Darstellung des Restglieds gibt ein £ zwischen a und x mit

(nt1)
Ryr(2) = @Tff,) (= ),

Die gegebene Funktion
f:R—=R, f(z)=(zx+mn)-sinz,

ist als Produkt einer linearen Funktion und des Sinus beliebig oft differen-
zierbar, und fiir alle x € R gilt

fl(x) = 1-sinz+ (z+m)- cosz
= sinz+ (r+7) - cosx,
() = cosz+ (1-cosx+ (x+m)-(—sinzx))
= 2cosx — (x+m)- sinz,
f"(x) = —2sinx—(1-sinx+ (z+7)-cosx)
= —3sinz— (z+m)-cosz.
e Im Entwicklungspunkt a = 7 ist

f(x) =0, fi(m)=-27 und ['(7)=-2,

und fiir das Taylorpolynom T, von f ergibt sich damit

Tya) = f(r)+ () @—m)+5 " () (@)

= 0+(—27T)~(x—7r)+%-(—2)-(x—7r)2

= —2’+7°

fiir alle x € R.

e Nach der Taylorformel gilt f(x) = Ty(z)+ R3(x) fir alle x € R, wobei es
zu jedem z € R geméafl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes
ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 7 und x mit

Ry(r) = T (o

gibt; da z € [g, 37”] gilt auch & € [%, 37”} und wir erhalten

(O = [-3sing — ({+m)-cosf]
< |=3siné| + [(§+7) - cos| =3 - [siné|+ |+ 7| - |cos €|
<1 <1
< 3~1—|—(£+7T)'1:\3’_/+\§2+7T§7T+27T+7T§67r

<m <2m



12. a)

und folglich die Abschéatzung

"(€) 3
(@) = Ta(x)] = |Rs(2)] = | =57~ (& = 7)7| =
1 " 3 1 (7T>3 m
g LWl s5-0m(3) =3
<6 <(3)?
Die gegebene Funktion
T sin x
f'}_?g[—)R’ f<x)_tan$_cosx

ist beliebig oft stetig differenzierbar, und fiir —5 <z < 7 gilt

) = COST - COST — Sin2x - (—sinx) _ cos’ tsin2x o+ tan?s
(cosg;) COs“ T

und damit
f'(x) =2 tanz - tan'z = 2 tanz - (1 + tan’z) = 2 tanz + 2 tan’z

sowie

f"(x) =2 tan’ x 4+ 6 tan®*z - tan’x =
=2- (1+tan2w) +6 tan’z - (1—|—tan2x) =
=2+ 8 tan’z + 6 tan’ z.

Wegen tan0 = 0 ist f(0) =0, f(0) =1 und f”(0) = 0, so daf sich fiir das
zweite Taylorpolynom 75 von f also

O, £, 110

0! 1! 2!

Tr(x) = vt =1z
fiir alle = € ]—g; g[ ergibt.

Fir -7 < 2 < 7 ist nach der Taylorformel f(z) = T5(x) + Rs(x), und nach
der Lagrangeschen Darstellung von R3(x) gibt es ein &, zwischen 0 und z

mit "
Rs(x) = / 35!696) -

Fiir z — 0 gilt mit dem Schrankenlemma auch &, — 0, wegen der Stetigkeit
von f" also f"(&,) — f”(0) = 2, und wir erhalten
0

f(x) _ TQ(J:) _ R3(x) o f”/(f ) T m_) 0
€T v N

1
2 2 3l
—2

—0



c) GeméB b) gilt
1
f(a?> - TQ(.T) = R3<I’> — 5f///(gz) ) .Z'3

fiir alle 0 < < Z; wegen x* > 0 bleibt damit %f’”(fx) > % zu zeigen. Das
ist der Fall, denn fiir 0 <z < § gilt 0 < &, < 7 und damit

1 1 1 4 1
af’”(gﬂc) = 6(2 + 8tan?¢, + G6tan? §$) =3 + 3 tan’ £, + tan® é% > 3
>0
13. Gegeben ist die Funktion
1
|00, i = R, ) = —.
a) Wir zeigen fiir alle n € Ny, daB die n—te Ableitung f™ von f die Gestalt
n (271)‘ —(n+3) ..
f )(a:):T-(l—élx) 2 fiir alle z € |—o0,1]
besitzt, mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
e Fiir ,n = 0% gilt
fO@) = fla)= e = (1~ )
v1—-4zx
(2-0)! —(osl .
=, ol (1 —4x2)"0+2) fiir alle z € |—o0,1].
e Fiir ,n — n+ 1“ ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung
2n)! 1
f™(z) = —( 71') (1= 4x)_(n+5) fir alle z € }—oo, %L[
n!

durch erneutes Differenzieren die Induktionsbehauptung

P = (1) @) = (B - eh)
- % : <—(n 1) (1 —dg) L (—4))
- @ : ((2n +1)-2-(1- 4:0)‘(’”%)‘1)
n! n+1
(2(n +1))!

= W (1 — 4$)7((n+1)+%) fur alle =z c :| —0Q0, % [ .

b) Gemif a) gilt

oy = @y gyerh 2 G0y @)

n! n! n!



fiir alle n € Ny, so daf sich fiir die Taylorreihe von f mit dem Entwicklungs-
punkt a = 0 dann

(0

‘( ) (x—0)" =

Tp(z) =) ! oy

n=0 n=0

(n

NE
(V)
&:

fiir alle z € ]—oo, H ergibt; diese Potenzreihe besitzt also die Koeffizienten

2n)!
Cp = (2n) fir alle n € Ny
(n!)?
und wegen
| @41 (n)?] (2n + 2)! n!-n!
& | |((n+D)2 20)!|  (n+D!-(n+1) (2n)!
on+1)-(2n+2) 2+12 2
_ (n—l—)(n—l—): +7;_ H—+0'2:4:C
(n+1)-(n+1) L+  noeo 140

=

folglich den Konvergenzradius ¢ = £ =

14. Fiir den Punkt a € R und die Folge (¢;,)nen, wird die Potenzreihe

ch (x —a)"

n=0
mit dem Konvergenzradius ¢ € Rt betrachtet.
a) Die Potenzreihe
[e.9]
Z ¢y (x —a)"
n=0
ist
e fiirallex € Rmit |z — a| < p, also auf |a — p, a + ¢, absolut konvergent,

e fiir alle x € R mit |z —a| > p, also auf |—00,a — o[ U |a + o, +o0],
divergent;

fiir die beiden verbleibenden Punkte x = a + p ist keine allgemeingiiltige
Aussage moglich:

| & —

Divergenz Divergenz



b) Fiir die Funktion

fila—o, a+ o =R, flx ch r—a)’

gilt geméfl dem Hauptsatz iiber Potenzreihen:

e f ist stetig, und die gliedweise integrierte Potenzreihe

c c
1 1
g " (z—a)"" E " (z—a)"
n+1 n

n=0 n=1

stellt auf |a — o, a + o[ eine Stammfunktion F' von f dar.
e f ist differenzierbar, und die gliedweise differenzierte Potenzreihe

chn (z—a)" " = Z(n +1)epsr (x—a)"

stellt auf |a — o, a + o[ die Ableitung f’ von f dar.
e f ist beliebig oft differenzierbar, und fiir alle n € Ny gilt

Fa)

f™(a) =n!-c, bzw. Cp =
n!

15. Gegeben ist die Potenzreihe

(e 9]

Y1) (@ -2)"

n=0

mit dem Entwicklungspunkt a = 2 und den Koeffizienten ¢,, = (—1)"- (n + 1) fiir
alle n € Nj.

a) Wegen
Cort| (D)™ (n42)| n+2 142 1+0
Cn (=) (n+1) n+1 1—1—5 nsoo 140
besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = = = 1; damit ist sie

e fiir alle x € R mit |z — 2| < 1, also auf |1, 3], absolut konvergent,
e fiir alle z € R mit |x — 2| > 1, also auf |—o0, 1[ U |3, +00[, divergent.
Fir |z — 2| =1, also fur = € {1, 3}, gilt

n—oo

e (@ =2)" = Jeu| -Jx=2"=n+1 — +oo;
~ ——
=n+1 =1n
damit ist die Folge der Reihenglieder keine Nullfolge und folglich die Rei-

he divergent. Somit ergibt sich fiir die gegebene Potenzreihe insgesamt das
Konvergenzintervall D = |1, 3[.



b) Die von der gegebenen Potenzreihe auf ihrem offenen Konvergenzintervall

16. a)

D C R definierte Funktion

o

fALB[= R, fla)=) ()" (n+1)-(x-2)",

n=0

ist nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen stetig und darf gliedweise inte-
griert werden, so daf§ F': ]1,3[ — R mit

- n (l,_2)n+1 - n n+1
Fa) = D k) SR =3 - 2)
= (x —2) i i 2—x)"
(*) . .n— 1 _ r—2 =
2—z|<1 (z-2) 1-2-2) -1

eine Stammfunktion von f ist; dabei geht bei (x) die Summenformel fiir
geometrische Reihen ein. Damit erhélt man

l-(z—-1)—(x—2)-1 1

f(x) = F(z) = (z —1)2 - (x —1)?

fur alle z € ]1, 3[.

Zau betrachten ist die Potenzreihe
chx—a mit a=1 und ¢, = fir neN
2n . n
n=1
wegen
. rc 1 1 N 1 .
o 27 n c/_zn.g/ﬁ_zw/ﬁn%o 2-1 2
ergibt sich der Konvergenzradius o = = = 2.
Nach dem Hauptsatz iiber Potenzrelhen ist die Funktion

f-13[=R, f(z)= Zu

differenzierbar, und die gliedweise differenzierte Potenzreihe stellt ihre Ab-
leitungsfunktion




fir alle |x — 1| < 2 dar. Im letzten Ausdruck erkennen wir die geometrische

- 1
Reihe ; q" = - mit ¢ = 251, daher gilt

1 1 1

11—zt 2—(z—-1) 3-u

N | =

f'(x) =

fiir alle z € R mit |Z71] < 1, also |z — 1| < 2.
Fiir alle | — 1| < 2 gilt gem&B b)

f(z) = 3 i — - _3_—1:13 und damit  f(z) = —In(3 —z) + ¢

mit einer Konstante ¢ € R; wegen

f(l):i%:O und —In(3—1)=—1In2

ergibt sich ¢ = In 2.



