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1. a) e Die Funktion f : D — R auf der Definitionsmenge () # D C R heif}t
differenzierbar im Punkt a € D, wenn der Differentialquotient

fz) = f(a)

f'(a) = lim eR
z—a T —q
im eigentlichen Sinne existiert.
e Fiir die gegebene Funktion
In(x+1) .
folltoo[ o R, f)={ 5 o 70
1, fiir x =0,
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damit ist f im Punkt a = 0 differenzierbar, wobei fiir ,,%“ die Stetigkeit

des Logarithmus (an der Stelle b = 1) mit In1 = 0 eingeht.

b) e Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt: seien a, b € R mit
a < b sowie f : [a,b] — R eine stetige und auf |a,b| differenzierbare
Funktion; dann gibt es ein £ € |a, b[ mit

ro =101

e Fiir a, b € R mit a < b ist die Funktion
fila,b] = R,  f(z)=¢€",

als Einschriankung der Exponentialfunktion auf das abgeschlossene In-
tervall [a, b] differenzierbar mit

fl(x)=¢" fur alle  x € [a,],



erfiillt also insbesondere die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung, ndmlich Stetigkeit auf [a,b] und Differenzierbar-
keit auf ]a, b[; damit existiert ein £ € ]a, b] mit

O f@) e de

== P

Da die Exponentialfunktion streng monoton wéchst, folgt ausa < & < b
schon e® < ef < €’ also

und wegen b — a > 0 damit die Beziehung

e’ (b—a)<e’—e* <e(b—a).

2. Gegeben ist die Funktion

-1 1
filo 4o o R, fla)= ==,

also ein skalares Vielfaches (mit dem Faktor e > 0) des Quotienten des natiirlichen
Logarithmus und der Identitit auf dem Intervall ]0, +oo.

a) Fiir alle z € |0, 400 gilt

e-lnx

flz)=0 =

=0 <= e lnr=0<«= lnex=0 < z=1;
x

damit ist xg = 1 die einzige Nullstelle von f. Ferner ist f differenzierbar,

insbesondere also stetig, und fiir alle = € ]0, +oo| gilt

Loy —Inz-1 1—Inz e
fl(x)=e€- % po =e —3j :P~(1—lnx);

damit ergibt sich:
o fiir alle z € ]0,¢[ ist Inx < Ine =1 und damit

e

f(z) = = (1 =Inz) > 0;
Ny >0

damit ist f auf dem Intervall |0, ¢] streng monoton wachsend;
o fiir alle z € Je, 400 ist Inx > Ine = 1 und damit

F(z) = ; (1—Inz) < 0;
x5 <

damit ist f auf dem Intervall [e, +00[ streng monoton fallend.



Folglich besitzt f genau eine globale Extremstelle, ndmlich in a = e ein
globales Maximum mit

e-lne e-1

b) Es ist zum einen

. e -lnzx
lim f(z) = lim = —00
20+ 20+ x
—0+
sowie zum anderen
>0 T T™
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c) Die Funktion

F :]0,+o00o[ = R, -(Inz)?,

N ®

ist als skalares Vielfaches (mit dem Faktor § > 0) des Quadrats des natiir-
lichen Logarithmus differenzierbar, und fiir alle z € ]0, +oo] gilt

™

F’(x):§~(21nx~l> — e 2E _ fa)

T T



damit ist F' eine Stammfunktion von f, und nach dem Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung ergibt sich mit Ine =1 und In1 = 0 damit

[1war - [F@)r: Flo) () -

- <. 2_°%. e Sz Copp S
= 3 (Ine) 5 (Inl) 5 1 5 0 5

Damit besitzt das vom Graph Gy sowie der x—Achse und der Gerade xz = e
begrenzte Flichenstiick A den Flécheninhalt 5.

(& (&

Fiir die (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f : D — R auf dem
Intervall D C R ist

T,:D—=R, T,(z) = Z

f"(a)

n!

= fla)+ f'(a) - (x —a)+...+

das n—te Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt a € D; geméafl der
Lagrangeschen Darstellung des Restglieds gibt ein £ zwischen a und x mit

S
(n+1)!

'<$ __a>n7

)n+1

Rypi(z) =

(r—a

Die gegebene Funktion

f:]—%,+oo[—>]R, f(a:):\/1+2:v:(1+2x)%,

ist (als Verkettung der Wurzelfunktion und einer linearen Funktion) beliebig
oft differenzierbar, und fiir alle x & ]—%, —1—00[ gilt

fl(z) = L-(1+22)72)-2 = (1+22)72,
ffe) = (=i-(1+22)72)-2 = —(1+22)73,
f"(z) = —(-%-(1422)72) 2 3(1+22)73;
damit ergibt sich:
e Im Entwicklungspunkt a = 0 ist
f0) = (142002 = 12 :
f0) = (142002 = 172 = :
F0) = —(1+42-002 = —(172) = —1,

und fiir das Taylorpolynom 75 von f ergibt sich damit

1)

Ty(z) = JO)+[(0) (z=0)+ =

- (z = 0)?

-1 2
= 1+1 — =1 - —
—l—:c—|—2:c +x2

fiir alle z € ]—%,+oo[.



e Nach der Taylorformel gilt f(z) = Ta(x)+ Rs(x) fiir alle z € | —3, +o0],
wobei es zu jedem x € ] —%, +oo[ geméf der Lagrangeschen Darstellung
des Restgliedes ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt a = 0 und x mit

(S "€ s
= (x—0)° = s

Ry (x)
gibt; da x € [0, +oo[ gilt auch £ € [0, 4+o00[, und wir erhalten

€ =3-(1+2673<3.1=3

>1
—_——
<1, da —3<0
und folglich die Abschéatzung
" " 3 3
1)~ )| = By(a)| = | T | 2 LT a3 T

dabei geht f”(£) > 0 und = > 0 ein.

a) Besitzt die Potenzreihe
Z Cn (x—a)"
n=0

mit dem Entwicklungspunkt a € R und der Koeffizientenfolge (¢, )nen, den
Konvergenzradius ¢ € RT, so ist sie
e fiirallex € Rmit |z — a| < o, also auf |a — g, a + ¢, absolut konvergent,
e fiir alle x € R mit |z —a| > p, also auf |—oc0,a — o[ U Ja + o, +00],
divergent;

fiir die beiden verbleibenden Punkte x = a + p ist keine allgemeingiiltige
Aussage moglich:

| & —

Divergenz Divergenz

b) e Gegeben ist nun die Potenzreihe

“n+1 n
> o (2 +1)

n=0



mit dem Entwicklungspunkt a = —1 und den Koeffizienten ¢, = on
fiir alle n € Ny. Wegen
Cnst n+2 2" n+2 2"  1+2 1 1
— 1 . frd . 1 frnd 1 - — — =_C
C, 2t n+1 n+1 2nt 1+ 2 nooo 2

besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = % = 2.
e Die von der gegebenen Potenzreihe auf dem offenen Intervall

Ja—o,a+o[=](-1)—=2,(=1) +2[=]-3,1]
definierte Funktion

n+1

F-3AoR, @) =3

n=0

(x+1)",

ist nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen stetig und besitzt insbeson-
dere eine Stammfunktion F' : |-3,1] — R, die durch die gliedweise
integrierte Potenzreihe gegeben wird; fiir alle = € |—3, 1] gilt also

“n+1 (z+1D)" &1 N
F(z) = Z R—— :Zz_n<x+1)+1

n=0 n=0
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1
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2

wobei in (*) die Summenformel fiir geometrische Reihen eingeht.
e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung gilt F’ = f,
und wir erhalten damit

2. (1—2)—2(x+1)-(~1)

f(l‘) = F,(x) = (1 _$)2
_ (2—2m)+(2x+2): 4
(= T=rE

fir alle z € |3, 1].



