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21. a) Die Funktion
F:D—R, F(x)=+g(z),

ist als Hintereinanderausfiihrung der beiden stetig differenzierbaren Funk-
tionen

h:RY - R, h(z)=x, und g¢g:D —R
selbst stetig differenzierbar; nach der Kettenregel gilt dabei

Fla) = ——g/(a) = L)
2+/9(x) 2+/9(x)
fiir alle x € D; nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ist damit F' eine Stammfunktion von f: D — R, f(z) = g @) , und wir
2+/9(x)

erhalten
g/(:lj) = xXr €r = s = xr
/de_Q/f()d 2 F(z) + C = 2/g(z) + C.

b) Wir wenden jeweils die in a) entwickelte Integrationsregel an:
o Fir g :R— R, g1(z) =14 ¢, mit gj(z) = e” fiir alle x € R erhalten
wir
[ [
vV 14 e g1 (I’)
o Fiir go : R —» R, go(x) = 1+ 22, mit gh(x) = 2 fiir alle z € R erhalten
wir

de =2/ q1(x)+C =2V1+e*+C.

I R S

o Firgs: |—1,1][ = R, g3(z) = 1—2?, mit gj(z) = -2z fiirallex € |—1,1]
erhalten wir schlieflich

R YO I p—
/md:v— 2/ L dr = —/l) +C = V=R O




¢) Die Funktion arcsin ist zwar auf [—1, 1] definiert und dort stetig, aber nur auf
dem offenen Intervall |—1, 1] stetig differenzierbar; daher bestimmen wir die
Stammfunktionen von arcsin zunéchst nur auf der Definitionsmenge |—1, 1].

arcsinx dx = 1 -arcsinz dx =
~ ——

v’ (x) u(x)
, / 1 d , / T d
= X -arcsinx — r +—— ar = I arcsinxr — —— Al =
NSRS S N e iz 5
v(x) u(z) V(T)  N——r

w(z)
=g arcsinz +vV1—22+C

Aufgrund der Stetigkeit dieser Funktionen auf ganz [—1, 1] (also insbeson-
dere auch in den Punkten a = —1 und b = 1) ist diese Beziehung sogar auf
dem abgeschlossenen Intervall [—1, 1] giiltig.

22. a) Wir bestimmen «, 5 € R mit
« I} 1
—I— et
r+1 z+2 (x+1)(x+2)
fir alle z € [0; 1]. Wegen
o B a@+)+BE+l) (a+Bat(ath)

P R (z+1)(z+2) (z+1D(z+2)

liefert der Koeffizientenvergleich a4+ 3 =0und 2a+ g =1, also a = 1 und
B = —1. Damit ergibt sich

/(x+1)1(x+2)dx:/(%+1—xi2) dr =

1 1
:/ d:c—/ de=Injz+1|—Injz+2[+C=1In
r+1 r+2

r+1
T+ 2

R

und damit

/01 (x + 1)1(90 e {m

b) Mit Hilfe der in a) gezeigten Partialbruchzerlegung ergibt sich fiir alle n € N

r+1
T+ 2

1
] zlnz—lnlzlné.
0 3 2 3

S S () ey ey
—(k+1)(kF+2) < \k+1 k+2 k1l =k+2
n 1 n+1 1 1
Tkl kel a2 aoe b
v T Pl n+ 2 nooo
damit ist die Reihe i 1 konvergent. und fir ihre Summe
2 (1) (n+2) sent,
> 1
ilt =
&l Z(n-l—l)(n—l—Q)

n=0



23. a) Esist

/ r -sing dr=_ux -(—cosa:)—/ 1 -(—coszx) de =
()  o'(2) (z) '(z)
u\xr v u\x 'U(CC) u (xr 'U(x)

= —:Ucosa:+/cosxdx = —zcosx +sinx + C.

b) Mit Hilfe des in a) ermittelten unbestimmten Integrals ergibt sich mit Hilfe
partieller Integration

™ ™ ™
/ 2% ccosx dr=| 2® -sinz —/ 2x -sinx dx =
0 (
"(x

N =~ ~— =~1, J
()  v'(x) u(z)  v(x) u' () v(x)
= (72 sint—0%-sin0 | — 2 rsinxdr = —2| —xzcosx +sinz| =
=0 0 2) 0
= —2[(—7r'coszr+s1n07r> — (—O'COSO+SmOO)] = 2.

24. Die gegebene Funktion
fi]=2,00[ =R, h(z)=(r—1) In(z+2),

besitzt wegen

flz)=0 <= (z—1)-In(z+2)=0
< (z—1=0 oder In(z+2)=0)
= (3:—1:0 oder x+2:1)
= (le oder x:—l)
fiir alle z € |—2, 00[ genau zwei Nullstellen, ndmlich a = —1 und b = 1; dabei

verlauft der Graph G zwischen den beiden Nullstellen wegen

flz)y=(x—1)-In(z+2) <0
—— ——
<0 >1
——
>In1=0

fiir alle z € |—1, 1] unterhalb der z—Achse. Fiir den gesuchten Inhalt A der vom
Graphen Gy und der z—Achse zwischen den beiden Nullstellen @ = —1 und b =1



eingeschlossenen Flache gilt damit

A

/ (O—f(x))dx:/l—(x—1)-1n(x+2) dx
u/ () v(z)

[—(‘”_1)2-1n(x+2)}1_1—/_1—($_1)2. L i

—ll e
u(x u(z v (z)

02 (—2)2 1 (z—1)?
—— I3 ) — (% -Inl )+ =
(5w eg [ e
1/1 g;2—2x+1dx_1/1x(x+2)—4(x+2)+9

1 T+ 2

dx

2/, x+2 2

1 [ 9 1 [a? !
_4 I Bl
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