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Gegeben ist die Folge (a,)nen mit

:2nn—|—1 und cn:?% fir alle n € N;

a, = b, + ¢, fir b,

fiir beide Summanden ergibt sich bei n — oo jeweils ein Grenzwert vom
Typ , 2% fiir die entsprechenden Funktionengrenzwerte erhalten wir mit
Hilfe der Regel von de I’'Hospital

T ’H 1 1 . . 1
im = m — = —, insbesondere also  lim b, = —,
z—=00 21 + 1 ,,%“ Tz—00 2 2 n—o00 2
sowie
. LH . 1 . .
lim — = lim =0, insbesondere also  lim ¢, =0,
z—00 3% » 24 w00 37In3 n—00

und insgesamt ergibt sich damit

lim a, = lim (b, +¢,) = lim b, + lim ¢, = = +0 = —.
n—00 n—00 n—oo n—00 2 2

Fiir die auf ihr Verhalten bei z — 2 zu untersuchende Funktion

2 —6+5x

Fellvoo SR, () = T

betrachten wir die jeweils differenzierbaren (Zahler— und Nenner—)Funk-
tionen ¢ : ]1, +oo[ — R und A : |1, 400 — R mit

g(x) =2 -6 +5zx und h(z) =In(x — 1);
dabei ergibt sich

5 1
(2) =20 — —— d  W(z)= 0
glr) =20 5ge——0sm (2) = —= #

fiir alle x > 1, und des weiteren gilt

glr) = * = Vo+ 50 VS 92— V652 =4—VI6=4-4=0
z—




und | .
hz)=In(z—1) 5% n(2-1)=In1=0.

z—2

Da nun der Grenzwert

5 5 5
q'(x) _ 27 — 2V6+5x /- stetig 2-2 - 2652 _ 4 - 2116 _ 4— ? _ 2_7
h'(z) o 22 == 1 8 8

existiert, existiert nach der Regel von de I'Hospital auch der Grenzwert von

% fiir  — 2, und es gilt

s In(z — 1)
14. GeméisB der Definition der allgemeinen Potenz a® = e®™¢ fiir alle a > 0 und b € R
ergibt sich fiir die gegebene Funktion
£:]0,400[ 5 R, f(z) = z"n® = ginelne,
dementsprechend betrachten wir auch die Funktion

g:]0,400] > R, g¢g(x)=sinz-Inz.

a) Wegen
lim sinz = 0+ und lim lnz = -0
z—04 z—0+4
ist der Grenzwert der Funktion
g(x) =sinz-Inx fir = — 0+

vom Typ ,,(0+) - (—00)“, so daB sich iiber die Umformung

Inz
(sinx)
ein Grenzwert vom Typ v e ergibt; eine zweifache Anwendung der Regel
von de I’Hospital liefert dann

g(x) =sinz-Inz =

|
lim g(x) = lim (sinz-lnz)= lim n:z:il =
x—0-+ x—0+ x—0-+ (Sln aj)
1 2
L gy gy ST
yEee 20+ (—1)(sinz) " -cosx @0+ —xCOSX
L'H . 2sinx - cosx 2:-0-1 0
= lim - = =—=0.
,0¢ a0+ —(cosz —axsinz) —(1-0-0) -1

Unter Verwendung der Stetigkeit der Exponentialfunktion erhélt man damit
lim f(z) = lim+ e9@) = glima—ot+9(@) — 0 — 7

r—04 xz—0

~ ~ R

so daf
sin x f
F[0500[ = R, f(-r)z{x e =0

1, fiir x =0,

eine stetige Fortsetzung der gegebenen Funktion f ist.



b) Die gegebene Funktion f ist als Komposition der Exponentialfunktion und
der als Produkt des Sinus und des natiirlichen Logarithmus differenzierbaren
Funktion g selbst differenzierbar, und fiir alle x € |0, +-o00[ gilt

g 1
fl(z) = et . ¢/ (z) = 2507 . (cosx ‘Inz +sinx - E) :

Wegen

ergibt sich damit

lim f'(z) = lim (:ESi”- (COS$- Inz 4+ 08 ) ) = —00.

z—0+ x—0+ M~~~ T
=1 ——00 =~
—1

N J/

c) Wegen der Stetigkeit der Fortsetzung fim Punkt a = 0 ergibt sich
flo) =1 vn o f(2)

- fl@) - f0) B e
lim ————~ = lim ——— = lim —— = —o0;
=0+ 1 —0 e=0+ x—0 0« am0+ 1 )
damit existiert der Differentialquotient von f im Punkt ¢ = 0 nur im un-
eigentlichen Sinne, mithin ist f in a = 0 nicht differenzierbar.

15. Die gegebene Funktion
fR—=R, f(x)=exp(z®)+arctanz + 2% — 2

ist als Summe und Komposition von Polynomfunktionen, der Exponentialfunk-
tion und des Arcus tangens selbst stetig und differenzierbar; ferner ist

f(()):exp(03)+arctan0+02—2:1+0+0_2:_1<()_

Wegen
f(z) = exp(2®) +arctan(z) + 2> -2 — +o0
—_— —\— T——00

—0 -z oo
2

gibt es ein a < 0 mit f(a) > 0, und die stetige Funktion f besitzt nach dem
Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle & € ]a, 0[; wegen

f(z) = exp(z®) + arctan(z) + z?  —2 o, oo

—+400 — —+0o0

[NIEY

gibt es ein b > 0 mit f(b) > 0, und die stetige Funktion f besitzt nach dem
Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle & € ]0,b[. Insgesamt besitzt also f
mindestens zwei Nullstellen, ndmlich & < 0 und & > 0, und folglich nach dem
Satz von Rolle eine Nullstelle £ € ]&1, & der Ableitung.



16. Als reelle Losungen der gegebenen Gleichung

(%) sinz=1—ux
kommen wegen Wy, = [—1, 1] nur diejenigen x € R mit
-1<1—-2<1, also —2< —x<0 bzw. 2>x>0

Y

in Frage, und diese stimmen geméaf
(%) sinz=1—2 <= sinz—(1—2)=0  firalle z€]0,2]
mit den Nullstellen der Funktion
f:00,2] = R, f(z)=sinz—(1—2x),

iiberein. Als Differenz des Sinus und einer linearen Funktion ist f insbesondere
stetig, und es gilt

FO) = sinQ—(1—-0)=-1<0

F@) = gng—(1-2)>-1-(~1)=0;

damit besitzt f nach dem Nullstellensatz (mindestens) eine Nullstelle und folglich
die Gleichung (%) auch (mindestens) eine Losung & € ]0, 2[. Als Differenz des Sinus
und einer linearen Funktion ist f insbesondere auch differenzierbar, und es gilt

f'(x) =cosz—(—1)=cosz+1 firalle x€]l0,2];

da der Cosinus auf [0, 2] streng monoton fillt, gilt

fl(x)=cosx+1>cos2+1>—-14+1=0  fiiralle z€]0,2],
>21

so dal f eine streng monoton wachsende Funktion ist und damit neben & keine
weitere Nullstelle besitzen kann. Insgesamt ist also & die eindeutig bestimmte
reelle Losung der gegebenen Gleichung ().



