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9. Die auf dem maximalen Definitionsbereich Dy C R zu betrachtende Funktion

f:Df =R, f(r)=2%In (% arctan(el’)> ,

ist (als Produkt einer quadratischen Funktion und der Komposition des Loga-
rithmus, des Arcustangens und der Exponentialfunktion) differenzierbar, insbe-
sondere also stetig.

a) Fir alle x € R ist €® > 0, mit dem Monotonieverhalten des Arcustangens

also
, 3
arctan () > arctan 0 = 0 und damit —arctan (e”) > 0,
0
so daf3
3 T : 2 3 T
In | — arctan (") und damit f(x) =2 -In | — arctan (")
s T

definiert ist; folglich ergibt sich D; = R. Des weiteren gilt fiir jedes y € R:

e wegen
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f(z)= 2* -In (— arctan (e’”)) — -0
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gibt es ein @ < 0 mit f(a) < y; dabei geht bei (%) die Stetigkeit des
Arcustangens an der Stelle 0 ein.

e wegen
f(zr)= 2* -In( = arctan (e*) —  +o0
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10.

a)

gibt es ein b > 0 mit y < f(b); dabei geht bei (x) die Stetigkeit des
Logarithmus an der Stelle % ein.

Der Zwischenwertsatz liefert fiir die stetige Einschrénkung der Funktion f
auf das abgeschlossene Intervall [a,b] wegen f(a) <y < f(b) ein £ € [a, b]
mit f(£) = y; damit gilt y € W;. Als Wertebereich von f ergibt sich demnach
Wy =R.

Fiir alle z € R gilt

f(x)=0 2% - In (% arctan (em)) =0

T

3
22 =0 oder In <— arctan (e‘”)) =0

3

x=0 oder —arctan(e®) =1
7r

x=0 oder arctan(e®)=

T
3
z =0 oder ex:tang:\/g

rroruv o

1
r=0 oder x:ln\/§:§ln3;

damit besitzt f genau zwei Nullstellen, ndmlich z; = 0 und x5 = %ln?) > 0.
Folglich besitzt damit die Ableitung f’ der differenzierbaren Funktion f
nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle ( zwischen x; und z»; es ist also
11 < ( < Zo, mithin gilt ¢ € |0, co].

Die gegebene Funktion
fIRoR, f@)=(1—-2) e,

ist (als Produkt einer linearen Funktion und der Exponentialfunktion) stetig
und differenzierbar, und fiir alle z € R gilt

fll@)=(=1)-e"+(1—x) e =—x-¢
Wegen

>0 >0

fiir alle z < 0 ist f auf R streng monoton steigend, und wegen

f(z)=—z - " <0

<0 >0

fiir alle z > 0 ist f auf R streng monoton fallend; damit besitzt f genau
ein Extremum, nédmlich ein globales Maximum bei

=0 mit f0)=(1-0)-¢"=1, also  H(0;1).



Des weiteren gilt

Jm @) = tim (3 00) ) = —o0
—S—c0 T
sowie unter Verwendung der Regel von de 1'Hospital
lim f(z) = lim ((1-2)-¢") =
T——00 T——00
1 — , _
= lim L T = lim " =0.
z——00 e~ T 2 z——00 —e T——00
b) Gemif a) besitzt f im Punkte 0 das globale Maximum, es gilt also
f(z) < f(0) bzw.

(1—2x)-e*<1 fiirale zeR.
Fiir alle z < 1 ist 1 — 2 > 0, so dafl sich nach dem Monotoniegesetz der
Multiplikation

. 1
e’ <
“ 11—z

ergibt, und fiir alle x > 1 ist 1 —2 < 0, so daB sich nach dem Inversionsgesetz

1
1—

e’ >
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ergibt; fir z € R\ {1} gilt folglich

e’ <

— r <1
11—z
11. Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion sowie der trigonometrischen
Funktionen Sinus und Cosinus gilt

lim e* =¢” =1 und lim e *=¢%=1
x—0
sowie

x—0

lim sinz =sin0 =0 und lim cosz = cos(0 =1,
z—0 z—0
so daf} eine zweimalige Anwendung der Regel von de I'Hospital

e —e ¥ g .. e+e® 141
= lim — = lim = =2
@=0 1 —cosx 0« 220 sinx 0« 2=0 cosw 1
ergibt. Des weiteren gilt
2 1
x* cos (I) x

1
- = — - | 2 cos —

sinz sinz T
Faktoren

fir alle z € R\ (Z-7), so dal wir das Grenzverhalten fiir z — 0 der beiden

xz

1
. und (x coS —)
sin T




12.

getrennt untersuchen konnen. Zum einen liefert die Regel von de 1’'Hospital

. LH . 1 1 1
lim — = lim = =-=1
=0 sinx 0« z-0 cosT cosO 1

Y

zum anderen ergibt sich wegen

1
cos—' <l|z| — 0,
T

1‘
xrcos—| = |z|-
T z—0

——
<1

unter Verwendung des Schrankenlemmas

1
lim (:1: CoS —) =0.
x—0 xX
2

1
= 1
limLS(z) = (lim i) . <lim xcos—) =1-0=0.

z—0  sSinx z—0 sSinx z—0 T

Insgesamt erhilt man also

Gemif der Definition der allgemeinen Potenz a® = e®™® fiir a € RT und b € R
ist

fla) =¥ =2
fiir alle x € R*; folglich ist f als Verkniipfung der differenzierbaren Funktionen
exp (als duBerer Funktion) und g : Rt — R, g(z) = 1 Inz (als innerer Funktion)
differenzierbar, insbesondere also auch stetig, und nach der Kettenregel und (fiir
das Nachdifferenzieren von g) der Produktregel gilt

1 1 1 1 1 1—1
f/($):@§lnx. (——'IHIE—F—'—) = qw - nx

2 T T

22
fiir alle x € R*. Fiir das Monotonieverhalten von f ergibt sich damit:

e Fiir alle z € ]0,¢[ ist Inx < 1, also 1 — Inz > 0, und damit wegen 2z >0
und x—12 > 0 auch f'(x) > 0; folglich ist die stetige Funktion f auf ]0, ] streng
monoton wachsend.

e Fiir alle x € Je, +oo[ist Inz > 1, also 1 —Inx < 0, und damit wegen zv >0
und =& > 0 auch f’(z) < 0; folglich ist die stetige Funktion f auf [e, +oo]
streng monoton fallend.

Wegen
1
lim g(z) = lim — -lnzx = —o0
z—0+ =0+ =~
~~—~ ——0
—00
ergibt sich zunéchst
lim f(z)= lim /@ = lim ¥ = 0.

z—0+ z—0+ Yy——00



Ferner erhalten wir mit Hilfe der Regel von de ’'Hospital

Inz p 1
lim g(x) = lim DELH 2

=lim — =0
yoo T—00 1 T—00 I

sowie aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion im Punkt a = 0

T—r00

lim f(z) = lim e9® =¢® =1
T—00

Damit existieren beide Grenzwerte im eigentlichen Sinne.



