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5. a) Wir zeigen, daf die Abbildung f sowohl injektiv wie surjektiv ist:

e Fiir alle z1, x5 € R mit x; < x5 gilt aufgrund des Monotonieverhaltens
der Exponentialfunktion e < e*? und damit

flz1) =€ + 221 < €™ 4229 = f(22);

folglich ist f streng monoton wachsend und insbesondere injektiv.

e f ist als Summe der stetigen Funktionen f; : R — R, fi(x) = €%, und
fo: R =R, fo(x) =2z, selbst stetig. Fiir jedes y € R gibt es wegen

—0 ——00

ein ¢ < 0 mit f(a) < y sowie wegen

xlg&f(x)-ggh_}r&(e + 23:) = 400

— 00 —00

ein b > 0 mit y < f(b), so dal nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a; b
mit f(£) = y existiert; folglich ist Wy = R und damit f surjektiv.

Aufgrund der Bijektivitdt von f besitzen beide Gleichungen jeweils genau
eine Losung; wegen
fO)=e"+2-0=1

ist 1 = 0 die Losung von f(x) = 1, und wegen

1 1
fls)=er42-2=Ve+1
2 2
ist 25 = 5 die Losung von f(z) =1+ \/e.

b) Die Funktion f ist auf dem Intervall R definiert und geméafl a) streng mo-
noton wachsend; ferner ist f als Summe der differenzierbaren Funktionen f;
und fs selbst differenzierbar, und fiir alle x € R gilt

flx)=e"+2>0+2=2>0;



damit ist die Umkehrfunktion f=* : R — R (in allen Punkten y € R)
differenzierbar, und es gilt

und

v - 1 _ 1 _ 1 _ 1
OV = Bt va) ) T e Ve 2

6. Die Funktion f ist als Produkt der stetigen Funktionen exp und cos selbst stetig;
nach dem Satz von Weierstrafl besitzt f demnach eine globale Minimalstelle p und
eine globale Maximalstelle ¢, und fiir den Wertebereich gilt W, = [f(p), f(q)].

Mit einer entsprechenden Begriindung ist f differenzierbar, und mit der Produkt-
regel ergibt sich

f'(x) =€ -cosz+€” - (—sinz) = €e” (cosx — sinx)

fiir alle x € R. Fiir ein lokales Extremum a von f gibt es nun die beiden folgenden
Moglichkeiten:

e q ist ein Randpunkt von Dy = [0,2 7], also a € {0,27}.
e ¢ ist im Innern von Dy; dann gilt f/'(a) = 0. Wegen
f'(£) =0 <= cosx =sinz <= tanx =1
ist also a € {%,2F}.

Mit Hilfe der Wertetabelle

o [0] 3 | % o
et [T e

mit —\/Lg T <1< \/Li e < €27 ergibt sich p = %’r und ¢ = 27; man erhélt also

1 s«
W; = {_E 654,62“1 .

7. Die Funktion
f:R—=R, f(x)=sin®z+ cosz,

ist als Summe des Cosinus und der Verkniipfung einer Polynomfunktion und des
Sinus stetig und differenzierbar, und fiir alle x € R gilt mit der Kettenregel

f'(z) =3 sin’x - cosz — sin .

Seien nun a, b € R; da fiir a = b die zu zeigende Ungleichung

3

‘sin3b+cosb—sin a—cosa| <4|b—dq



trivial erfiillt ist, konnen wir a # b und damit sogar a < b annehmen. Die Ein-
schrinkung f|as der differenzierbaren Funktion f auf das abgeschlossene Inter-
vall [a, b] erfiillt insbesondere die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung, nédmlich Stetigkeit auf [a,b] und Differenzierbarkeit auf ]a, b],
und wir erhalten ein £ € Ja, b] mit

f@) = fla) = f(&) - (b—a).
Wegen

11 (&)] = ‘3 Sin2§-cos§—sin§} < }3 sinQS-COSﬂ + [siné| =
=3 |siné[* - |cosé| + siné] <3-12-1+1=4
—— N N~

<1 <1 <1
erhalt man

3

(b) — f(a)] =
§)-(b—a) =[] b—al <4-]b—al

|sin® b+ cosb — sin®a — cosa| = | f
(

=|f

. Fiir jedes n € N betrachten wir die Einschrankung f des natiirlichen Logarithmus
auf das abgeschlossene Intervall [n,n + 1], es ist also

finn+1 =R, f(z)=Inz.

Damit ist f differenzierbar mit f'(z) = 1 fiir alle 2 € [n,n + 1]; insbesonde-
re geniigt f den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
némlich Stetigkeit auf [n,n + 1] und Differenzierbarkeit auf |n,n + 1[. Der Mit-
telwertsatz liefert nun ein & € [n,n + 1 mit

fin+1) = fn)
(n+1)—n

(€)= : also % =1In(n+ 1) — In(n).

Wegen

1 1
n<é<n+1 folgt —-> - >
n

so daf} sich insgesamt

1 1
1 <ln(n—|—1)—ln(n)<ﬁ

insbesondere also die Behauptung

1
< — < =
] <In(n+1)—1In(n) < -
ergibt. Damit gilt die Beziehung
L (k4 1) - In(k) <
E+17— “k



auch fur alle k£ € {1,...,n}, und man erhélt zum einen
Z >Zlnk:+1 ZlnkJrl Zln(k;):
Z Zln In(n+1)—Inl=In(n+1)

und zum anderen

n 1 n 1 n 1 n—1 1

Y o)1= 1+Z—>—1: —=) <
(k:lk) < k=2k k k k_'_l

1

n

(In(k+1) =In(k)) = Y “In(k+1) = Y In(k) =

1 k=1 k=1
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