MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2016
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 10
Dr. E. Schorner 22.06.2016

Ubungen zur Vorlesung
,Differential- und Integralrechnung II*
— Losungsvorschlag —

37. Zum Zeitpunkt ¢ > 0 betrédgt der Abstand der Massenpunkte
M, = (a—wv1t; 0) und My = (0; b—wvyt)
genau
dt) = [ (@ —wvit; 0) = (0; b—wa2t) || =
=|l(a—vit; —(b—w2t))]|| = \/(a—vlt)z—l— (b—wat)?,

der aufgrund des Monotonieverhaltens der Quadratwurzel genau dann minimal
ist, wenn der Radikand

h(t) = (a —v1 1) + (b — vy t)?

minimal ist. Wegen
h(t) = (a® —2avit+ 0] %) + (b* — 2bugt + 05 t%) =
= (v} 4+ v3) t* —2(avi +bvy) t + (a® + 1)

fiir alle ¢ > 0 liegt der Graph G}, der Funktion h : Ry — R auf einer wegen
v} + v3 > 0 nach oben gedffneten Parabel mit dem Scheitel in

-2 b b

b= (avzl + 2v2) _ av; + 21}2 > 0;
2 (vi +03) vy + U3

damit nimmt h an der Stelle ¢, das globale Minimum an mit

(avy +bvy)® 2 (avy +bwy)”

h(to) = T + (a*+b°) =
(@) (av12+ 61212)2 _ (a® + b?) (v? +2v§) - (avy +bvy)’ _
vy + ) vy 3
(@ v} + a® v+ b*v? + b*v3) — (a®vi + 2av boy + b*v3)
v} + v3
a?vd —2avybvy + 0202 (avy —bvy)’
B v} + v} R

Das gesuchte Minimum d,,;, des Abstands von M; und M; ist also

(avy —bvy)®  Javs — byl
dmin = \/ h(to) = = :
<0) U%—l—'li% w/U%—f-U%




38.

a)

Wegen
\/ 2k 2
hm ag, = lim = lim \/_ =2
\F
und ok 5
li =l lim —— =
Jim e = Jim 5y = iy =0

gilt klim ar = (V/2;0); insbesondere ist der Grenzwert (v/2;0) auch der ein-
—00

zige Haufungspunkt der Folge (a)ken, -

Die Zahlenfolge

(ar1)ren, = (cos &), oy, = (1,0,-1,0,1,0,—1,0,...)

divergiert; insbesondere ist auch die Punktfolge (ay)ken, divergent. Fiir alle
j € Ny gilt aber

.47 1
= (1:(=1)Y% 1.—— ] — (1:1
a’4J (7( ) 4J+1) <,1+%) j—>oo(,)

o 4i4+1 14+ L
Qgjy1 = (0; (—1)4]+1‘7.—+) = <0;——4]> — (0;-1)

45 +2 1—1—4%. j—roo
o4y +2 1"’4
o= (L ()Y = [ -, —2 | — (151

und

4743 1+ 2
Qujas = (0; (—1)4J+3‘7.—+) - (0;——44]> — (0;—1);
damit besitzt die Punktfolge (ax)ren, die drei Haufungspunkte (1;1), (0; —1)
und (—1;1).

Wegen

1
lim ay, = hm cos — =1
k—o0 k

—0

und

1
o1 . sm = sinx
lim a0 = hm ksin— | = lim = lim =1
k—o00 ]{7 k—o00 ¥ z—0 X

gilt klim ar = (1; 1); insbesondere ist der Grenzwert (1; 1) auch der einzige
—00

Héufungspunkt der Folge (ag)gen-

Wegen

. . 1
lim a;; = lim k -cos— | =00
k—oo k—oo \ ~~~ k
s
—1

zeigt die Folge (a 1)ren eine bestimmte Divergenz nach +oo; folglich diver-
giert auch die Punktfolge (ay)ren. Da dariiber hinaus jede Teilfolge (ax; 1) en
divergiert, besitzt die Punktfolge (ax)ren keinen Haufungspunkt.
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40.

Die Kurve
Yo : [0;27] = R3 ~,(t) = (cost, sint, at),

ist stetig differenzierbar mit
7. (t) = (—sint, cost, a)
und damit

72 (8)]] = /(= sint)2 + cos?t + a2 = \/(Sin2t+0052t) +a2=vV1+a?

fiir alle t € [0; 27]; folglich ist 7, rektifizierbar, und fir ihre Lénge L, gilt

2 2m 27
Lo= [ nlla = [ Viv@a= [Vive - = viTa
0 0

0

Damit ist

7
L, <7 < 2nV1+a2 <7 <— \/1+a2§2— —
T

<:>1+2<72<:>2<49 1 «— <\/49 1
a — a — — a — —
— \ 27 — Ax? — \ 4r2 ’
und man erhalt
/49 1
Amax = — — 1
472

folglich kann die Wendeltreppe bei ihrer einen Umdrehung von ¢t = 0 bis t = 27
maximal einen Hohenunterschied von

49
hmax:2ﬂ'amax:2ﬂ" F_1:V49—47T2%3709m
T

iiberwinden.
a) Die gegebene Kurve
v:[L2] 5 R y(t) = (£ —3t+2, 12— 3t7),
mit den Koordinatenfunktionen
()=t =3t+2 und = p(t) = 12 — 3t
ist stetig differenzierbar mit
V() = ((t), (1) = (3¢° =3, —6t)
fir alle t € [1;2]. Damit ergeben sich fiir £ = 1 und ¢t = 2 die Kurvenpunkte
(1) =(0,9)  und  ~(2) = (4,0)
mit den Tangentialvektoren
7 (1) =(0,—6) und  ~+(2) =(9,—12).

Damit ergibt sich fiir die Bildmenge K = {7(t) | t € [1;2]} folgende Skizze:
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b) Wegen

I @ =132 = 3, =61)|| =3[ (* — 1, —2¢)| =

= 3y/(12 = 1)+ (=2t = 3VHT — 2 + 1 4 4 —
=3V + 220+ 1 =3/ (12 +1)* =3 (* +1) = 3t + 3,

fiir alle t € [1;2] ergibt sich fiir die gesuchte Bogenlénge L von K dann

L:/12||7’(t)||dt:/12(3t2+3)dt: {t3+3t]2=(8+6)—(1+3)=10.
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