MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2016
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 9

33.

Dr. E. Schorner 15.06.2016

Ubungen zur Vorlesung
»Differential- und Integralrechnung II*
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1
Fiir z € R sei a,, = (—1)""' = 2" fiir alle n € N; wegen
n

/2n 2 2
(_1)717113:271:"'%_%:2:%_ — x_zlﬁ
n n Uno Un onoe 1

o0 oo 1

ist die Reihe Z ay, = Z(—l)”_1 — 2*" nach dem Wurzelkriterium fiir alle

n
n=1 n=1

r € R mit |z] < 1 konvergent sowie fiir alle x € R mit |z] > 1 diver-

gent. Des weiteren ist fiir die verbleibenden = € {—1,1} die Potenzreihe

1 > —1)n—1
g (=)t = = g (=1 als alternierende harmonische Reihe kon-
n n
n=1 n=1

vergent.
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion

F:[0;1[ =R, F(x)= /mln (£ +1) dt,

differenzierbar mit F’(z) = In (2> + 1) fiir alle z € [0;1[. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus

In(z+1) = i (=0 "

n

n=1

fir alle z € |—1; 1] ergibt sich damit insbesondere fiir alle z € [0; 1]

Fliz)=In(2*+1) = Z %xzn.

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf die sogar auf |—1;1[ konver-
gente Potenzreihe , gliedweise“ integriert werden, so dafl wir

F(z) = <Z; (_17,); : 22111) Te
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a)

fiir alle x € [0; 1] erhalten; dabei ergibt sich wegen

. O1 ) J 4 > (_1)7:,71 02n+1
- t 1 t — . =
(0) /o n(t*+1) 0 un Z - 1 0

n=1

fiir die noch bestimmende Integrationskonstante ¢ = 0. Demnach gilt

F(z) = Z —(_1)7% g2t

n(2n+1)

n=1
fir alle x € [0;1].

o0 n

Die fiir den Parameter a # 0 und alle x € R gegebene Reihe Z v 7 st
an
wegen =0
n n 1 n
v 2 (f) fir alle n € Ny
att  a-a" a\a

die geometrische Reihe

= 1
Zcq" mit c=—- und ¢=

n=0

und folglich wegen ¢ # 0 genau dann konvergent, wenn |q| < 1 gilt, also
genau fir alle € R mit |z| < |a|; in diesem Fall ergibt sich

o0 n o 1 L1

v = cqn = ¢ = a = a a = 1
Z n+1 Z _ _z . _z —
—~a o 1—g¢q 1 - a- (1 a) a—2T

Wir betrachten die gegebene Funktion

1
1+z)(2+2z)

g:D, =R, g(x):(

in ihrem maximalen Definitionsbereich D, = R\ {—2, —1} und bestimmen
a, f € R mit

g(x):1i$+2f_$ fir alle x € D,.
Wegen
a_ B a+z)+B(14+z) (a+pf)z+(2a+p)
l+z 24z  (1+2)2+2)  (1+2)2+2)

fir alle z € D, liefert der Koeffizientenvergleich
a+p=0 und 20+ B =1,

also « =1 und = —1, und somit

1 —1 .
g(z):1+$+2+$ fir alle x € D,.




Fiir die beiden Summanden ergibt sich zum einen mit Hilfe der Summen-
formel fiir geometrische Reihen

oo o0

1 1 n n, .n .
52 -1C = = nZ:O(—x) = nzzo(—l) " firalle |z <1
und zum anderen unter Verwendung von Teilaufgabe a)
1 1 00 pd o] (_1)n+1 " .
2T (2) 5 s ; I ; TSI fir alle |z| < 2,

so daB sich fiir |z| < 1 insgesamt

(0) = ——+— Eoo( )" + Eoo CU
g l+z 242 = 2l

und damit fiir die Funktion ¢ die Taylorreihe

S 1
Ty(z) = chx” mit ¢, = (—1)" (1 — W) fir alle n € Ny

n=0

mit dem Einwicklungspunkt 0 ergibt. Da T,(x) fiir alle || < 1 konvergiert,
gilt fiir den Konvergenzradius der Taylorreihe p > 1; fiir x = —1 gilt

n—oo

e = (—1) (1— 2n+1> (=)t =1- T — 1-0=1,
so daf die Folge (c,2"), ¢, der Reihenglieder keine Nullfolge ist und folglich
die Taylorreihe T, (—1) divergiert. Damit gilt auch o < 1, insgesamt p = 1.

Wir betrachten die gegebene Funktion

1+ 2)(1 - 2z)’

f:Df%Rv f(x):

auf ihrem maximalen Definitionsbereich Dy = R\ {—1, 1} und bestimmen
a, f € R mit

o B .
f<x>_1—|—x+1—2x fir alle z € Dy.

Wegen

a B a(l-20)+F(0+z) (2a+f)z+(a+f)

T4z 1-20 (1+z)(1—-22) (1+2)(1-2z)




fir alle x € Dy liefert der Koeffizientenvergleich

—2a+ = und a+ =0,
also —3a=1bzw. a = —% und 38 =1 bzw. 8 = %, und somit
_1 1
f(z) = . —|—3x + 1 —3295 fir alle z € Dy.

Fiir alle ¢ € R und ¢ € R mit |g| < 1 konvergiert die geometrische Reihe

o0 o0

Zcq” mit Zcq”: ¢ ;
n=0 n=0 1- q
damit ergibt sich fiir ¢ = —% und ¢ = —x zum einen
e 1 _1 _1
) (=) = 3 —_ 3 fiir all <1
nzzo( 3)( z) 1—(—z) 14z iir alle |z
sowie fiir ¢ = % und ¢ = 2z zum anderen
=1 3 1
—(2z)" = —2 fiir all —.
;3(3:) T 52 tir alle |9c\<2

Damit erhélt man fiir alle 2| < 3 insgesamt

3 (] SR 8 D
f<x>:1+m+1—2x:;<_§>(_x> +2 5 @)=

=0 n=0 n=0

3

also die Potenzreihendarstellung

e -1 n+1 on
flz) = Z apx" mit a, = o+ fiir alle n € Ny.
n=0 3

Die in a) ermittelte Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < %;

folglich gilt fiir ihren Konvergenzradius o zunéchst o > % Fir z = :t% ist
die Folge (a,z™) der Reihenglieder wegen

n€Ng
_1)2k+1 2k 2k
3 2
e AR € M N (S
N 3 2/ 3 k—wo 3 3

sicherlich keine Nullfolge und damit die Potenzreihe divergent; folglich gilt
fiir ihren Konvergenzradius o dann o < %, insgesamt also p = %, so daf3 die
Potenzreihe auch fiir alle |z| > % divergiert. Damit besitzt die Potenzreihe

das Konvergenzintervall |—1; 7.
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Fiir die in a) ermittelten Koeffizienten a,, der Potenzreihe gilt

(D™ +2°  (=D+1

ag = 3 = 3 O
—)Ht 42t 142
3 3
sowie die Rekursionsvorschrift
-1 (n+1)+1 2n+1 -1 n+1 on
py1 +2a, = (=) 3 * +2‘()+
B _(_1)n+1 + 2n+1 N 2. (_1)n+1 + 2n+1
B 3 3
B (_1)n+1 + 2. 2n+1
B 3
(_1)(n+2)+1 + on+2
= 3 = a/n+2
fiir alle n € Np.
Zunéchst ist die gegebene Funktion
1—cosz
— fi 0
FIROR, flo)=4 22 irz 70,
« fir z = 0,

unabhéngig von der Wahl des Parameters a € R zumindest in allen Punkten
a # 0 (als Quotient zweier stetiger Funktionen) stetig. Fiir den Punkt a = 0
ergibt eine zweimalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital

1 —cosx vH ! sinx 1L'H cosx 1

lim f(z) = lim = lim = lim ==
x%Of( ) 250 12 %“ =0 27 ”%u z—0 2 2’

9

folglich ist f genau dann im Punkt a = 0 stetig und damit eine stetige
Funktion, wenn o = f(0) = 3 gilt.

Mit Hilfe der Cosinusreihe ergibt sich zunéchst fiir alle z # 0 die Potenzrei-
hendarstellung




diese ist wegen

o~ (Dt (=D 1
Z(2n+2)!0 =y U =377

n=0
auch fiir den Punkt z = 0 giiltig. Damit stellt die Potenzreihe
i (_1)n x2n
“—~ (2n +2)!

auf ganz R die Funktion f dar; diese ist damit nach dem Hauptsatz iiber
Potenzreihen beliebig oft differenzierbar mit

o - G L G Vg
FED(0) = (2n)! - 3, = (20)! - 2n+2)!  (2n+1)(2n+2)

und
FEHD0) = 2n 4+ 1) con1 = 2n+ 1)!1-0=0

fiir alle n € N.



