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Differential– und Integralrechnung II“

— Lösungsvorschlag —

33. a) Für x ∈ R sei an = (−1)n−1
1

n
x2n für alle n ∈ N; wegen
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ist die Reihe
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n
x2n nach dem Wurzelkriterium für alle

x ∈ R mit |x| < 1 konvergent sowie für alle x ∈ R mit |x| > 1 diver-
gent. Des weiteren ist für die verbleibenden x ∈ {−1, 1} die Potenzreihe
∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n
x2n =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
als alternierende harmonische Reihe kon-

vergent.

b) Nach dem Hauptsatz der Differential– und Integralrechnung ist die Funktion

F : [0; 1[→ R, F (x) =

∫ x

0

ln
(
t2 + 1

)
dt,

differenzierbar mit F ′(x) = ln (x2 + 1) für alle x ∈ [0; 1[. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung des natürlichen Logarithmus

ln(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn

für alle x ∈ ]−1; 1] ergibt sich damit insbesondere für alle x ∈ [0; 1[

F ′(x) = ln
(
x2 + 1

)
=
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
x2n.

Nach dem Hauptsatz über Potenzreihen darf die sogar auf ]−1; 1[ konver-
gente Potenzreihe

”
gliedweise“ integriert werden, so daß wir

F (x) =

(
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
· x

2n+1

2n+ 1

)
+ c



für alle x ∈ [0; 1[ erhalten; dabei ergibt sich wegen

F (0) =

∫ 0

0

ln
(
t2 + 1

)
dt = 0 und

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
· 02n+1

2n+ 1
= 0

für die noch bestimmende Integrationskonstante c = 0. Demnach gilt

F (x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n (2n+ 1)
x2n+1

für alle x ∈ [0; 1[.

34. a) Die für den Parameter a 6= 0 und alle x ∈ R gegebene Reihe
∞∑
n=0

xn
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die geometrische Reihe

∞∑
n=0

c qn mit c =
1

a
und q =

x

a

und folglich wegen c 6= 0 genau dann konvergent, wenn |q| < 1 gilt, also
genau für alle x ∈ R mit |x| < |a|; in diesem Fall ergibt sich

∞∑
n=0
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=
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c

1− q
=

1
a

1− x
a

=
a · 1

a

a ·
(
1− x
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b) Wir betrachten die gegebene Funktion

g : Dg → R, g(x) =
1

(1 + x)(2 + x)
,

in ihrem maximalen Definitionsbereich Dg = R \ {−2,−1} und bestimmen
α, β ∈ R mit

g(x) =
α

1 + x
+

β

2 + x
für alle x ∈ Dg.

Wegen

α

1 + x
+

β

2 + x
=
α (2 + x) + β (1 + x)

(1 + x)(2 + x)
=

(α + β)x+ (2α + β)

(1 + x)(2 + x)

für alle x ∈ Dg liefert der Koeffizientenvergleich

α + β = 0 und 2α + β = 1,

also α = 1 und β = −1, und somit

g(x) =
1

1 + x
+
−1

2 + x
für alle x ∈ Dg.



Für die beiden Summanden ergibt sich zum einen mit Hilfe der Summen-
formel für geometrische Reihen

1

1 + x
=

1

1− (−x)
=
∞∑
n=0

(−x)n =
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(−1)nxn für alle |x| < 1

und zum anderen unter Verwendung von Teilaufgabe a)
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1
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a=−2
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xn
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=
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xn für alle |x| < 2,

so daß sich für |x| < 1 insgesamt

g(x) =
1

1 + x
+
−1

2 + x
=
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n=0

(−1)nxn +
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xn =

=
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und damit für die Funktion g die Taylorreihe

Tg(x) =
∞∑
n=0

cnx
n mit cn = (−1)n

(
1− 1

2n+1

)
für alle n ∈ N0

mit dem Einwicklungspunkt 0 ergibt. Da Tg(x) für alle |x| < 1 konvergiert,
gilt für den Konvergenzradius der Taylorreihe % ≥ 1; für x = −1 gilt

cnx
n = (−1)n

(
1− 1

2n+1

)
· (−1)n = 1− 1

2n+1
−→
n→∞

1− 0 = 1,

so daß die Folge (cnx
n)n∈N0

der Reihenglieder keine Nullfolge ist und folglich
die Taylorreihe Tg(−1) divergiert. Damit gilt auch % ≤ 1, insgesamt % = 1.

35. a) Wir betrachten die gegebene Funktion

f : Df → R, f(x) =
x

(1 + x)(1− 2x)
,

auf ihrem maximalen Definitionsbereich Df = R \
{
−1, 1

2

}
und bestimmen

α, β ∈ R mit

f(x) =
α

1 + x
+

β

1− 2x
für alle x ∈ Df .

Wegen

α

1 + x
+

β

1− 2x
=
α (1− 2x) + β (1 + x)

(1 + x)(1− 2x)
=

(−2α + β)x+ (α + β)

(1 + x)(1− 2x)



für alle x ∈ Df liefert der Koeffizientenvergleich

−2α + β = 1 und α + β = 0,

also −3α = 1 bzw. α = −1
3

und 3 β = 1 bzw. β = 1
3
, und somit

f(x) =
−1

3

1 + x
+

1
3

1− 2x
für alle x ∈ Df .

Für alle c ∈ R und q ∈ R mit |q| < 1 konvergiert die geometrische Reihe

∞∑
n=0

c qn mit
∞∑
n=0

c qn =
c

1− q
;

damit ergibt sich für c = −1
3

und q = −x zum einen

∞∑
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(
−1

3

)
(−x)n =

−1
3

1− (−x)
=
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3

1 + x
für alle |x| < 1

sowie für c = 1
3

und q = 2x zum anderen

∞∑
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1

3
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für alle |x| < 1

2
.

Damit erhält man für alle |x| < 1
2

insgesamt

f(x) =
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3
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∞∑
n=0
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3
xn,

also die Potenzreihendarstellung

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n mit an =

(−1)n+1 + 2n

3
für alle n ∈ N0.

b) Die in a) ermittelte Potenzreihe konvergiert für alle x ∈ R mit |x| < 1
2
;

folglich gilt für ihren Konvergenzradius % zunächst % ≥ 1
2
. Für x = ±1

2
ist

die Folge (anx
n)n∈N0

der Reihenglieder wegen

a2kx
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sicherlich keine Nullfolge und damit die Potenzreihe divergent; folglich gilt
für ihren Konvergenzradius % dann % ≤ 1

2
, insgesamt also % = 1

2
, so daß die

Potenzreihe auch für alle |x| > 1
2

divergiert. Damit besitzt die Potenzreihe
das Konvergenzintervall

]
−1

2
; 1
2

[
.



c) Für die in a) ermittelten Koeffizienten an der Potenzreihe gilt

a0 =
(−1)0+1 + 20

3
=

(−1) + 1

3
= 0

a1 =
(−1)1+1 + 21

3
=

1 + 2

3
= 1

sowie die Rekursionsvorschrift

an+1 + 2 an =
(−1)(n+1)+1 + 2n+1

3
+ 2 · (−1)n+1 + 2n

3

=
−(−1)n+1 + 2n+1

3
+

2 · (−1)n+1 + 2n+1

3

=
(−1)n+1 + 2 · 2n+1

3

=
(−1)(n+2)+1 + 2n+2

3
= an+2

für alle n ∈ N0.

36. a) Zunächst ist die gegebene Funktion

f : R→ R, f(x) =


1− cosx

x2
für x 6= 0,

α für x = 0,

unabhängig von der Wahl des Parameters α ∈ R zumindest in allen Punkten
a 6= 0 (als Quotient zweier stetiger Funktionen) stetig. Für den Punkt a = 0
ergibt eine zweimalige Anwendung der Regel von de l’Hospital

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1− cosx

x2
L’H
=
”
0
0
“

lim
x→0

sinx

2x
L’H
=
”
0
0
“

lim
x→0

cosx

2
=

1

2
;

folglich ist f genau dann im Punkt a = 0 stetig und damit eine stetige
Funktion, wenn α = f(0) = 1

2
gilt.

b) Mit Hilfe der Cosinusreihe ergibt sich zunächst für alle x 6= 0 die Potenzrei-
hendarstellung

f(x) =
1− cosx

x2
=

1

x2
·

(
1−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

)
=

=
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(
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∞∑
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= − 1

x2
·
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
x2n =

=
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n)!
x2n−2 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!
x2n;



diese ist wegen

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!
02n =

(−1)0

2!
00 =

1

2
= f(0)

auch für den Punkt x = 0 gültig. Damit stellt die Potenzreihe

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!
x2n

auf ganz R die Funktion f dar; diese ist damit nach dem Hauptsatz über
Potenzreihen beliebig oft differenzierbar mit

f (2n)(0) = (2n)! · c2n = (2n)! · (−1)n

(2n+ 2)!
=

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)

und
f (2n+1)(0) = (2n+ 1)! · c2n+1 = (2n+ 1)! · 0 = 0

für alle n ∈ N.


