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Ubungen zur Vorlesung
»Differential- und Integralrechnung II*

— Losungsvorschlag —
29. a) Die gegebene Potenzreihe Z(—l)”(n +1)(z —1)" Dbesitzt den Entwick-
n=0

lungspunkt a = 1 sowie die Koeffizienten ¢, = (—1)"(n+ 1) fiir alle n € Nj.
Wegen

0 —1)"(n + 2 2 142

Cpr| _ |(=1)"(n+2)| n+2 TN

Cn (=D)»(n+1) n+1 142 nooo

besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = % = 1; damit ist diese fiir
alle x € R mit |z — 1] < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit |z — 1| > 1
divergent. Fiir die verbleibenden Punkte x € R mit |z — 1| = 1 gilt

(=D)"n+D)(z-D"=[(-D)"(n+1)]jz—1"=n+1 — oo,

n—oo

weswegen die Folge ((—1)"(n + 1)(z — 1)"),,y, der Reihenglieder keine Null-
folge und folglich die Potenzreihe divergent ist. Insgesamt ergibt sich wegen

lt—1]<1l <= —-l<z—-1<1 <= 0<z<2

das Konvergenzintervall |0; 2 fiir die gegebene Potenzreihe.

b) Durch die gegebene Potenzreihe wird geméf a) die Funktion
F102l =R, fla) =) (=1)"(n+1)(z—1)",
n=0
definiert; nach dem Hauptsatz {iber Potenzreihen ist f stetig, insbesondere
also integrierbar, und die gliedweise integrierte Potenzreihe

Z(_l)n(n + 1)% - Z(_l)n(x — )

stellt eine Stammfunktion von f dar; damit ergibt sich

T

F(x)z/le(t) dt = [Z(—l)"(t—mH] =

1

D G O N e R e S G DU CES Vi

=0
fir alle z € ]0;2[.



c) Fir alle z € ]0; 2] gilt unter Verwendung der geometrischen Summenformel

> e -
n=0

firc=2—1und ¢=1—2 mit |¢| = |1 — 2| < 1 zunéchst
Fz)=) ()" =)™ =3 (-)"(z—-1)"(z—-1)=
n=0 n=0
. r—1 r—1 1
Z r—1)(1—x)" = -1-=
T 1- (1—2) x x
n=0
und damit dann mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung
1
fla) = F'la) = .

30. a) Bei der zu untersuchenden Reihe

n

D= a1 A v

handelt es sich um eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt a = 0 mit
(="
Inv/n+1

den Koeffizienten ¢, = fiir alle n € N. Wegen

Com1| | (=) Ynyn+1|  |(-1)-¥n
Cn Vn + 1v/n — Tl 2 |

_|._
Jn D 1 . 1 5
Vn+2 n+ 2 14+2 nso V140 V1 ‘

besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = ¢ = 1; damit ist sie fiir
alle z € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit |z| > 1 divergent.
Fiir die beiden noch verbleibenden Punkte x € R mit |z| = 1 gilt:

e Fiir x = —1 ergibt sich

— D) 1
R P e
—nyn+1 = nvn+1
fiir alle n € N gilt dabei

1 1
T AT At v

besitzt und daher

= 1
so da Sp(—1) die divergente Minorante Z
n=1 \/5 "n

nach dem Minorantenkriterium selbst divergent ist.



31.

b)

e Fiir x = 1 ergibt sich

n

V- L e

da (%) . eine monoton fallende Nullfolge ist, ist Sp(1) nach dem

Leibnizschen Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergent.

Durch gliedweises Differenzieren der Summanden von Sy(z) ergibt sich die
Potenzreihe

Z n\/n+ — /n+1yn +2
n=0

-1 n+1 1
um den Punkt a = 0 mit den Koeffizienten ¢, = D" (nt 1) fiir alle

Jn+1n+2

n € Np; sie besitzt denselben Konvergenzradius ¢ = 1 wie Sy(z); damit ist
auch sie fiir alle z € R mit |z| < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit
|z| > 1 divergent. Ferner gilt fiir alle x € R mit |z| =1

()"t R SRS CUr
xr = €T = —=
vn+ 1v/n + 2 vn+ 1v/n +2 \B/n—l— Vvn+ 2

5 SR, imﬂoo

2
n n—+00

damit bilden die Reihenglieder von Si(x) insbesondere keine Nullfolge, wes-
wegen die Reihe Sp(x) nicht konvergieren kann.

GemiB a) ist Iy = |—1; 1] € R das Konvergenzintervall der Potenzreihe Sp;
diese definiert daher die Funktion

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist f eine auf dem offenen Intervall
|—1; 1] beliebig oft differenzierbare Funktion, und fiir alle = € |—1; 1] erhélt
man durch gliedweises Differenzieren von Sy(z) eine Potenzreihendarstellung
von f’, damit gilt also f'(z) = Si(x); fir z = 1 ist S;(1) nicht konvergent.

0 —1)" "
Die gegebene Potenzreihe Z u besitzt den Entwicklungspunkt
n(n —1)
n=2
—1)»
a = 0 sowie die Koeffizienten ¢, = % fiir n € N mit n > 2. Wegen
n(n —
. -1 -1 1-1 1-0
Cn (n+n n+1 1+ nse 140




1
gilt fiir den Konvergenzradius ¢ der Potenzreihe p = — = 1; damit ist die
c

) [eS) 1) g
Potenzreihe E Cpa" = E (()—xl) fir alle z € R mit |z| < 1 konvergent
n(n —
n=2 n=2

sowie fiir alle x € R mit |z| > 1 divergent. Ferner gilt fiir x € {—1;1}

1 < 1
nn—1) = (n—1)2

len 2] = |ea| =

fiir alle n € N mit n > 2; damit besitzt in diesem Fall die Potenzreihe

1 = 1
; cp " die konvergente Majorante Z —1)2 = ; 3 und ist folglich
nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.

o0 —1\" g
Da die Potenzreihe Z u

“—~n(n—1)
besitzt, definiert sie die beliebig oft differenzierbare Funktion

gemif a) den Konvergenzradius o = 1

R R e ]
" < (1) 1)
, B L B > 1) gt
f(@—; n(n—1) —nz:; n—1
fu(x)_z(—l)”'é"_—ll) _Z Jrgn=2

fiir alle € R mit |z| < 1. Daneben betrachten wir die ebenfalls beliebig oft
differenzierbare Funktion

g:]-L1[—=-R, gx)=-2+(1+2) In(1+2),

und fiir alle z € R mit |z| < 1 ergibt sich

gle)=—1+ (1'1n(1+$)+(1+x)'1j_x) _
=—l+In(l+2z)+1=h(l+=z)

sowie

1
" o
g'(w) = 1+
Fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt demnach
f”(:c) _ Z( 1)nxn72 _ Z( n 2,n—2 Z
n=2 n=2 n=2




32. a)

und folglich f'(x) = ¢'(x)+c; mit einer geeigneten Konstante ¢; € R; speziell
im Entwicklungspunkt a = 0 ergibt sich f’(0) = 0 sowie ¢’(0) = Inl =0
und damit ¢; = 0. Fiir alle x € R mit |z| < 1 gilt also f'(z) = ¢/(z) und
folglich f(x) = g(x) + ¢o mit einer geeigneten Konstante ¢y € R; speziell im
Entwicklungspunkt a = 0 ergibt sich f(0) = 0 sowie g(0) = In1 = 0 und
damit auch ¢y = 0. Insgesamt erhélt man also

Zq(lz;)—ix;:f(x):g(m):—m—i—(l—i—x) In(1 + )

fur alle z € R mit |z| < 1.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion

F:R >R, F(a:):/e_tzdt,

0

differenzierbar mit F'(z) = e~ fiir alle z € R. Mit Hilfe der Reihenent-
wicklung der Exponentialfunktion

=1
" = me" fir alle 2 € R
n=0
ergibt sich damit

F’(x) — e = Z% (_x2>n _ Z (=" 2

n!
n=0

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf die auf R konvergente Potenz-
reihe , gliedweise* integriert werden, so dafl wir

F(r) = i ) sl +c= i D" +c
n! 2n+1 n! (2n+1)

n=0 n=0

fiir alle x € R erhalten; dabei ergibt sich wegen

0 0 _1>n
F0)= [ e® =0 d (—-02"“:0
(0) /Oe un Zn!

— (2n+1)

fiir die noch bestimmende Integrationskonstante ¢ = 0. Demnach gilt

- —1)" 2n+1
F(x):;mx +

fir alle x € R.

Die in a) ermittelte Potenzreihendarstellung fiir die Funktion F' stimmt mit
der Taylorreihe T von F' iiberein; damit ist




wobei T;, das n—te Taylorpolynom von F' zum Entwicklungspunkt 0 sei. Fiir
x = 1 ergibt sich demnach

T ) LT o e Vi
F<1):Zn!(2n+1) R :Zn!@n—l—l)7

also die alternierende Reihe

" . 1 ) |
;;(_1) ap mit ap = m fiir alle n € Np;

da nun (a,),en eine monoton fallende Nullfolge ist, lieBe sich die Konvergenz

dieser Reihe mit dem Leibnizkriterium nachweisen. Fiir die Folge (s,,)nen der
n

Partialsummen s,, = Z(—l)kak ergibt sich damit, daf
k=0
e die Teilfolge (S2m)men, monoton fallend sowie

e die Teilfolge (S2m41)men, monoton wachsend ist;
damit folgt aber fiir die Summe s der Reihe, daf fiir alle n € Ny

e cinerseits s zwischen s, und s, sowie

e andererseits s,.o zwischen s, und s
liegt, woraus man
Ap1 — pg2 = |Sn+2 - Sn| < |S - Sn| < |Sn+1 — Sn| = Gn41

erhélt. Wegen

und

ist )
(—1)F 2%+1 I 5 1 4
- 7 =7 — = — =T
%k!(%ﬂ)x rogr e =)

das gesuchte Taylorpolynom.



