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Ubungen zur Vorlesung
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— Lo6sungsvorschlag —

1. Fiir jedes n € N betrachten wir die Einschriankung f des natiirlichen Logarithmus
auf das abgeschlossene Intervall [n,n + 1], es ist also

f:nn+1 =R, f(z)=Inx.

Damit ist f differenzierbar mit f’(z) = 1 fiir alle € [n,n + 1]; insbesonde-
re geniigt f den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
némlich Stetigkeit auf [n,n + 1] und Differenzierbarkeit auf |n,n + 1[. Der Mit-
telwertsatz liefert nun ein £ € Jn,n + 1[ mit

fln+1) — f(n)
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ergibt. Damit gilt die Beziehung
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auch fiir alle k£ € {1,...,n}, und man erhilt zum einen
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und zum anderen
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2. Die Funktion
2+

f:R—=R, f(z)=sin

2 )
ist als Verkniipfung des Sinus und einer Polynomfunktion stetig und differenzier-
bar, und fiir alle z € R gilt mit der Kettenregel

P +z\ 327+1
, f— .
f(x)—(cos 5 ) 5

Seien nun z, y € [—1,1]; da fiir x = y die zu zeigende Ungleichung trivial ist,
kénnen wir x # y und damit sogar z > y annehmen. Wir wenden den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion f auf dem Intervall [y, z] an
und erhalten ein ¢ € Jy, x| mit

f@) = fly) = (&) (xz—y)

Wegen ¢ € Jy,z[ C [-1,1] ist =1 < € < 1, also =1 < & < 1, und damit
—2 <8< 2 also —1 < E?’Tﬁ < 1; aufgrund des Monotonieverhaltens des

Cosinus erhilt man also cos §ST+§ > cos 1. Ferner ist €2 > 0 und damit 3841 > %,

2
woraus sich
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f'(€) = cos 5 52 >0
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ergibt. Zusammenfassend erhélt man

3+ v +y cos 1

5 —sinTo— | =[f(2) = S = /(O] |z =yl =

sin

3. a) Wir weisen nach, da} die gegebene Funktion f: R — R mit

f(@) = f)| < |z —y/?

fiir alle x, y € R an jeder Stelle a € R differenzierbar ist und die Ableitung
f'(a) = 0 besitzt. Fiir jedes z € R mit x # a gilt nach Voraussetzung

[f(@) = f(a)| < |z —af



und damit fiir den Differenzenquotienten

o) = )| _ @) = f@l ool
r—a |z — al = |z —d a—a

so dafi sich fiir den Differentialquotienten

e 1 1) = 1(@)
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ergibt.
b) Wir weisen nach, daf fiir alle a, b € R mit a < b stets f(a) = f(b) gilt;
damit ist f eine konstante Funktion. Die Einschrénkung f|4 : [a,0] = R

ist differenzierbar und erfiillt damit insbesondere die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung; damit gibt es ein £ € Ja, b[ mit

L L

b—a gemisB a)

4. Da die beiden Funktionen f, g : [a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar
sind, ist auch ihre Differenz

hila, bl = R, hz) = g(x) = f(z),

stetig und auf ]a, b] differenzierbar, und wegen f(a) < g(a) sowie f'(z) < ¢'(2)
fir alle x € ]a, b] gilt

sowie
W(z) =g'(x) = f(x) 20
fiir alle x € |a,b[. Da f(a) < g(a) bereits nach Voraussetzung gilt, sei x € |a, b|;

wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion A auf
dem Intervall [a, 2] an und erhalten ein £ € ]a, x[ mit

h(x) — h(a) = @'\(ﬁl (x —a) >0, also  h(z) > h(a) >0

und damit f(x) < g(z).



