MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2016
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Klausur

Dr. E. Schorner 07.10.2016

Klausur zur Vorlesung
»Differential- und Integralrechnung II*
— Lo6sungsvorschlag —

Es seien f : Ja,b] - R und ¢ : ]Ja,b[ — R differenzierbare Funktionen mit
g'(z) # 0 fiir alle x € ]a, b sowie lim+f(x) = 0 und lim+g(x) = 0. Dann
r—a Tr—ra

!
gilt nach der Regel von de I'Hospital: existiert der Grenzwert lim fz)
r—a+ g/(x)

(im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne), so existiert auch der Grenzwert
lim _f(m)
r—ra+ g(,r)

, und beide Grenzwerte stimmen iiberein.

Zu betrachten ist der rechtsseitige Grenzwert

oot —1
lim ;
=0+ xlnx

fiir die Nennerfunktion erhélt man mit der Regel von de 1'Hospital

1
Inz

lim zlnz = lim —— Ui 2 = lim (—z) =0,
x—0+ x—0+ p ”%“ x—0+ —z x—0+
und fiir die Zahlerfunktion ergibt sich damit
mlg& (x®—=1) = mlg& (exp (zInz) —1) b et exp(0) =1 =0.
—0 =1

Folglich ergibt sich unter Verwendung der Regel von de 1'Hospital

.ot —=1 exp/(zlnz) - (1-Inz +z- 1)
llm = T T
o0+ xlnz 0« 20+ (1-Inzx+x-)
= xlir& exp (zlnz) exp et exp(0) = 1.
—0

Zunichst ist jede Funktion f : R* — R mit

fo) = SO e 2 e R {1}

Inz

in allen Punkten a € R*\ {1} (als Quotient des Sinus und des Logarithmus)
stetig; damit ist f genau dann eine stetige Funktion, wenn f auch im Punkte
a = 1 stetig ist, also

lim f(2) = f(1)

r—1



gilt; dabei gilt

limsin(rz) =  sinm=0  und limlnz = Inl=0,
z—1 sin stetig z—1 In stetig
—T

und unter Verwendung der Regel von de I’Hospital ergibt sich

. . T COS(TTX T -COST
lim f(z) = lim = lim ™ - cos(r z) = = —7.
rz—1 z—1 Inx ”%u r—1 = cos stetig 1

Folglich gibt es genau eine stetige Funktion mit den gewiinschten Eigen-
schaften, und fiir diese gilt f(1) = —.

Die Integrandenfunktion

1

cosz’

go:]—z E[—)R, o(x) =

ist (als Quotient einer konstanten Funktion und des Cosinus) stetig; damit
ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ihre Inte-

gralfunktion
T |

2 cost

differenzierbar mit

1 T

"(2) = p(x) = fiir all |-2.2[

f(x) = p(x) - iralle  z€|-5,5

Die Funktion f’ = ¢ ist (als Quotient zweier beliebig oft differenzierba-

rer Funktionen) beliebig oft differenzierbar; damit ist auch die Funktion f
beliebig oft differenzierbar, und fiir alle x € }—%, %[ gilt

—sinx sin

f(@) = ¢'(x) =

cos? x cos? x
sowie

cosx - cos’x —sinx - (2cosx - (—sinx))

(@) = ¢"(@) =

(cos? x)?
CoS I - (C082 x + 2sin? x) cos® x 4 2sin’ x

cost x cos® x

Wegen
f(0)=0 sowie f(0)=1 und  f7(0)=0

ergibt sich fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f mit dem Entwicklungs-
punkt a = 0 damit
f//(o)

Tg(x):f(0)+f'(0)-a7+T~x2:x fiir alle xe}——g[.



c) Nach der Taylorformel gilt f(z)

= Ty(z) + Ry(z) fir alle z € |-%,5]
wobei es zu jedem x € ]

999
2 5[ geméfd der Lagrangeschen Darstellung des
Restgliedes ein ¢ zwischen dem Entwicklungspunkt a = 0 und z mit

gibt; da x € }—%, z [ gilt auch ¢ € ]—%, z [, also cos¢& > %, und wir erhalten
Lf7 ()] =

2 2 i 2 1 3
Ccos €+, sin“§ | cos? €42 - sin? € ) - <9
cos3 & —— ~—~— cos §
<1 <1 S~~~
und folglich die Abschéatzung

|f(z) — To(z)| = |Rs(z)| = ‘fm(f) 3

3!

Die gegebene Potenzreihe

U

—
“—~n(2n—-1)

konvergiert zunéchst in ihrem Entwicklungspunkt a = 0; fiir z # 0 gilt

& ¥ £ 0 fiir alle neN
n(2n —1) ’

Ay —

und man erhalt

Upi1 (—1)" p2nt2 n(2n —1) -1 n 2n—-1
an (n+1)2n+1) (=1)r1a2| n+1 2n+1
1 2-1 1 2-0 4,
— - . n, _ — s — = .
1+1 241 Y e 110 240 T

Folglich ist die Potenzreihe nach dem Quotientenkriterium

e fiir alle x € R mit 2% < 1, also mit |z| < 1, (absolut) konvergent sowie
e fiir alle x € R mit z* > 1, also mit |z| > 1, divergent

damit besitzt sie den Konvergenzradius o =1

Die von der gegebenen Potenzreihe auf |—p, o[ definierte Funktion

1,1 = R, 2,
=1 fla Z ot 2n .y
ist geméB dem Hauptsatz iiber Potenzreihen beliebig oft (insbesondere also
zweimal) differenzierbar, und fiir alle x € |—1, 1] ergibt sich

A S

2n — 1

n=1



2)

sowie

f”(l‘) _ Z 2 2<n_i)71l_1 ((Zn . 1) . x2n72) _ Z (2 . (_1)n71) x2n72

n=1 n=1

(Potenzreihen lassen sich gliedweise differenzieren); unter Verwendung
der Summenformel fiir die geometrische Reihe erhélt man schlieflich

) =30 (20 (1) a R =2 3o @) =

n=1 n=1

=9. _p2\n—1 2. _ 2\n — 2. — )
SECIEPE 3 S g —

n=1 n=0

Aus der in b) gewonnenen Darstellung von f” ergibt sich zunéchst
f'(z) = 2arctanz + ¢; firalle  ze]-1,1]

mit einer Konstante ¢; € R; wegen

2. (—1)n!
f1(0) = Z % 0"t =0 und arctan0 = 0
n_

erhdlt man ¢; = 0, also f'(x) = 2arctan x fiir alle z € |—1, 1[. Wegen

/ 2 .arctanz dx = 2z -arctanx—/2m . dz =
N —— N == [~ 42

2
= 2r arctanx —/ * dxr = 2x arctanz — In (1 + x2) +C
1+ 22

ergibt sich dann
f(z) =2z arctanz — In (1 + 2%) + ¢, fir alle  x€]-1,1]

mit einer Konstante ¢y € R; wegen

f(O)ZZ;%O%ZO

sowie

arctan0 =0 und In (1 + 02) =nl=0

erhiilt man ¢y = 0, also f(x) = 2xarctanz — In (1 + 2?) fiir alle z € |—1, 1].

e Eine auf dem nichtleeren Intervall () # I C R erklirte Abbildung
fi(t)
fAI=R" fO)=1 |,
fu(t)



heifit Kurve, wenn ihre n Koordinatenfunktionen
fi:Il—->R, ..., fo:I—R

stetig sind.
e Eine Kurve f : I — R" heifit differenzierbar, wenn ihre n Koordinaten-
funktionen differenzierbar sind; in diesem Fall heif3t

fi()
f'(t) = : eR”
fa®)
der Tangentialvektor von f zu t € I.

e Ist eine Kurve f: I — R” auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a, 0]
stetig differenzierbar, sind also ihre n Koordinatenfunktionen stetig dif-
ferenzierbar, so ist sie auch rektifizierbar, und fiir ihre Bogenlédnge gilt

b
L= / 1F/(0)] dt.

b) Zu betrachten ist die Kurve
f:[0,27] = R®,  f(t) = (2sint + cost, sint + 2cost, 2sint — 2cost),
mit den drei Koordinatenfunktionen
fi:]0,27] = R,  fi(t) = 2sint + cost,
foi]0,27] = R, fo(t) = sint + 2 cost,
f3:00,27] = R, f3(t) = 2sint — 2cost;

diese sind (als Linearkombinationen von Sinus und Cosinus) stetig differen-
zierbar, und fiir alle ¢ € [0, 27] gilt

fi(t) =2cost —sint, f5(t) = cost — 2sint, fi(t) = 2cost + 2sint,
womit sich der Tangentialvektor

f'(t) = (2cost —sint, cost — 2sint, 2cost + 2sint)

mit
1f/@®)|? = (2cost—sint)? + (cost — 2sint)? + (2cost + 2sint)?
(4(:08215 — 4costsint + sin? t) + (cos.2 t —4costsint +
+4sin2t) + (4(:05225—|—8costsint+4sin2t)
= 9cos’t+9sin’t =9 - (cos’t + sin’t) = 9
\ ~- /,
und damit

IF ) =vo=3
ergibt. Die Kurve f ist stetig differenzierbar, mithin rektifizierbar, und fiir
ihre Bogenlédnge gilt

27 2T
L:/ ||f’(t)||dt:/ Sdt =3 - 2 — 6.
0 0



