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41. Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte der gegebenen Kurve
6 4
fil0,00[ = B2 £(1) = (w(t), y®) = (5. 2-5).
mit den beiden Koordinatenachsen:

e Fiir den Schnittpunkt S, mit der y—Achse gilt
6

t
z(t) =0 < -0 = =0 < t=0;
damit ergibt sich y(0) = 2 und folglich S, = (0;2).

e Fiir den Schnittpunkt S, mit der z—Achse gilt

t4
y(t) =0 <= 27 =0 < t'=8 < t =8

damit ergibt sich z(v/8) = 5 (\‘Vg)ﬁ = V2 ? und folglich S, = (%\/59; 0)-

Des weiteren ist die Kurve f stetig differenzierbar mit
)=, -t

und damit

17/ = A/ (55)" + (=3)" = VIO +46 = /15 (11 + 1) =
= VE NI = [P VEFT = £V

fiir alle ¢ € [0, oo[; insbesondere ist die Kurve f auf dem Intervall [0; /8| rektifi-
zierbar, und unter Verwendung der Substitution

d
u=g(t)=t"+1 mit d—?zélt?’, also du = 4t dt,

ergibt sich fiir ihre Bogenldnge zwischen den Schnittpunkten mit den beiden
Koordinatenachsen dann

V8 ¥5 T
LZ/ ||f’(t)||dt=/ t3-\/t4+1dtzz/ VL1483 dt =
0 0 0
379
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42.

a) Die Funktion
1
F:R>R, F(z)= gx/l—I—xQ—i—éln (x—i—\/l—l—xz),

ist (als Summe und Verkettung differenzierbarer Funktionen) selbst diffe-
renzierbar; fiir die Ableitung des ersten Summanden

F:R—R, F(z) :g-\/1+x2
verwenden wir die Produktregel und (fiir die Ableitung des zweiten Faktors)
die Kettenregel und erhalten
L VIitai+ . (;21’) VIt —— -

2 2 \2V1+a? 21+ 22

fiir alle x € R; fiir die Ableitung des zweiten Summanden

Fi(z) =

1
FiR—=R, F)=; ln<x+\/1+x2>
verwenden wir dann (zweimal) die Kettenregel und erhalten

1 1 1
F/.T — . . 1+ . 21‘ =
() =3 z+ 1+ a2 ( 21+ 22 ( ))
1 1 Vi+a2+ux

B 1 1

1
B 2.x+\/1+x2. Vita2 o 2'\/1+x2 2Vl + a2

fiir alle x € R. Insgesamt erhalten wir also

- ) )

2
1 22+ 1 \/1—|—x2
= - VI+1 4 ——= \/
2 2\/1+x2 2\/1—1—:102

m+ \/H—ﬁ2 V1422 = f(z)

fiir alle x € R; damit ist F' eine Stammfunktion der Funktion
fR=R, f(z)=v1+a%

b) Die gegebene Kurve

visor] > B o= () = (45,

sint t-sint
besitzt die beiden stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen

7 10,67 = R, 1 (t) =t-cost,



mit
vi(t) =1-cost+t-(—sint) = cost —t sint
fir alle ¢ € [0; 6] und
Y2 1 [0;6m] = R,  ~»(t) =t -sint,
mit
Yo(t) =1-sint +t-cost =sint +t cost

fiir alle ¢t € [0; 67]; folglich ist 7 eine stetig differenzierbare Kurve, und fiir

alle t € [0;67] gilt
, :
v (V1))  (cost—tsint
V() = (yé(t)) a (sint +t cost

mit

17/ ()12 = 4 (t)? 4+ 74 (t)? = (cost — tsint)® + (sint + t cost)” =
= (cos2t — 2cost-tsint + t2sin2t) + (Sin2t + 2sint - tcost + t2 cos? t) =
= (C082 t + sin? t) +¢2 (sin2 t + cos® t) =1+t

N J/ N J/
-~ -~

=1 =1

und damit

IV (Ol = vV1I+1* = f(2).

Die stetig differenzierbare Kurve ~ ist insbesondere rektifizierbar, und fiir
ihre Bogenlénge L gilt

61

L= [ Il = 06”f<t> dt = [F(®)S" = F(6r) — F(0) =
- (6; T+ (6n7 + 1 (67 + W)) -
- (ngr%ln (owm)) _
= 8rv/T 4 367 + 3 In (67 + VI F 3677

Fiir die Skizze der Bildmenge

7 ([0;67]) = {~(t) [ 0 <t < 67}

kann man zunéchst fiir einige Werte von ¢, etwa den Vielfachen von Z,

den Kurvenpunkt «(¢) und den Tangentialvektor 4/(¢) berechnen und in das
Koordinatensystem eintragen, um dann die entstehende Spirale zu zeichnen:



43. a) Die Kurve K :[0;27] — R? K(t) = (p(t), ¥(t)), mit
p(t) =t —sint und P(t) =1— cost
ist stetig differenzierbar mit
Y'(t)=1—cost und  ¢'(t) =sint

und damit

K" ()] = \/(90’(75))2 +(@W(1) = \/(1 —cost)’ +sin’t =
= /1 —2 cost+cos?t + sin ¢ = V2 (1 —cost) =
cos? t+sin? t=1
t

= 4sin? - =2
1—cost=2 sin? 2

.t
sin —

2

ot
= 2sin—
0<i<m
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fir alle t € [0; 2 7]; folglich ist v rektifizierbar, und fiir ihre Lange L gilt

2m 2w ¢ — cos t 27
L=/ IIK’(t)||dt=/ 2 sin = dt = {2 - 2] -
0 0 2 5 0

e {cos %}:W 4 (cosT—cos0)) = —4- ((—1) = 1) = 8,

b) Die erste Koordinatenfunktion
0 :[0;27] = R, ¢(t) =t —sint,

ist wegen ¢'(t) =1 — cost > 0 fiir alle ¢ € ]0; 27| streng monoton wachsend
mit dem Wertebereich W, = [¢(0); ¢(27)] = [0;27]; damit tritt aber jedes
x € [0;2 7] fiir genau ein ¢t € R auf, ndmlich fiir

r=p(t) = t=¢ (z),
und das dazugehorige y € R ist dann
y=v(t) =9 (¢ (2)).
Folglich beschreibt die Kurve K den Graphen der Funktion
frlo2m =R, fla) =9 (¢ (2)),
und es ist f(p(t)) = (¢) fiir alle t € [0;2 7).

+Y
2+ ——
- ~_K
14
‘ ‘ i
0 5 m ¥ 2

Fiir den Inhalt A der Fliche, die von der Kurve und der x—Achse einge-
schlossen wird, ergibt sich demnach mit Hilfe der Substitionsregel

/f d:v—/ %) dx—/f =

J— — —_ 2 =
/@D /0(1 cost)’dt = /0(1 2 cost + cos t)dt

2

3 2t 3 in(2¢
:/ ——2co st+COS( ) dt = —t—QSint+Sm( ) =
0 \2 2 2 4 ],

0 .
:(2-277—2sin(27r)+sm(47r)>—(O—QSinO—i—SlZO):37r;

(1 + cos(2t)) ein.

dabei geht die fiir alle t € R giiltige Beziehung cos?t = %



44. a) Das Dreieck A mit den Ecken (0,—1), (1,0) und (0, 1) besteht genau aus
denjenigen Punkten (x,y) € R? mit

x>0 und y<l—2z und y>z-—1.

Wir weisen diese drei Eigenschaften fiir jeden Kurvenpunkt k(t) = (x,y)
mit ¢ € [0; 1] nach; dabei ist z =2t (1 —¢) und y = 1 — 2¢.

e Wegen 0 <t<1list1>1—1t2>0und damit
(1—=1t)>0.

t
—— ,
20 >0

r=2-

e Wegen

y—(1—a2)=01-2t)—(1-2t(1—1t) =
=1-2t—14+2t—2t2=-2t2<0

sty <1—ux.
e Wegen

y—(z—1)=01-2t)—2t(1—-t)—-1) =
=1-2t-2t4+2+1=2(-2t+1)=2(t—1)°>>0
isty >ax—1.

Damit liegt der Kurvenpunkt k(¢) mit ¢ € [0;1] in A.

b) Wir verschaffen uns zunichst einen Uberblick iiber die Gestalt der Kurve k.
Die zweite Koordinatenfunktion

ks R R, k() =1-—2¢,

ist streng monoton fallend mit Wy, = R; damit tritt jedes y € R fiir genau
ein t € R auf, namlich fiir

1—y
y:1—2t<:>t:T,
und das dazugehorige x ist dann
l—y l—y
=2t(1—-t)=2-— 2. [1—-—72) =
x (1—1) 5 ( 2)
2—(1—y) l+y 1-—y
(1-y) 5 1=y — 5

Damit beschreibt k£ den nach links gedffneten Parabelbogen mit dem Schei-
telpunkt (3,0) durch die beiden Ecken (0, —1) und (0,1) des Dreiecks A.



= =1-9y = YP=1-2r <= y=+V/1-2

ist der von der Kurve und der y—Achse eingeschlossene Bereich

1
B:{(:c,y)eRz\Og:cgéund —\/1—2x§y§\/1—2x}.

Fiir seine Flache Ap gilt demnach aus Symmetriegriinden

D=

AB:2:£aﬁ?Ehm:2-AiL—mﬁdg:QI%éggé]

]:—;(0—1):;

0

:—; [(1—2-%) —(1-2-0)
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