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37. Fiir # € R besitzt der Punkt (z;2?) der gegebenen Parabel {(x,y) € R? | y = 2%}
vom Punkt (0;7) den Abstand

d(z) = || (z:2%) = ()| = || (252 = 7) || = /22 + (a2 = 7)”,

der aufgrund des Monotonieverhaltens der Quadratwurzel genau dann minimal
ist, wenn der Radikand

h(z) =2+ (2 — r)2
minimal ist. Zunéchst ist die Funktion
h:R—=R, h(z)=a2*+ (9(:2—7’)2,
als Polynomfunktion stetig und differenzierbar, und fiir alle z € R gilt

Wa)=2z+2(2"—r) 20=4z- (2 + 5 —7r).

Wir treffen daher die folgende Fallunterscheidung;:
o Fiir r < % gilt

<0, firxz <0,
>0, firaxz>0;

damit ist h auf R, streng monoton fallend sowie auf R} streng monoton
steigend und nimmt daher genau fiir x = 0 das globale Minimum an. Folglich
ist (0,0) der Punkt auf der Parabel y = 2 mit dem kiirzesten Abstand zu
dem Punkt (0, 7).

oFﬁrr>%istr—%>0mit

W()=4z- (= (r—1)) —4x(:c— r—%) (m%—ﬂr—%).
Wegen h'(z) < 0 fir alle x € }—oo;—@/r—%[u}o;\/r—%[ ist h auf

]—oo; —\ /T = % und [0; r— % [ jeweils streng monoton fallend, und we-

gen h'(x) > 0 fir alle z € }—,/r—%;O[U} r—%;oo[ ist h auf

z



[—,/r— %;0] und [@/7’ — %;oo[ jeweils streng monoton steigend; daher

nimmt h genau fiir +4/r — % das globale Minimum an. Folglich sind

2 2

1 1
(— r ——) und ( r—l,r—1>
2 2

die beiden Punkte auf der Parabel y = 2? mit dem kiirzesten Abstand zu

dem Punkt (0,7).
Damit ist (0,0) genau dann der Punkt auf der Parabel y = 22 mit dem kleinsten

Abstand zu dem Punkt (0,r), wenn r € }0, %] gilt.

38. a) Wegen
I g _ 2
Pl e A | _k1—>001+% a
und
2 1
pum 1. = 1 =
Mok 43 kow 1t

lim ayo =
k—oo k—o00

gilt klim ar = (2;1); insbesondere ist der Grenzwert (2;1) auch der einzige
—00

Héufungspunkt der Folge (ax)ken,-

b) Die beiden Zahlenfolgen
(ar)kery = (cos 57), oy, = (1,0,-1,0,1,0,~1,0,...)

ko =(0,1,0,-1,0,1,0,—1,...)

und
(ak2)ken, = (Sin 2 )keNO
divergieren; insbesondere ist auch die Punktfolge (ax)xen, divergent. Fiir alle

J € Ny gilt aber
und  ay;43 = (0; —1);

azj = (1;0),  agjpr = (0;1), agjro = (—1;0)

damit besitzt die Punktfolge (ax)ren, die vier Haufungspunkte (1;0), (0;1),
(—=1;0) und (0; —1).

c) Wegen
9\ ¥
1 + E) = 62

2k N 2
lim ayp = lim (1+—) :<lim (1+—) ) = ¢?
k—oo k—o0 k k—o00 k

gilt klim ap = (e”; e”); insbesondere ist der Grenzwert (e?; e?) der einzige
—00

lim a;; = lim
k—oo k—o00

und

Héaufungspunkt der Folge (ag)ken-



d) Wegen

lim ag;5 = lim ( 2j + 14 (=1)% \/2]') =00
Jj—+o0 J00 \ N e N — N~
— 00 =1 —00

besitzt die Folge (ay2)ren eine unbeschrénke Teilfolge und ist demnach ins-
besondere divergent; folglich divergiert auch die Punktfolge (ax)ren. Wegen

lim a,; = lim VE=1

k—o00 —00

und

agj10 =27+ ()72 —1=/2] = /2] — 1=
-2 - 2 . .
V2T V217 25 —(25—1) _ 1 0
V2Zi+V2i—1 2+ V2 =1 V2] +V2]—1 oo

besitzt (ax)ren die gegen (1;0) konvergente Teilfolge (ag;—1);en; folglich ist
(1;0) ein Haufungspunkt der Punktfolge (a)xen-

39. Die Kurve

: 1. 2 — (342 3
de [ ] B 4= (31 ),

ist stetig differenzierbar mit
v (t) = (6t, 9t* — 1)

und damit

@l = /(682 + (982 — 1) = V362 + 8147 — 182 + 1 =

= VBI +182+1=1/(9124+1)>=9¢>+1

fiir alle t € [—\%; \%} ; folglich ist v rektifizierbar, und fiir ihre Lange L gilt

L:/ﬁny/(t)Hdt:/ﬁ(9t2+1) dt:Z-/ﬁ(9t2+1) dt =

:2~[3t3+t}0% 2-(3-3—\1/5+%):%.

40. a) Die gegebene Kurve
f:[0;27] = R? f(t) = ((1 — cost)cost, (1 — cost)sint),
besitzt die beiden stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen
fi:[0;27] = R, fi(t) = (1 — cost) - cost,
mit
fi(t) = sint - cost + (1 — cost) - (—sint)



fir alle ¢ € [0; 27]

und

fo:[0;27] = R, fo(t) = (1 — cost) - sint,

mit

f5(t) =sint -sint + (1 — cost) - cost

fir alle ¢ € [0;27]; folglich ist f eine stetig differenzierbare Kurve, und fiir
alle t € [0; 27| gilt f'(t) = (fi(t); f5(t)). Damit ergibt sich

t 0 z 7 2r T
70 0.0 L1V | 0.0 [(—55/5)] (—2.0)
f/(t) (Oa()) (071) (_171) (_\/57 O) (07_2)

t dn 37” %” 27
f(t) (_%7_% 3) (07_1) (%7_%1\/§) (070)
f'(t) (V3,0) (1,1) (0,1) |(0,0)

Wir tragen zunéchst die neun in a) berechneten Kurvenpunkte f(¢) samt den

zugehdrigen Tangentialvektoren f'(t) fiir t € {0

T T 27
)37 97 3

4w 3w 5w

2oy

in das Koordinatensystem ein und skizzieren dann unter Beriicksichtigung
dieser Informationen die Kardioide (Herzkurve) genannte Kurve f.
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c) Fir alle t € [0; 27| gilt

1P @I = A1) + fo(t) =
= (sint cost — (1 — cost) sint)® + (sint sint + (1 — cost) cost)® =
= (sin®¢ cos®t — 2 sin®t cost (1 — cost) 4 (1 — cost)? sin’t) +
+ (sin®¢ sin®¢ + 2 sin®¢ cost (1 — cost) + (1 — cost)? cos’t) =
=sin’¢ (cos®t +sin®t) +(1 — cost)? (sin’ ¢ + cos*t) =

(. S/ (. >3
' v~
=1 =1

=sin®t + (1 — cost)® =sin®t + (1 — 2 cost + cos’ t) =

t
=1—2cost+ (cos®t +sin’t) =2 (1 —cost) =4 sin2§

S/

~~
=1

und folglich wegen £ € [0; 7] und damit sin £ > 0 schlielich

t t
'(#)]] = 4/4sin® - =2 sin -
||f()|| sim 5 st

Die stetig differenzierbare Kurve f ist insbesondere rektifizierbar, und fiir
ihre Bogenlénge L gilt
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