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37. a) Fiir die gegebene Kurve
f0;2n] = R?  f(t) = (0083 t, sin® t) ,

besitzt der Punkt f(t) € K fiir ¢ € [0; 27] vom Ursprung (0,0) den Abstand

dit) =||f@®)| = H(cos3 t, sin® t)H = \/(0083 ) + (sin® t)z;

aufgrund der Monotonie der Quadratwurzel ist d(t) genau dann minimal
bzw. maximal, wenn d(¢)? minimal bzw. maximal ist. Wegen

d(t)* = cos®t + sin®t = (cos” t)3 +sin®¢ = (1 — sin® t)s + sin®t =
= (1 —3sin®t + 3sin* ¢ —sin®¢) +sin®t =1 — 3sin®¢ (1 — sin’t) =
3 3
=1-3sin*tcos’t =1— 1 (2sintcost)’ =1 — Zsin2(2t)
ergibt sich wegen 0 < sin?(2t) < 1

<dt)?*<1  bzw. <dt) <1
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d(t) = 5 = d(t)* = 1= sin(2t) =1 <= sin(2t) = +1 <=
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und

dit) =1 < d(t)* =1 < sin’(2t) =0 <= sin(2t) =0 <

3
< 2t €{0,7, 27, 31,47} < t€ {O,g,w,g,%}.

b) Geméif a) besitzen die Kurvenpunkte
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den kleinsten Abstand % und

t o |3 [ « | F |or
f(t) H (170) ‘ <071> ‘ (_170) ‘ (Ov—l) ‘ (17())

den grofiten Abstand 1 vom Ursprung (0,0); damit ergibt sich die folgende
Skizze der Bildmenge K:
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c) Die gegebene Kurve f ist stetig differenzierbar mit
f/(t) = (3cos®t - (—sint),3sin’t - cost) = 3sint cost - (— cost,sint)
und damit

I/ @) = |3sintcost- (—cost,sint)||

= |3sintcost|- ||(—cost,sint)||

B 3

2
3 . D)

= |3 sin(2t)| - vV cos?t 4 sin“t

= g |sin(2¢)|

- (2sint cos t)‘ : \/(— cost)” + (sint)?



fir alle ¢ € [0; 27]. Folglich ist die Kurve f rektifizierbar, und fiir die gesuchte
Bogenlénge ergibt sich aufgrund der Periodizitéit der Sinusfunktion

2w 27‘(’3 3 3
L_/ Hf’(t)Hdt_/ 3 sin(2t)| dt_—~4-/ Isin(26)] df —
0 0 2 2 0
: — cos(2t) 2 —cosm  —cos0
—=6- ) dt =6 | ——2| =6- - — 6.
6 /0 sin(2t) 6 [ 5 ] ( 5 5 ) 6
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Die gegebene Kurve
fTR=R fO)=F-1,t(E-1)=# -1, *—1),
ist stetig differenzierbar, und fiir alle t € R gilt
()= (2t, 3> -1).

Damit besitzt f in denjenigen Kurvenpunkten f(¢) eine

e zur r—Achse parallele Tangente, in denen der Tangentialvektor f’(t)
von f und der Richtungsvektor (1,0) der x—Achse linear abhéngig sind;
wegen

ist dies in

() (3 5%) () (59

der Fall.

e zur y—Achse parallele Tangente, in denen der Tangentialvektor f’(t)
von f und der Richtungsvektor (0, 1) der y—Achse linear abhéngig sind;

wegen
2t=0 <= t=0
ist dies in
f(0) = (=1; 0) mit f'(0) = (0;—1)
der Fall.

b) Fiir einen Doppelpunkt f(a) = f(b) mit a < b gilt

(a>=1,a(a®=1))=("—-1,0(0*-1)),

also

d—-1=0V-1= d*=V = a=-b,



woraus sich wegen a < b schon a < 0 < b ergibt, sowie
a(@—1)=b(P—1) = b —1)=b(#* 1),

woraus sich dann b (b* — 1) = 0, wegen b > 0 also b =1 und a = —1 ergibt.
Folglich besitzt die Kurve f genau den Doppelpunkt

f(=1) = (0;0) = f(1),

und fiir die beiden Tangentialvektoren ergibt sich
f(=1)=(=22) uwd f(1)=(22).

Unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse ergibt sich fiir die Bild-
menge K der Kurve f die folgende Skizze:
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Gemif a) ist f(—1) = f(1), so dal die (hier ebenfalls mit f bezeichnete)
Teilkurve
fi=L1]-RY f) = (-1, t(*-1)),

geschlossen ist; geméf b) umrandet sie die zu betrachtende Flache im Gegen-
uhrzeigersinn, also im mathematisch positiven Sinn. Da diese symmetrisch
zur x—Achse liegt, ist nur der im 2. Quadranten gelegene Teil zu betrachten,
der von der z—Achse und der Teilkurve

frl=500 =R (1) = (o(t),%(t)),



39.

a)

mit
et)=t"—-1 und  Y@)=t(* 1)
fir alle t € [—1;0] begrenzt wird. Wegen

P'(t)=2t<0  firalle te[-1,0]

ist p auf [—1,0] streng monoton fallend mit ¢(—1) = 0 und ¢(0) = —1, so
dafl f den Graphen der Funktion

hi:[-1;00 = R, h(z) =1 (o7'()),

darstellt. Fiir den gesuchten Flacheninhalt ergibt sich also unter Verwendung
der Substitutionsregel (x)

1 (0)

0 p(-1) -1
A=2- / h(z)dr =2 - / h(x)dx 5 2/ h(p(t)) ' (t) dt =
e 0 W—(

:2/011/;(t)-g0’(t)dt:2/01t (#*—1) ~2tdt:4/01(t4—t2)dt:
S-S e (B ) e () -

Der Kurvenpunkt

f(t) = (t* cos(2mt), t*sin(27t), %)
fir ¢ € [0; 1] besitzt die Koordinaten
x =t*cos(2nt), y=t>sin(27t), =z =1
so daf sich

@yt -2 = (1 cos(27rt))2 + (7 sin(27rt))2 - (t2)2 =
= t* cos®(27t) + t*sin®(2wt) — t* = t* (cos*(2nt) + sin®(2nt)) —t* =0

J/

~~
=1

ergibt; folglich verliduft die Kurve auf dem Kreiskegel 22 + y* — 22 = 0.

Fiir alle ¢ € [0;1] ergibt sich fiir den Abstand d(t) des Kurvenpunkts f(#)
vom Punkt p = (0,0,1)

d(t)* = |f(t) —pl
= || (#* cos(27t), ¢*sin(27t), t* — 1) ||?
= (& cos(27rt))2 + (¢ Sin(27ﬂ§))2 + (7 - 1)2
= t* (cos®(2mt) + sin®(27t)) + (¢t* — 2% + 1)
= 2" -2 +1

(4 =42 +1) + 3
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damit ist

d(t)Q:%-(2t2—1)2+%2%, also d(t)z%,
>0
fir alle t € [0; 1] mit
_ 1 2 1 2 . 2 1 o
dit) =5 <= dt)’ =5 <= 28 -1=0 < t* =3 t=p

Folglich ist fiir ¢t = \/LE der Abstand zwischen f(¢) und p = (0,0, 1) minimal

und betrigt dann d(t) = \%

Die Kurve f ist stetig differenzierbar, und fiir alle ¢ € [0; 1] gilt

f'(t) = (2tcos(2mt) — 2m t*sin(2nt), 2¢sin(27t) + 27 t* cos(2nt), 2t)
= 2t- (cos(2mt) — mtsin(27t), sin(2nt) + 7t cos(27t), 1)
(1)
mit

[o(®)]|> = (cos(2nt) — mtsin(2nt))? + (sin(2nt) 4 7t cos(2nt))” + 12
= (cos®(2mt) — 27 t cos(2nt) sin(27t) + 72 % sin®(2mt)) +
+ (sin®(2mt) + 27 t sin(2nt) cos(2mt) + 77 4% cos®(2nt)) + 1
= (cos?(2mt) + sin®(2nt)) + 7° ¢ (sin®(2mt) + cos*(2mt)) + 1
= 2+ 7t

und damit

If' ()] =2t V2 + 72 2.

Folglich ist die Kurve f rektifizierbar, und fiir ihre Bogenlénge ergibt sich
unter Verwendung der Substitution

du

i g'(t)=2rt, also du=2n"tdt,

u=g(t) =2+t mit

dann

1 1 1 1
= [Irli= [ 2evareaa- —Z/WMW (25) di =
0 N
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40.

a)

Die Funktion
¢:R—=>R, ¢(t)=2t—sint,
ist (als Differenz einer linearen Funktion und des Sinus) stetig und differen-
zierbar, und fiir alle ¢ € R gilt
O'(t) =2 —cost >1>0;
<1

damit ist ¢ streng monoton wachsend und bildet wegen ¢(—m) = —2 7 und
o(m) = 27 das Intervall [—m; | bijektiv auf das Intervall [—-2m;27] ab.
Damit ist die gegebene Kurve

G ={(p@); ¢@)) | -7 <t <}

mit p(t) =2t —sint und () = 1+ cost fiir alle ¢ € [—m; ] der Graph der
Funktion

fol2m2n] = R, f(z) =v (¢ (z)).

Dap: R — R, ¢(t) = 2t—sint, eine differenzierbare Funktion mit ¢'(¢) > 0
fir alle t € R ist, ist ihre Umkehrfunktion ¢! ebenfalls differenzierbar;
ferner ist auch ¢ : R — R, ¥(t) = 1+cost, differenzierbar mit ¢'(t) = —sint
fir alle ¢ € R, so daf nach der Kettenregel die Verkniipfung f = 1 o ¢!
differenzierbar ist, und fiir alle x € [—27; 27| gilt

/ o)) (1Y () o (- (a L
@) =9 @) (e @ =9 (7 0) S
_Y @) _ Y _ st
TP @) P 2t M T
Wegen int
tana(t):;_s—:(ljst

fir alle ¢t € [—m; 7] wird der Winkel «(t) zwischen der z—Achse und der
Kurventangente im Punkt (¢(t);1(f)) genau dann maximal, wenn

(1) = —sint
A p——
maximal wird; dabei ist g : [—7; 7] — R differenzierbar mit

;o (2—cost)-(—cost) — (—sint)-sint
g = (2 — cost)? -

=2 cost + cos?t + sin’ ¢ 1 —2cost

(2 — cost)? (2 —cost)?

R

Wegen ¢'(t) > 0 fiir cost < % ist g auf [—7?; —%] U [”'7? streng monoton

3
wachsend, und wegen ¢'(¢) < 0 fiir cost > % ist g auf [—E; g} streng monoton

w

fallend; damit besitzt g in £, = —% und ¢, = 7 lokale Maxima mit
e D B W1
—es(-5)  2-1 1 V3



und

Folglich erhélt man

tan amayx = g(t1) = —= also Olmax T _ 300,

V3’ 6
Fiir den Inhalt Ar der von G und der z—Achse eingeschlossenen Fliche
F={(z,y) eR?*| 2r <z <2rund 0 <y < f(z)}

erhdlt man wegen f(z) > 0 fiir alle x € [—27; 27] dann

2 () &
ar = [ sy / @ = JECOEL

= Trz/)(t) o' (t) dt = / (14 cost) (2 —cost) dt

—T

= 2. 2 + cost — cos’ t dt:/ 4+ 2 cost — 2 cos’t )dt
\/0( ) 0 ( :1+cos(2t))

sinéQt) ] g

= /(3+2cost—cos(2t)) dt = {3t+2 sint —
0

- .
- <3w+2sin7r—sm(2”>>—(3-0+2sin0—8”210>:37r.




