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Die gegebene Funktion
f R—=R, f(z)=sin (xQ) ,

ist als Hintereinanderausfithrung von Sinus und der Quadratfunktion belie-
big oft differenzierbar, und unter Verwendung der Kettenregel sowie (fiir die
hoheren Ableitungen) der Produktregel ergibt sich

J'(z) = cos (22) - (22) = 22 - cos (2?)
und

f'(x) =2-cos (z) + 2z - (—sin (¢*) - (27)) = 2 cos (2*) — 427 - sin (2?)
sowie (fiir die bei b) benétigte Restglieddarstellung)

f"(x) = 2(—sin(2?) - (22)) — (82 -sin (22) + 427 - (cos (2) - (22)))

= —4z-sin(2*) — (82 -sin (¢°) + 82" - cos (z?))

= —12x-sin (ZL‘Q) — 822 cos (:EQ)
fiir alle x € R. Damit ist
f(0)=0,  f(0)=0 und  f7(0) =2,

und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungs-
punkt a = 0 dann
f"0)

Ty(z) = f(0) +f'(0)$+Tx = 22

fiir alle z € R.

Nach der Taylorformel gilt f(z) = To(z) + R3(x) fir alle x € R, wobei es
zu jedem T € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 0 und x mit
Rs(x) = f3—,(£) z3 gibt; es ist damit

_ fl/l(é‘) :L‘g‘

£la) = Ta(a) = Ral) =



Speziell fiir z € [—%, %} gilt auch & € [—%, %}, und wir erhalten in
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die Behauptung.

22. Die Funktion
fiLoo[ R, f(r)=VIta,

ist auf |—1; oo[ beliebig oft stetig differenzierbar, und fir alle x > —1 gilt

fx) = (1+2)2,

1 _1
) = S0+a)7h,
1 1 3 1 3
" = . [=Z2)( 2 =__(1 2
e = 5 (3) are = fasat
" 1 3 5 3 5
= — . _ 1 2 = — (1 2
@) = —7 (-5 )0+ =S4
Damit ist ) )
fO)=1, FO)=5 wd  f0)=—
und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungspunkt
a = (0 dann
f//( )

Ty(w) = F(0) + Oz + I a2 =14 L

fiir alle z € [—1;00[. Nach der Taylorformel gilt f(x) = Ta(z) + Rs(x) fiir alle
x € [—1;00[, wobei es zu jedem x > —1 geméf der Lagrangeschen Darstellung

fm3<'§x) gibt.

a) Fir z — 0 ist auch & — 0 und damit Wegen der Stetigkeit der dritten
Ableitung f” von f auch f"”(&,) — f”(0) = =, so daf§ sich insgesamt

ein &, zwischen a = 0 und z mit R3(x) =
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ergibt; wir konnen daher py, = T, wéhlen.



b) Fiir x € [0; 00] ist auch &, € [0; co[, und wir erhalten

@)~ @)l =, 1)~ @) = Byl = [T =
L Pt < L3 1
—5 (5"”)"|I|3m§oé ‘8(1+§x) v e 6 8‘”3_16“@3

23. a) Fir die gegebene (als Quadrat des Cosinus beliebig oft stetig differenzier-
bare) Funktion
f R—=R, f(r)=cos’x,

zeigen wir fiir alle n € N die Gestalt ihrer (2n)-ten Ableitung
() = (—1)n2nt (cos® z — sin® z)

mit vollsténdiger Induktion:

o fiir ,n = 1“ ergibt sich

f'(z) =2 cosx - (—sinz) = —2 cosz sinx
und
f'(x) = =2 (cosw - cosx + (—sinz) - sinz) = =2 (cos’ z — sin’ z) ,
also

fO(z) = (-1)t 2211 (cos®z — sin’z) ;

o fiir ,n — n + 1“ ergibt sich aus der Induktionsannahme
e (z) = (=1)" 22! (cos® z — sin® )
zunéchst

fe () = (=1)n 2t (2 cosz - (—sinz) — 2 sinz - cosx) =

= (—1)"2"""" (4 cosz -sinz) = (—1)"' 2°"* cosz - sinx
und dann die Induktionsbehauptung

O (g) = (—1)H! 22t ((—sinz) - sinz + cosz - cosz) =

= (—1)ntt Q2n+-1 (cos? z —sin*z) .
Damit haben wir auch die Gestalt der (2n + 1)—ten Ableitung

e () = (=1)" 122 cosx - sinw

fiir alle n € Ny ermittelt.



b) Fiir Taylorpolynom Toy von f an der Stelle g = 0 gilt

2N

(k)
Ton(z) =Y f k(!%) (z — )" Z f*® k' 0)

k=0

fiir alle x € R, wobei sich geméf} a) wegen cos0 = 1 und sin(0 = 0

f(0) =1, falls k = 0,
FB(0) = ¢ e D(0) = falls & = 2n + 1 ungerade,
M(0) = (— ) 22n=1 0 falls k = 2n gerade,

ergibt; insgesamt erhélt man also

N (2”) N _1\n 92n—1

fiir alle z € R.

c) Fir jedes N € N gilt nach der Taylorformel f(x) = Tony(z) + Ron11(z) fiir
alle x € R, speziell fiir x = % also

() (2) s ()

wobei es geméaf der Lagrangeschen Darstellung des Restglieds Ron 1 (%) ein

& zwischen xyp = 0 und x = % mit

R (1) _ f(2N+1) (5) (1)2N+1
N2 2N + 1)1 \2

gibt; unter Verwendung der in a) ermittelten Gestalt von ¥+ erhilt man

insgesamt
1 1 1
7 (5) =2 (5)] = | ()] -
B ‘ (—1)NHL22NHL o5 ¢ - sin € I

FED () (1)
(2N +1)! <_> (2N + 1) 02Nl T

2

- Jcos €] - [sin €] <
—— N

T 2N+ 1) (2N + 1)I°

<1 <1

Somit ergibt sich etwa fiir N = 3 dann

1 1 1 11
N-Dn(2)| € == = <2.107%
'f <2> 2N (2)’ S eN+1)! 7 5040 © "



24. a) Fiir x € [0, 7] betrachten wir das dritte Taylorpolynom 73 des Sinus zum
Entwicklungspunkt a = 0 und erhalten

e/ s A M
sin”0 5 sin”0

T3(x) = sin0+sin'0-z+ SR
—sin0 —cos0 in 0= 3
= sin0+4cos0-x + S cx? 4 o8 8 sin0=0 :L‘—x—.
2 6 cos 0=1 6

Nach der Taylorformel gilt nun sinz = T3(x) + R4(x), wobei es geméf der
Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes ein £ zwischen a = 0 und x mit

in( €3] in§
sin sin
Ry(z) = o cpt = T x

gibt; wegen z € [0, 7] ist auch & € [0, 7], und wegen sin{ > 0 ergibt sich

: 3
sinz = Ts(z) + Ry(z) = Ts(x) + 814&'5 ot > Ty(w) = — %
‘>0

b) Die Polynomfunktion

3
x
p:[7T7+OO[—>R, p(w):x—g,
ist differenzierbar, und fiir alle x > 7 gilt

1'2
Pla)=1-"—=1-%5 < 1-5=-2<0

damit ist p auf dem Intervall [7, +0c[ monoton fallend, und fiir alle x > 7
ergibt sich

7T3

pe) <pm) =m T <

6 3

33
T—— <
6 <
insbesondere also
T

sinx > —1 Zp(x):x—g.



