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13. a) Zu betrachten ist die Integralfunktion
“p?—22-1
12,00 = R, = ——dx;
g: ool R, gla) = [ T
die gebrochenrationale Integrandenfunktion

f:D SR, f(x):M7

x — 3

besitzt wegen

r—2=2(l-2")=z(l-2)(l+2)=0 <
< (z=0oder 1—2=0 oder 1+2=0) < z€{-1,0,1}

die maximale Definitionsmenge R\ {—1,0, 1}, so da D = |1, 00| das ma-
ximale Definitionsintervall ist, in dem die untere Integrationsgrenze 2 liegt.
Wir unterwerfen f der Partialbruchzerlegung und bestimmen Konstanten
a, 8,7 € R mit

f(x)zz+1€x+1j—x fir alle z € ]1,00(;

wegen
o 6] A a-1—-2)1+2)+0-z2(1+z)+y-2(l —x)
r l—z 14z z(l—2x)(1+x)

a2+ B (42?4 (v —a?)

B r— a3

_ (atb-yt+Btyzta

B x — a3

fir alle € |1, oo[ ergibt sich iiber den Koeffizientenvergleich
—a+pf—-—y=1 und B+vy=-2 und a=—1,

also S —v=1+a =0 bzw. § =7, und damit f =y = —1. Wegen

I D | 11 1

f(x)— T +1—x+1+x:_g+x—1_a:—l—1




fir alle € |1, 0o[ ergibt sich fiir @ > 2 damit

T2z -1
o - [E,
2

T — x3

[t
= —— 4+ — dx
9 r x—1 x+4+1

= {—ln|x|+ln|w—1|—ln|x+1|]

a

2

= <—ln\a]+ln|a—1\—ln]a+1]) - (—ln2—|—ln1—ln3)

6(a—1
=, —Ina+In(a—1)—In(a+1)+1In6 = lna(z——i—li'

Die Integrandenfunktion f : D — R ist als gebrochen-rationale Funkti-
on stetig, und damit ist ihre Integralfunktion ¢ : [2,00[ — R nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar, und fiir
alle z € [2, 00| gilt

g’(x):f(:p):x2_2$_1—(x_1) -2

r—z3 x(l—-2?)
Fiir alle z € [2,00[ gilt 2 < x,alsoz > 0und 1 — 22 <1-22 = -3 <0,
und damit fiir den Nenner z (1 — z?) < 0; des weiteren ergibt sich:

o fiir alle x € [2,1+\/§[gilt2§x< 1+\/§, also 1 < 2 — 1 < /2 mit
(r —1)? < 2, und damit fiir den Zéhler (x — 1)? — 2 < 0, insgesamt also

so dafl die stetige Funktion g auf dem Intervall [2, 1+ \/5] streng mo-
noton wichst: es ist also f(z) < f(1+/2) fiir alle z € [2,1 4+ V2.

o fiirallex € }1 +/2, oo[gilt z > 14+v2, also 2—1 > /2 mit (x—1)% > 2,
und damit fiir den Zihler (z — 1)? — 2 > 0, insgesamt also

g(ﬂc)zm

so dafl die stetige Funktion ¢ auf dem Intervall [1 +2, oo[ streng mo-
noton fallt: es ist also f(z) < f(1+ v/2) fiir alle z € |1+ v/2,00].

Damit besitzt g : [2,00[ = R in a = 1 + /2 ein globales Maximum.



14. Fiir n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe partieller Integration

I, = /(sina:)”dx
0

i
= sinz)" !-sinz dx
(sinx)
0 M

u(x) v/ ()

—~ s ——

_ [(sinx)”_l w}: - /me 1) (sinz)"2 - cos - (— cosz) da

v(z) u'(x) v(z)

1. (—cosT) — (sin0)""' - (—cos O)> +

+(n—1)- /O ﬁ(sm z)""% - (cosz)? dx
= (0”—1 10t (—1)) +(n—1)- /Oﬂ(sin 2)" - (1 - (sinz)?) da

= (n—1) / sinz)"? — (sinz)") do
0
= (n—1) / (sinz)" % dr — /(sinx)”dm)
0
= n—-1)-Upo—1,) = (n—1)- I o—(n—1)-I,,
woraus sich
) n—1
n-l,=Mm-=1)-1, und damit I, = N S
n
ergibt.
15. a) Durch dreimalige partielle Integration erhélt man
2 9 2
r3 cosxdr [ 73 sinx]ow— 3 22 sin z dw
0 \,,./ ~ S~ 0 \,/-/\v-’
ui(z) vi(x) uy(z) vi(z) u)(z) vi(zx)
2
((2m)?sin(2m) —0%sinQ) +3 [ 2® (—sinz)dz
0 =0 0 us(a) (z)
= u2(T vh(z

3((27)? cos(2m) —0° cos Q) — 6 x  coszdr
=

uz(z) vi(z)

27
127r2—6<[ T sin:p}zw—/ 1 sinmdx)
< ==lo A el

{

uz(z) vsz(x) uf(x) va(zx)
27
1272 — 6(27 sin(27) —08in 0 —6/ —sinzx) dx
( _(0 ) ‘() i ( )

127% — [ cos x] = 127> — (cos(27) — cos Q) = 127°.

—_—
=1 =1



Die gegebene Funktion

o000l R, fla) = 22T

Xz

ist als Quotient des Sinus und der Identitdt differenzierbar mit

, cosx-r—sinz-1 1 )
fl(x) = o = COST— 5 sing

fiir alle x > 0. Fiir alle z € [%71’, %’ﬂ'} gilt dabei cosz < 0 und sinx > 0, also

1 IR
f'(x)= = -cosz— — -sing <0,
r =~ 2 =~
=~ <0 =~ >0
>0 >0
<0 >0

und folglich ist die Funktion f auf dem Intervall [%ﬂ', %ﬂ'] monoton fallend.

Fiir alle € [%71’, %77] gilt

N

T<zx<

Y

e

da f geméaf b) auf [%71’, %ﬂ monoton fallend ist, folgt daraus

fGGm) = fla) = f(37)

mit

und

T 2V/2 an T2
/ —\/_dxﬁ/ f(a:)d:vg/ —dzx
3T 1 1T

271'



16. Die zu betrachtenden bestimmten Integrale

/1 dz ; /i dz
un
o 1+ 22 1 1+ a?

besitzen unterschiedliche Integrationsgrenzen, wodurch die Anwendung der Sub-
stitutionsregel nahegelegt wird. Mit der Funktion

f:R—)R, f(x):ﬁ,

und der Substitution ]
g:]0,00[%R, g(t)zga
mit
gt)y=—=  firalle ¢€]0,00|

erhalt man

i de 9(a) o
/ g :/ foyde = [ flg(t)-g'(t)dt =
! g(1) 1
1

1+ 22
a 1 a Loat
114 (3 t L 241 . 1+t

und damit die zu zeigende Gleichheit

/1 dx _/«lz dx
L 1+a2  J, 1422

Unter Verwendung der Stammfunktion arctan : R — R von f ergibt sich damit

= o=

[arctan x}i = [arctan}

9

also

1
arctan 1 — arctana = arctan — — arctan 1,
a

woraus sich wegen arctan 1 = 7 die Funktionalgleichung des Arcus tangens

1 T
arctan — + arctana = —.
a 2

ergibt.



