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a) Mit der Stetigkeit des Cosinus (an der Stelle 0) und des natiirlichen Loga-

rithmus (an der Stelle 1) gilt

ln( cost ) — In1=0 sowie 2 — 0,
~~ t—0 t—0
—cos 0=1

und mit der Regel von de ’'Hospital ergibt sich damit

—sint .
lim ln(cost) L'H lim oot _ _1. m sin t L'H
t—0 {2 Lo« t=0 2t 2 t=0tcost 0«

cost 1 1 1

m— = ——. = :
2 t=0cost —tsint 2 1-0-0 2

dabei geht die Stetigkeit von Sinus und Cosinus (an der Stelle 0) ein.

b) Geméif der Definition der allgemeinen Potenz

a® =exp(blna)  firalle a € RT und beR

(cos =) = o (101 (cos - )

1 1
n-1ln (cos L) = M fiir alle n € N.
v (%)

ergibt sich

mit

1
Wegen lim — = 0 erhélt man mit Hilfe von a) insbesondere
n—o0 n

1 In ( cos Ln 1 ¢ 1
lim n - In (cos —) = lim % = Pr% n((;)s ) =5

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion (an der Stelle —3) dann

i LY | 1 1 1
1m | COS — = 11Im ex n .11 | COS —= = eX — | = —=

folgt.



6. a) Die gegebene Funktion

1 1
h:]0;00l =R, h(x)=In(1+—)—
10; 00 UG n( +:c) r+1
ist (als Summe und Komposition des natiirlichen Logarithmus und gebro-

chenrationaler Funktionen) stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir
alle z € ]0; 00| gilt

N 1 I
h(:c)—1+% ( (x+1)2)_:c2(1+%)+(x+1)2_

—(z+1)+z 1
v(z+1)2

B RRCES

S x(z41)? <0

damit ist h streng monoton fallend. Ferner gilt (wegen der Stetigkeit der
Logarithmusfunktion an der Stelle 1)

1 1
lim h(x) = lim <1n (1 + —) - ) 0,
—_——

—140=1 -0

—_——

—In1=0

so dafl sich insgesamt h(z) > 0 fiir alle ]0; oo] ergibt.
b) Fiir die gegebene Funktion

Flsl o R g = (141)

ergibt sich geméB der Definition der allgemeinen Potenz a®
a € RT und b € R dann

fla) = (1 + i) _ eoin(1+2)

und folglich unter Verwendung von Ketten— und Produktregel

Flla) = erm(+35) . (1 ‘In (1 + i) po. 2 ) =

= ebIna fijr alle

1+ 4
_ exln(1+%> . (m (1 + l) — 1 ) = exln(pr%) -h(z) >0
=h(z)

a)

fir alle x € ]0;00[; folglich ist die Funktion f streng monoton steigend
Unter Verwendung der Regel von de ’'Hospital ergibt sich ferner

1 In (1 + l) L’'H 1+% 1
lim xln(l—i——): lim fx = lim z = [lim =0
z—0+4 €T z—0+ P %

1 1
x—0+ -2 z—0+ 1 + p



sowie

1 In (1 + l) H ;ﬁ 1
lim :Uln(l—l——): lim — = = lim — = lim T =1,
z—00 x T—>00 = 8 200 —— z—o0 | + z

woraus mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion

xli%i f(l') mlilglJr € ¢ 1

sowie

lim f(z) = lim en(113) — el = ¢

T—00 T—00

folgt; damit erhélt man (unter Verwendung der strengen Monotonie von f)
zunéchst Wy C |1; e[. Zum Nachweis von , D% sei y € |1;e[;

e wegen 111(1)1+ f(z) =1 gibt es ein 0 < a < 1 mit f(a) < y, und
T—
e wegen lim f(x) = e gibt es ein b > 1 mit y < f(b),
T—00
so da8B fiir die (als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst) stetige Funktion

f nach dem Zwischenwertsatz ein £ € Ja; b] mit f(§) = y existiert. Damit ist
y = f(§) € Wy und Wy =]1;el.

7. Fir a, b € 10, 1] ist die Gleichung
(%) a*+b* =1
zu betrachten; fiir alle z € |0, oo[ gilt
a"+b" =1 <= a"+b"-1=0,
so dafl die Losungen der Gleichung (x) mit den Nullstellen der Funktion
f:]0,00[ = R, f(x)=a"+b"—1,

ibereinstimmen.

Wegen a, b € ]0, 1] fallen die Exponentialfunktionen z +— a* und x — b streng
monoton; damit ist auch f streng monoton fallend, besitzt also insbesondere
hochstens eine Nullstelle.

Ferner ist f als Summe zweier Exponentialfunktionen und einer konstanten Funk-
tion stetig, und wegen 0 < a <1 und 0 < b < 1 gilt
—al=1 —p0=1
und
flx)=_a" + b" -1 — —1;

~N =~ z—+00
—0 —0

damit gibt es ein @ < 1 mit f(a) > 0 und ein § > 1 mit f(5) < 0, so dal f nach
dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle in |, 5[ C |0, 00| besitzt.

Damit hat f genau eine Nullstelle, so daf die Gleichung (x) eine eindeutig be-
stimmte Losung in |0, co| besitzt.



8.

a)

Die gegebene Funktion

.1'3

fiR—)R, f(x):m,

ist als gebrochenrationale Funktion beliebig oft differenzierbar, und fiir alle
x € R gilt nach der Quotientenregel

32 (2 +1)—a®- 22 (3a*432?) —22* '+ 32°

f@) = (22 +1)2 T @r)r @+

>0 >0
2 2

x° - (z°+3)
(l’2 + 1)2
——

>0

fl(x) = >0  firalle z#0

ist f als stetige Funktion zum einen auf |—oo, 0] und zum anderen auf [0, co[
streng monoton wachsend, ingesamt also eine auf ganz R streng monoton
wachsende Funktion.

Die Funktion f : R — R ist gemé$ a) streng monoton wachsend und besitzt
daher insbesondere eine Umkehrfunktion g = f~' : W; — R, wobei W} den
Wertebereich von f bezeichne; da f zudem auf einem Intervall definiert ist,
ist die Umkehrfunktion g auf jeden Fall stetig.

Dariiber hinaus ist die Funktion f : R — R differenzierbar, und die Umkehr-
funktion g : Wy — R ist damit an genau denjenigen Stellen b = f(a) € Wy
mit f'(a) # 0 differenzierbar, wegen
a’- (a® + 3)
a)=0 = —————>=0 < a’=0 < a=0
J(a) (a? +1)? 3320 ¢
genau im Falle a # 0. Folglich besitzt f genau fiir a # 0 lokal eine differen-
zierbare Umkehrfunktion.

Fir a =1 gilt

B 1 10 43-12 4

f(a)Zf(l):m=§ mit f’(a):f’(l)—m_ﬁzl,

so daB sich fiir b = f(a) = 5 gem#B der Ableitungsregel fiir die Umkehr-
funktion

ergibt.



