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41. a) Fir die beiden Rechtecke
Ry =[-3,3] x [-1,1] und Ry =1-1,1] x ]-3,3|
ergibt sich zum einen das Quadrat
X1 =R NRy=]-1,1] x [-1,1]
und zum anderen das , Kreuz*
Xo=RiURy = ([-3,3] x [-1,1] ) U (]-1,1[ x ]-3,3[),

und wir erhalten die folgenden Skizzen:
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Die Rechtecke Ry und R, sowie das Quadrat X; sind konvex und damit
insbesondere zusammenhéngend; fiir das ,,Kreuz“ X, beobachtet man:
e Fiir die beiden Punkte z = (—3,0) € X, und y = (0,2) € X, verlduft
die Verbindungsstrecke nicht komplett in X5; damit ist X5 nicht konvex.
e X, ist zusammenhéingend, da es fiir je zwei Punkte z, y € X, eine
Kurve f : [a,b] — R? mit f(a) = x und f(b) = y gibt, die ganz in
Xy verlduft. Wir wéhlen etwa den Streckenzug, der x € X, iiber den
Ursprung (0,0) € X, mit y € X, verbindet.

b) Wir betrachten die folgende Skizze:
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Damit ergibt sich:
e Das Rechteck Ry = [—3,3] x [—1, 1] besitzt
— den Rand 0R; = ({-3,3} x [-1,1]) U ([-3,3] x {—1,1} ) sowie

— das Innere Bc;l =1]-3,3[ x]—1,1] und
— den Abschlufl Ry = [-3,3] x [-1,1] = Ry;
wegen Ry = Ry ist Ry abgeschlossen.
e Das Rechteck Ry = |—1,1[ x |—3, 3| besitzt
— den Rand 0R, = ({—1,1} x [-3,3]) U ([-1,1] x {-3,3}) sowie



— das Innere ]%2 =]-1,1[ x |-3,3[ = Re und
— den Abschlufl Ry = [-1,1] x [-3,3];
wegen Ry = }%2 ist Ro offen.
e Das Quadrat X; = [—1,1] x |—1, 1] besitzt
— den Rand 90X, = ({-1,1} x [-1,1] ) U ([-1,1] x {~1,1}) sowie
— das Innere )21 =]-1,1[ x |—1,1] und
— den Abschlufl X; = [-1,1] x [-1,1].
Wegen )5' 1# X und X # X ist X; weder offen noch abgeschlossen.
e Das ,Kreuz“ X, = ([-3,3] x [-1,1] ) U (]—1,1[ x ]—3,3[) besitzt
— den Rand

0Xs = ({-3,3} x [-1,1]) U ({-1,1} x ([-3,-1] U [1,3]))U
U([-1,1] x {=3,3}) U (([-3,-1]U[1,3]) x {~1,1})
— das Innere )22 = (]-3,3[x]-1,1[) U (]-1,1[ x |-3,3[) und
— den AbschluB X, = ([-3,3] x [-1,1] ) U ([-1,1] x [-3,3]).
Wegen )22 £ X, und Xy # X, ist X, weder offen noch abgeschlossen.

42. a) Als innerer Punkt von X kommt nur ein Element von X, also ein Stamm-
bruch % fiir ein n € N in Frage; fiir jedes r > 0 enthélt aber das Intervall

K (3) =l —rma+rl
auch irrationale Zahlen, und damit ist KT(%) ¢ X. Folglich besitzt X keine
inneren Punkte, es ist also X = 0.

b) Zunédchst kommt kein Element von X als duflerer Punkt von X in Frage.
Ferner gibt es zu jedem r > 0 nach dem archimedischen Axiom ein n € N
mit £ < 7, so daB sich £ € X N K,(0) und damit X N K,(0) # 0 ergibt;
folglich ist auch 0 kein duflerer Punkt von X.

Wir zeigen nun, dafl jeder Punkt a € R, der nicht in X U {0} liegt, ein
auferer Punkt der Menge X ist:

e Fiir a < 0 wéhle man r = —a > 0, und es ist
K,.(a)=]a—1; a+r]=]2a;0]

und damit X N K,.(a) = 0.
e Fiir a > 1 wahle man r =a — 1 > 0, und es ist

K,.(a)=la—1; a+r[=]1;2a —1]

und damit X N K,(a) = 0.



e Fiir 0 <a < 1mita¢ X gibt es ein n € N mit =5 < a < 5. Man
betrachte die Abstande d; = a— n+r1 und dy = %—a von a zu den beiden

benachbarten Stammbriichen n+r1 und % und wéhle r = min{d;, ds} > 0;
damit gilt X N K,.(a) = () nach Wahl von r.

Insgesamt gilt also X = X U {0} mit X = ) und X = 0X.

43. Bei der zu betrachtenden Menge

1
X:{(a:, sin—) |x€R+} C R?
x

handelt es sich um den Graphen der Funktion
+ 1
f:RT =R, f(x)=sin—;
x
dabei gilt

1 1 1
f(x) =0 < sin— =0 <= — =km, also v =-— firein k€N.
x >0 km

ol =

Sei a = (0,0) € R% Fiir jedes r > 0 betrachten wir die offene Kreisscheibe K, (a)
um den Mittelpunkt a mit dem Radius r:

e Esista € K,(a), und wegen X C R* xR ist a ¢ X. Folglich gilt K, (a) € X.
e Wegen klim == = 0 gibt es ein kg € N mit 29 = ko%r < r, also (z0,0) € K,(a),
—00

und wegen xy € RT mit f(xg) = sinx—l0 = sin (kom) = 0 ist (z0,0) € X.
Folglich ist K,.(a) N X # 0.

Damit ist a ein Randpunkt von X.

44. a) Die fiir den Parameter a > 0 gegebene Kurve

fo:R—=R? fu(t) = (e“t cost, e™ sint) =e™ . (cost,sint),



ist stetig differenzierbar, und fiir alle t € R gilt

i) = (ae™cost—e™sint, aesint + e cost)

= e".(a cost —sint, a sint + cost);

[ S

=w(t)

dabei ergibt sich fiir die Langen von f,(¢) und f/(¢) zum einen

|l fa(t)]| = eV cos?t + sin®t = e

und zum anderen wegen
lv®)]* = (acost—sint)? + (a sint + cost)?
= (a2 cos’t — 2a costsint + sin® t) +
+ (a2 sin?t + 2asint cost + cos? t)
= a®(cos®t +sin®t) + (sin’¢ + cos’ t)
a’+1,
also |[v(t)|| = Va® + 1, dann
IF20)] = et VaE T T

Fiir t € R besitzt

e die Tangente an die Kurve f, im Kurvenpunkt f,(¢) den Tangentialvek-
tor f!(t) als Richtungsvektor und

e die Ursprungsgerade durch den Kurvenpunkt f,(¢) den Richtungsvektor
fa(t) selbst;

fiir den Schnittwinkel «(t) ergibt sich demnach
fa(t) © fa(t)

cosa(t) =
/a1 fa ()l
mit
fi(t)o fu(t) = € (acost—sint, asint + cost) o e (cost, sint)
= (eat)z ((a cost —sint) - cost + (a sint + cost) - sint)
- (eat)2 ((a cos®t — sint cost) + (a sin®¢ + cost sint))
= (e‘“t)2 a (cos*t +sin’t)
— a (eat)2 :
also )
fa®)o falt) _  a(e”) a

cosa(t) = = = .
O = MO IR0~ e@s e~ Vai

Folglich ist cos a(t) und damit auch der Schnittwinkel o = «(t) selbst un-

abhéngig von t; fiir diesen gilt ferner

a 2 a? 1
sinfa=1—-cos’a=1— [ —— =1 = 7
a?+1 a2+1 a?>+1




wegen « € [0; 7] also
1 Cos &
sihoy = —— und damit cota = —
a?+1 sin «v

b) Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse erhdlt man fiir die Bildmenge K, der
Kurve f, fiir den Parameterwert a = % die folgende Skizze:

= a.

c) GeméB a) ist die f, auf dem Intervall [T;0] mit 7" < 0 rektifizierbar, und
fiir ihre Bogenlénge gilt

0 0 0
La(T)z/ ||f;(t)||dt:/ e“t\/a2—|—1dt:\/a2+1-/ e df —
T T
at10

T

= \/al2_’_1 . |:e_:| — 1‘/0,2—’—1 . (ea‘O_ewT) — %m (1_€a.T);
T

a a

damit ergibt sich wegen a > 0 fiir den Grenzwert

1 1
TLHE)OL“(T) Tg@wa a?+1-(1—¢ : ) Va + 1.
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