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29. a) Die gegebene Potenzreihe Z n
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besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius o = & =
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b) Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist die Funktion

fl2A R, f) =3

n=0

auf dem offenen Konvergenzintervall D = |—2; 2] stetig und damit insbeson-
dere integrierbar, wobei sich eine Potenzreihendarstellung der Stammfunk-
tion F' mit F'(0) = 0 durch gliedweises Integrieren ergibt; fiir alle z € |—2;2]
gilt demnach

“n4+1 ! = gt = /x\" x 21

n=0 n=0 n=0 2
dabei geht die Summenformel fiir die wegen |§’ = % < 1 konvergenten

oo x n
trischen Reihe Y- ()" ein.
geometrischen Reihe ; 5) e
c) Fir alle z € |—2; 2] gilt gemiB b)
2z
F(z) =
(@) = 5—
und damit
(2-2)-2-22-(-1) 4-2z+2z 4

f(x) = F'(x) = (2—2)2 - (2 — x)2 _(2_33)2‘



30. Zu betrachten ist die Potenzreihe
o (zx)n B 2n n o0

mit dem Entwicklungspunkt a = 0 und den Koeffizienten ¢,, = % fiir alle n € N.
Wegen
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besitzt die Potenzreihe den Konvergenzradius ¢ = © = 3; damlt ist diese fiir alle

2 € R mit |z| < § konvergent sowie fiir alle z € R mit |a; 1| > 1 divergent; damit
sind noch die verbleibenden Punkte z € R mit |z| = 1 gesondert zu untersuchen:
fiir x = % ist

o0

= (22)" (2 % 1
> I
n=1 n=1

als harmonische Reihe divergent, und fiir x = —5 ist

als alternierende harmonische Reihe konvergent. Damit ist der Konvergenzbereich
der gegebenen Potenzreihe genau das halboffene Intervall [—%; % [, wodurch die
Funktion

PR J@ =Y T

definiert wird. Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen ist f zumindest auf dem

offenen Intervall } 33 [ differenzierbar, und fiir alle x € }—5, 3 [ gilt
f’(m):Z—nx 22” n—l ZQ"“:E”:ZQ(Qx)n,
n=1 n=0 n=0

so daB sich wegen [2z] = 2|z| < 2- 3 = 1 unter Verwendung der Summenformel
fiir geometrische Reihen
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Z; Qo) =15 = T

ergibt. Damit gibt es eine Konstante ¢ € R, so daf3

f(z)=—In|l =2z +¢ F —In(1—-2z)+c¢

fiir alle x € ]—%; %[ gilt, wobei sich speziell fiir den Entwicklungspunkt a = 0

wegen
=2
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und —In(1-2-0)=0



31.

dann ¢ = 0 ergibt. Folglich ist
fl@)=—In(1-22) firalle z€]-3;1[;

da die Funktion f im Konvergenzpunkt a — ¢ = —% der gegebenen Potenzreihe
nach dem abelschen Grenzwertsatz zumindest stetig ist, folgt mit der Stetigkeit
des Logarithmus auch

f(—%):mlirr} f(@)= lim (-In(1-22))=-In(1-2-(-3)) =—-In2,

—+—5+ x—)—%—i—
also

flz)=—=In(1-2x) fir alle z € [—3;1].
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a) Fiir x € R sei a, = (—1)""' = 2" fiir alle n € N; wegen
n

an| = T =4 — — =z
n \/_ \/ﬁ n—>oo l
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t di RhE:n_Ej—N—l—?” h dem Wurzelkriterium fiir all
lS 1€ elne a Z 1( ) nZE nac e1m urzelkriteriuim rur alle

r € R mit |m| < 1 konvergent sowie fiir alle z € R mit |z| > 1 diver-
gent. Des weiteren ist fiir die verbleibenden = € {—1,1} die Potenzreihe

o 1 > 1)1

E (—1)" =g = E = als alternierende harmonische Reihe kon-
n n
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vergent.

b) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion

F:[0;1[ >R, F(x)= /zln (£ +1) dt,

0

differenzierbar mit F’(z) = In (2% + 1) fiir alle z € [0;1[. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus

n(z+1) i

n=1
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fir alle z € |—1; 1] ergibt sich damit insbesondere fiir alle = € [0; 1]
Fliz)=In(2*+1) = i ﬂxzn
n=1 n .

Nach dem Hauptsatz iiber Potenzreihen darf die sogar auf |—1; 1] konver-
gente Potenzreihe , gliedweise“ integriert werden, so dafl wir

o0 (_1)n71 l.2n+1
- ; n o+ 1 te




fiir alle x € [0; 1] erhalten; dabei ergibt sich wegen

. D1 ) p 1 e (_1)n—1 02n+1
p— 1 pr— . p—
(0) /On(t +1)dt=0 wn > — 53— =0

n=1

fiir die noch bestimmende Integrationskonstante ¢ = 0. Demnach gilt
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fiir alle x € [0;1[.

32. Unter Verwendung der Exponentialreihe ergibt sich

x? 2 . ('x2)n N 1 2n
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n=0 n=0
— 1
fiir alle z € R; damit konvergiert die Potenzreihe Z —'xQ” fiir alle z € R und
n!

n=0
besitzt daher den Konvergenzradius o = oo. Insbesondere darf sie auf dem abge-

schlossenen Teilintervall [0; 1] ihres Konvergenzbereichs R | gliedweise“ integriert
werden, und wir erhalten
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Die Folge (an),cy, der reellen Zahlen a,, = @) fir alle n € Ny leistet

demnach das Gewiinschte.



