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25. a) Bei der gegebenen Potenzreihe
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fiir alle n € Ny um die geometrische Reihe

> xz
dg" mit  g= 3
n=0

diese konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 gilt, wegen
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handelt es sich wegen
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g <1 = |=| <1 < %<1 —= 1’ <3 = |z|<V3

also genau fiir x € ]_\/§; \/3[

b) GeméB der Summenformel fiir geometrische Reihen gilt
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l—gq

n=0

also
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n=0 3

damit wird die rationale Funktion
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durch die Potenzreihe auf ihrem Konvergenzbereich dargestellt.



26. Zu betrachten ist die Potenzreihe ch 2" mit dem Entwicklungspunkt 0 und

n=1
den Koeffizienten ¢, = ﬂ fiir alle n € N. Wegen
N4
Cnp1|  |In(n4+1) o | In(n+1) /n
& | | vn+1 In(n)|  In(n) n+1
mit
1 1 In(t+1) 1 =l t 1
lim n(n+>—lim n(—i_)L:Hlim#:hm—— =1
n—00 ln(n) t—o0 ]n(t) Eetooo twoot+1 toool 4 T
und
1 1
lim = lim /—— = lim . = f—— =1,
n—oo y/m + 1 n—00 n+1 n—r00 1+ pos /- stetig 14+0
insgesamt also
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(1) 4 2" den Konvergenzradius o = = = 1. Damit ist

besitzt die Potenzreihe Z
\/_
diese fiir alle v € R mlt |x| < 1 absolut konvergent sowie fiir alle x € R mit

|z| > 1 divergent, weswegen noch der Fall |z| = 1 gesondert zu behandeln ist

e Im Falle x = 1 ist die Reihe Z ¢, zu betrachten; wegen

n=1
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n(n) > — fir alle n>3
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—— als divergente Minorante und
Z \/_

besitzt die Reihe Z
n=3 \/ﬁ n=
ist damit nach dem Minorantenkriterium selbst divergent, weswegen auch

die Reihe Z dlverglert
\/_
e Im Falle x = —1 ist die Reihe ch(—l)” zu betrachten; wir verwenden
n=1

hierfiir die Hilfsfunktion
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Wegen
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ist (¢ )nen eine Nullfolge, und wegen
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ist (¢, )n>s monoton fallend; damit ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkri-
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n(n) (—1)" konvergent,
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vn

terium die alternierende Reihe Z(—l)” Cn = Z

n==8 n==8
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weswegen auch die Reihe E
n=1
o0

1
n(n) z" genau fir x € [—1;1].
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Damit konvergiert die gegebene Potenzreihe Z

n=1

27. Zu betrachten ist die Potenzreihe

Z e (z+1)"
n=0

—1 und den Koeffizienten c¢,, fiir die nach

mit dem Entwicklungspunkt a
Voraussetzung

1
1 <ley| <27 fiir alle n € Ny
gilt.
a) Firallez € Rmit -3 <2 < -1 gilt —3 <2+ 1< 3, also [z + 1| < 3,
weshalb
g=2-lz+1 <1
ist; wegen
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— V-4l < Y1 =2 e 41 =g
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fiir alle n € N ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent.

b) Fiir alle z € R mit |z + 1| > 1 ergibt sich
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fiir alle n € N, so daf die Folge (c, (z +1)"), oy, der Reihenglieder keine

Nullfolge ist und demnach die Reihe divergiert.



Damit ist die gegebene Potenzreihe

e gemif a) fiir alle z € R mit |z + 1| < § konvergent, so da$ fiir den Konver-
genzradius o > % gilt, sowie

e gemifl b) fur alle € R mit |z + 1| > 1 divergent, so dafl fiir den Konver-
genzradius o < 1 gilt;

folglich 148t sich iiber den Konvergenzradius p € [%7 1] aussagen.

28. a) Die Funktion
i l000[ 5 R, fx) =g,

ist beliebig oft differenzierbar, und fiir alle z € R* gilt
flla)y=—=a"", [(a)=(-1)-2a7% [f"(x)=(-1) (-2) 27",

fB@) = (=1)-(=2) - (=3)-2~* usw.
weswegen die Vermutung
FO(2) = (<) (n— 1)t -2

fiir alle n € N naheliegt; wir weisen dies mit vollstdndiger Induktion nach:
Sno= 1%

flla)y===a"t=(-1)%-0 -2,
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Wegen

f2)=mm2 und  f™(2) = D" =D e n €N

ergibt sich fiir die Taylorreihe von f mit dem Entwicklungspunkt a = 2

. fn) . fn)
1) =3 D om0 B gy =

n

—In2+ i (=) @ — V! (r—2)"=In2+ i (;)Zl (z —2)"

fiir alle x € ]0; o0.



b) Bei der in a) bestimmten Taylorreihe T (x) handelt es sich um eine Potenz-
reihe um den Entwicklungspunkt a = 2 mit den Koeffizienten

(-1

co=1n2 und ¢, = ——— fiir alle n € N.
2n . n
Wegen
Cntl| _ (-)"-2"n __n 1 — 1:0
Cn 27l (n+1) - (=11 2(n+1) 201+ %) n—oo 2

ergibt sich fiir den Konvergenzradius o = % = 2; damit ist die Potenzreihe
konvergent fiir alle x € R mit |z — 2| < 2, also fiir alle x € ]0;4[, und
divergent fiir alle x € R mit |z — 2| > 2, also fiir alle z € |—o00;0[ U ]4; 0.
Fiir x = 0 ist
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S e = G = =Y

n=1 n=1 n=1

als (negative) harmonische Reihe divergent, und fiir x = 4 ist
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als alternierende harmonische Reihe konvergent. Insgesamt konvergiert also
die Taylorreihe Tt (z) genau fiir alle z € ]0;4].



