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21. Die Funktion f: R — R, f(z) = cos (z + ), ist als Verkettung des Cosinus und
einer linearen Funktion beliebig oft differenzierbar; mit der Kettenregel erhélt
man

o fllx)=—sin(z+Z2)-1=—sin(z+3),
o f"(z)=—cos(z+7%)-1=—cos(z+7%) und
o ["(z)=—(—sin(z+7%)) - 1=sin(z+7)

fiir alle z € R. Wegen

s 1 T 1 T 1
0)=cos—=—, [f(0)=-sin—=—— und f"(0)=—cos—=———
fO)=cos = fO)=—sinf =~ md [0) -
ergibt sich fiir das zweite Taylorpolynom 75 von f zum Entwicklungspunkt a = 0
dann

f"(0) o 1 z x?

b a— -
2 V2 V2 2V2
fir alle x € R. Nach der Taylorformel gilt nun f(z) = Ta(x) + R3(x) fiir alle

x € R, insbesondere also f(1) = T5(1)+ R3(1), wobei es geméf} der Lagrangeschen
Darstellung des Restgliedes ein £ zwischen a = 0 und z = 1 mit

Ty(z) = f(0) + f(0) = +

Ro() = & o= Ly = Lain (64 7)

gibt; damit ergibt sich aber

|~

cos (14 3) = Ta(1)| = 1£(1) = ()] = | Re(1)] =

22. Die Funktion f : R — R, f(z) = (2—=x) sin, ist als Produkt einer linearen Funk-
tion und des Sinus beliebig oft differenzierbar, und mit Hilfe der Produktregel
ergibt sich

f'(x)=(-1)-sinz+(2—z)-cosz = —sinz + (2 — x) cosx
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und

f'(@) = —cosz+ ((—1) - cosz + (2 — ) - (—sinz)) = -2 cosx — (2 — ) sina
sowie

F"(z) = —2(—sinz) — (1) -sinz + (2 — ) - cosz) = 3 sinz — (2 — ) cosz
und

fO@)=3cosx—((=1)-cosz+ (2—z)- (—sinz)) =4 cosz + (2 — ) sinz
fiir alle 2 € R. Damit ist

fo)y=0,  f(O)=2  f0)=-2 und [f"(0)=-2

und man erhélt fiir das dritte Taylorpolynom 73 von f zum Entwicklungspunkt
a=0

1
22 =2r — 22— =28
3

1"(0) f"(0)
R

fiir alle x € R. Nach der Taylorformel gilt f(z) = T3(z) + Ry(x) fiir alle xz € R,
wobei es zu jedem x € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt ¢ = 0 und =

T3(x) = f(0) + f/(0) 2 +

4)
mit Ry(x) = / 44'(6) ot gibt; dabei gilt
FE)] = 4 cos + (2 - €) siné] < 4 [cosg] +2— €] - [sing] <
<1 <1
SA+2-¢ <4+ 2+ =6+ [f] <6+
R
und damit
o) o) 6
) = T = |l = [F | = O o < S e

Die Funktion f : R — R, f(z) = €” sinz, ist als Produkt der Exponentialfunktion
und des Sinus beliebig oft differenzierbar; mit Hilfe der Produktregel erhélt man

e f'(x) =¢e" sinx + €” cosx = e” (sinx + cosx),

o ['(x)= (sinx + cosx) + e* (cosx —sinz) = 2€e” cosz,
) f’”(x) e* cosx +2e” (—sinx) = 2¢€” (cosx — sinz),
f@(z) =2¢" (cosx —sinx) + 2€® (—sinz — cosr) = —4 e sinz und

(
O

35)2—46 sinx —4e* cosx = —4e” (sinz + cos x)
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fiir alle z € R. Wegen

fO)=0,  fO)=1,  f(0)=2 f"0)=2 und fD0)=0

ergibt sich fiir das vierte Taylorpolynom T von f zum Entwicklungspunkt a = 0
dann
fO0) 4 2’

Ty(z) = f(0) + f/(0) x + f”2(0) x* + f’;('O) z® + TR x® + 3

fiir alle z € R. Nach der Taylorformel gilt nun f(x) = Ty(x) + Rs(x) fiir alle
x € R, wobei es gemifl der Lagrangeschen Darstellung des Restgliedes zu jedem

x € R ein &, zwischen a = 0 und x mit R5(x) = % 2° gibt. Fiir x # 0 erhilt
man damit

f(x) = Tu(z) _ Rs(z) _ (f“’)(fx) x5) 1l _ =

R R G Y-S
x4 xt 120 x4 120 FP&);

beim Grenziibergang = — 0 ergibt sich auch &, — 0, woraus wegen der Stetigkeit
der fiinften Ableitung f©® dann f©®(¢,) — f©®)(0) = —4 folgt. Insgesamt erhiilt
man also

f@) = Tu(@) T ) () —
lig 28— —;g%(@ fiix))—o (~1) = 0.
—0

Wir kénnen also p = T wihlen. Des weiteren gilt

ot

G (g, . x
|f(z) — Ty(x)| = |Rs()| = ‘f 5('§ )x5 = ‘—4651 (sin&, +C08§m)| ’ |12|0 <
5 5 1 l)5 \/E
< 4e& | |sing, )R e BE seb. &) _ e
Sde | [sings| + |cos&l | - o e DU S T T
<1 <1 - -

fiir alle x € [—%, %} ; dabei geht ein, dafl die Exponentialfunktion monoton wéchst.

a) Die Funktion f : R — R, f(x) = cos(sin z) ist als Hintereinanderausfithrung
von Cosinus und Sinus beliebig oft differenzierbar, und unter Verwendung
der Kettenregel sowie (fiir die hoheren Ableitungen) der Produktregel ergibt
sich

f'(z) = —sin(sinz) - cos x
und
f"(z) = — cos(sinx) - cos® x + sin(sinx) - sinz

sowie (fiir die bei b) bendtigte Restglieddarstellung)

3

" (z) = sin(sinz) - cos® x — cos(sinx) - 2 cosz (—sin )+

+ cos(sinx) - cosz - sinx + sin(sin x) - cos



fiir alle x € R. Damit ist
f(0) =1, f(0)=0 und  f(0) = -1,

und man erhélt fiir das zweite Taylorpolynom T, von f zum Entwicklungs-
punkt a = 0 dann

f"0) 1,
:1——
5 7 2"

Ty(x) = f(0) + f(0) = +

fiir alle z € R.

b) Nach der Taylorformel gilt f(x) = Ty(z) + Rs(x) fir alle x € R, wobei
es zu jedem z € R ein £ zwischen dem Entwicklungspunkt 0 und z mit

"
Rs(z) = f3—('§) 2% gibt; dabei gilt
£ (€)] = | sin(sin €) - cos® € + 2 cos(sin ) - cos € - sin &+
+ cos(sin &) - cos§ - sin & + sin(sin€) - cos | <
< |sin(sin€)| - |cos €[> +2 | cos(sin &) - | cos €] - | sin €| +
—_———— N — ——— - N —
<1 <1 <1 <1 <1
+ | cos(sin&)| - | cos&| - |siné| + |sin(siné)| - | cos ] <
——— — . e N——e N —
<1 <1 <1 <1 <1
<1-1°42-1-1-141-1-1+1-1=1+24+1+1=5.

Speziell fiir die Stelle z = % ergibt sich

1 1 /1\? 1 7
1 2(2) 2(2) sV




