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17. a) Die Funktion

1 1 1 1
RT - R = — — =x 2 — 2
ist differenzierbar mit
1 3 1 3 1 1 1
"2)=—=-2"2—(—2)-(x+a)2== — <0

fiir alle z > 0; folglich ist f streng monoton fallend. Fiir das Verhalten von
f am Rande des Definitionsbereichs ergibt sich

f(x)zi—#ﬁoo und f(x)zi— ! — 0.
NG Vi rra e
—00 _’ﬁ —0 —0
b) Esist
1 1
F:R* SR, F(x):ﬁ—wzﬂﬁ—m)
2 2

eine Stammfunktion von f.
1
c) Wir untersuchen zunéchst die beiden uneigentlichen Integrale / f(z) dz und
0

/ f(z) dz jeweils auf Konvergenz:
1

o Firalle 0 < a <1 gilt

/f(;z:)dx:F(l)—F(a):F(l)—Z(\\/;—\/oz—Jra) —

a—0+
—v0 —1/0+a

— F(1) =2 (0 — va) = F(1) + 2V/a;

1

damit konvergiert das uneigentliche Integral 2. Art / f(x) dz, und sein
0

Wert ist /}(x) dz = F(1) + 2V/a.
0



e Fiir alle 1 < f gilt

[ rwyas = F5) - Py =2 (VB - VB a) - Fl1) =

_g. . B=Bta) oy 2a _F.
=2 Bivire (W Frvare TW o —F:

damit konvergiert das uneigentliche Integral 1. Art / f(z) dx, und sein
1
Wert ist / f(x)de = —=F(1).
1

Folglich konvergiert das zu untersuchende uneigentliche Integral / f(z)dz,
0
und fiir seinen Wert gilt

/Ooof(x) dr = /Of(x) dm—{—/loof(x) de = (F(1) + 2v/a) — F(1) = 2V/a.

18. Wir bestimmen das Konvergenzverhalten der gegebenen Reihen

i 1 und i Inn

nlnn n+/n
n=2 n=2 \/_

mit Hilfe des Integralvergleichskriteriums und betrachten dazu die beiden Funk-
tionen

fiZool 5 R, fla) = —

rlnz’
und |
g:[2;00] = R, g(m):ﬂ:x_%lnx
T/

o Firalle2 <z <xyist 0 <In2 <Inz; <Inzy und damit

1 1
O0<ziInzy <y Inze

1 Inxy T z9 Inxs = f(@2),

sowie f(x1) =

weswegen f monoton fallend ist; ferner gilt f(z) > 0 fiir alle z > 2. Wegen

b b1
/f(x)dx:/ *dy = [In|Inz|]} =In|Inb| —In(In2) — oo;
9 o Inx ——

b—o0
—00

ist das uneigentliche Integral / f(z) dz nicht konvergent, so dafl auch die
2

oo o0 1
Reihe Z f(n), also Z o divergiert.
nlnn
n=2 n=2



19.

a)

Die Funktion g ist als Produkt einer Potenzfunktion und des Logarithmus
differenzierbar, und es gilt

3 1 3
g’(:c):—§x g~ln:17—|—:v’%~;: (1—§lnx) sz

[Slfey

<0

fiir alle x > 2, weswegen g monoton fallend ist; ferner gilt g(z) > 0 fiir
alle x > 2. Mit Hilfe der in der Vorlesung (durch partielle Integration)
ermittelten Stammfunktion

zr 2(2+1Inx)

CESIE (r+1)Inz—1) r::_% T,

G:[2,0[ =R, G(z)=

erhalt man

/29(a:)dx: [—2<2+—\/;@]2:—2<L\/51111))+ﬂ(2+ln2);

nach der Regel von de I’'Hospital gilt

2(2+1 2.1 4 4
lim 20 2 i Y0 i L
b—o0 \/l_) b—o0 BN b—oo b b—ro0 \/E
und damit

/oog(x) dx = blirn bg(a:) dr =+2(2+mn2).

—>C>02
o0

Folglich ist das uneigentliche Integral / g(x) dz konvergent, so dal auch
2

= = Inn
die Reihe g(n), also ——, konvergiert.

Die gegebene Funktion

fi]loo[ =R, f(z)= xlilx = (x-ln:r;)_l,

ist als Komposition einer Potenzfunktion und dem Produkt einer linearen
Funktion und des natiirlichen Logarithmus differenzierbar, und fiir alle z > 1
gilt

F@) = (=1)(z-lna) 2 (1 lng e 1)

T
1
——— >In1=0
<0
>1>0

damit ist die Funktion f auf dem Intervall |1, co[ streng monoton fallend.



20.

b) Esist In:]1,00[ = R stetig differenzierbar mit In'z = 1 fiir alle 2 > 1, und

gemif der Substitutionsregel (x) ergibt sich damit

2 2

2
€ c 1 € 1 1
/ef(:c)dac = /exlnxdx_/e (mz)d.ﬁ
e2 1 In €2 1
= /—-ln'a:dx :/ —du
. Inx *) Jipe U

2
1

= /—du:[1n|u|ﬁ:1n2—ln1:1n2.
LU

a) Die gegebene Funktion

fn:]0,00] = R, fo(z)=n?z-e ",

ist (als Produkt und Verkettung linearer Funktionen und der Exponential-
funktion) stetig und differenzierbar mit

fi(@)=n*e™+n*z- (e (-n)) =n’e ™ (1 —nx)

fir alle z € [0, co[. Wegen

fiir alle x € [O; %[ ist f auf [0; %] streng monoton wachsend, und wegen

filx)=p?e™-(1-nz)<0
>0 =5

fiir alle x € H, oo[ ist f auf [%, oo[ streng monoton fallend; insbesondere
besitzt also f in a = % ein globales Maximum mit

1 n
fla)=n* - e =n-e =,
n e
Da ferner
2 —nx
- ) ) >
) =2 220
>0 >0 >0

fir alle = € [0, oo gilt, ergibt sich zundchst W,, C [0; %}, zum Nachweis von
L2 sely € [0; %], und wegen

fn(0>20§y§ :fn(a>

o3

gibt es fiir die stetige Funktion f,, nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [0; a]
mit f,,(§) =y, es ist also y € W,, und folglich insgesamt W,, = [O‘ ”}

Te



b) Mit Hilfe partieller Integration ergibt sich

/fn(:v)dx:/n z-e " =y — [ n? . dx =

-~ =~ - _n
u(z)  v'(z)  u(x) \(/;/ u!(z) \(7

=-—nzre "+ n/e‘”x dr =—nzxe "™ +n e_’: +C =
=-nrxe™—e™4+C=—(nx+1)e™+C,
so dafl etwa
F,: 10,00 >R, F,(zr)=—(nx+1)e ",
eine Stammfunktion von f, ist.

c) Fir jedes x > 0 gilt zunéchst

nr — o0 und damit et — 0.

n—oo n—o0
Wir fassen die zu betrachtenden Folgengrenzwerte (also fiir n € N) als Funk-
tionengrenzwerte (sogar fiir n € RT) auf und erhalten mit Hilfe der Regel
von de I’'Hospital zum einen

. . _ . n"~r vH
lim f,(2) = lim n*z-e ™ = lim =
n—00 n—00 n—oo e’ ,,%“
. 2nx vH .. 2z
= lim lim =

und zum anderen




