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Ubungen zur Vorlesung
,Differential- und Integralrechnung I*
— Losungsvorschlag —

Fiir a € R betrachten wir die Funktion

[ RY - R, f(x)=2"
GeméB der Definition der allgemeinen Potenz erhalten wir

f(z) =2 =exp(a-Inz) ="
fiir alle z € R*. Die Logarithmusfunktion
fi:RY =R, f(z)=a-Inx

und die Exponentialfunktion

fo:RT =R, f(z)=¢"
sind stetig und damit auch die Komposition

f=fiofi:RT =R, f(z)= S

Die Funktionen exp : R™ — R und In : Rt — R sind stetig und streng
monoton wachsend; wir treffen nun hinsichtlich a € R folgende Fallunter-
scheidung;:

e Seia > 0. Fiir alle 71, 5 € RT mit x; < x, gilt:

1 <Ty — Inzy<lnzry — a-lnzy<a-lnzy, =
= e < e = f(11) < f(22);

damit ist f streng monoton wachsend.
e Seia < 0. Fiir alle 2, x5 € RT mit x; < x4 gilt:

r1<Ty = Inzy <lnzry = a-lnzy >a-lnzy =
— e¥T s prnT2 () > f(2);

damit ist f streng monoton fallend.



b) Zunichst ist die allgemeine Exponentialfunktion
exp, : R = R, exp,(z) =a® = exp(z Ina),

als Verkniipfung der (stetigen) Exponentialfunktion exp : R — R und der
(ebenfalls stetigen) linearen Funktion g : R — R, g(x) = z Ina, selbst stetig.
Wir treffen nun die folgende Fallunterscheidung:

e Fall 1: ¢ > 1, also Ina > 0. Fiir alle x1, 2o € R mit x; < x5 gilt dann
z1 Ina < 29 Ina sowie
exp,(z1) = exp(z; Ina) < exp(zs Ina) = exp,(22);
damit ist exp, streng monoton wachsend. Wegen
exp,(z) = exp(x Ina) >0
fiir alle x € R gilt Weyp, € RT; fiir ,0“ sei nun y € RT. Wegen

ZEIPOO exp,(z) = xEIPoo exp (g Ing) =0
——00

gibt es ein b < 0 mit exp,(b) < y, und wegen

mh_}rgo exp,(z) = mh_)rgo exp (g Ing) = oo
—00

gibt es ein ¢ > 0 mit exp,(c) > y, so dafl nach dem Zwischenwertsatz
ein £ € [b; ¢] mit exp,(§) = y existiert; folglich ist Wey,, = RT.
e Fall 2: a =1, also Ina = 0. Wegen

expy(z) = exp(z Inl) = exp(x - 0) = exp(0) =1

fiir alle z € R ist exp,; eine konstante Funktion, insbesondere also sowohl
monoton wachsend als auch monoton fallend; ferner ist Wey,, = {1}.

e Fall 3: ¢« < 1, also Ina < 0. Fiir alle 1, x5 € R mit x; < x5 gilt dann
1 Ina > z9 Ina sowie

exp,(x1) = exp(x; Ina) > exp(z2 Ina) = exp,(x2);
damit ist exp, streng monoton fallend. Wegen
exp,(x) = exp(z Ina) >0
fiir alle x € R gilt Weyp,, € RT; fiir ,0“ sei nun y € RT. Wegen

xEIPoo exp,(x) = IEIPOO exp (g Ing) = o0
—00

gibt es ein b < 0 mit exp,(b) > y, und wegen

wh_)rrolo exp,(z) = xh_)r{.lo exp (¢ Ing) =0
——00

gibt es ein ¢ > 0 mit exp,(c) < y, so dafl nach dem Zwischenwertsatz

ein £ € [b; ¢] mit exp,(§) = y existiert; folglich ist Wey,, = R,



50. Fiir a, b € |0, 1] ist die Gleichung

51.

(%) a*+b* =1
zu betrachten; fiir alle z € 0, oo gilt
A =1 &= a®+ b —1=0,
so dafl die Losungen der Gleichung (x) mit den Nullstellen der Funktion
f:]0,00[ =R, f(x)=a"4+0b"—1,

ubereinstimmen.

Wegen a, b € 10, 1] fallen die Exponentialfunktionen = + a* und x — b" streng
monoton; damit ist auch f streng monoton fallend, besitzt also insbesondere
hochstens eine Nullstelle.

Ferner ist f als Summe zweier Exponentialfunktionen und einer konstanten Funk-
tion stetig, und wegen 0 < a <1 und 0 < b < 1 gilt
flz)= a® + b° -1 vd 1
—ad=1 —p9=1
und
fo) =@+~ o2

—0 —0
damit gibt es ein a < 1 mit f(«) > 0 und ein § > 1 mit f(f) < 0, so daB f nach
dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle in |, 5[ C |0, 0o besitzt.

Damit hat f genau eine Nullstelle, so dafl die Gleichung (x) eine eindeutig be-
stimmte Losung in |0, co| besitzt.

a) Fir alle z € R gilt

sinh(—z) =1 (e7” — e 77)) =

sowie
cosh(—z) =1 (e +e ™) =1(e” +e*) =1 (" +e™) = coshu;

damit ist sinh eine ungerade sowie cosh eine gerade Funktion, d.h. Gy
ist punktsymmetrisch zum Ursprung bzw. G . ist achsensymmetrisch zur
y—Achse. Wegen

T

sithz =0 < e =¢" <— z2=—-2 << =0

besitzt sinh genau eine Nullstelle, ndmlich x = 0; fiir alle x € R gilt ferner
e* >0 und e > 0 und damit coshz = 3 (e” + e™*) > 0, insbesondere ist
demnach cosh ohne Nullstellen.



Zunéchst sind Exponentialfunktion exp : R — R, exp(z) = €%, sowie die
lineare Funktion f; : R — R, fi(z) = —=, stetig. Damit ist auch die Ver-
kniipfung fo = expof; : R = R, fo(z) = e %, sowie die Differenz bzw. Sum-
me f3 =exp—fo: R = R, f3(z) =e* —e® bzw. fy = exp+fo: R = R,
fa(x) = e® + ™7, stetig, woraus schlielich die Stetigkeit von sinh = % - f3
und cosh = % - fa folgt.

T

Wegen lim e* = co und lim e = (0 erhélt man

T—r00 T—r00

lim sinhz = lim 1 (e" —e™") =00
T—r00 T—00

sowie

lim coshz = lim 1 (e 4+ ¢™") = o0,
T—r00 T—00

xT

und wegen lim e® =0 und lim e * = oo erhilt man

lim sinhz = lim (e" —e™®) = —0

sowie
lim coshz = lim 3 (e”+e ") = oo.
T—r—00 T—r—00

Die Grenzwerte fiir x+ — —oo lassen sich natiirlich auch aus den entspre-
chenden Grenzwerten fiir x — oo unter Beriicksichtigung der Symmetrie-
eigenschaften herleiten.

b) Fiir alle z, y € R gilt

sinh x - coshy + cosh x - sinhy =
=l(e"—em) (evte ) +3(e"+e ™) t(e?—e V)=
eteV feteV —e el —e e V) +
(e"eV —e"e Ve eV —e e ) =

eteV —e e V) =1 (e — e ") =sinh(z + y)

NI = =

~—~

sowie

cosh x - coshy + sinh x - sinhy =
=l(e"+e ) (Ve V) +5(e"—e ") t(e¥—e )=
=1(e"eV+ete Ve eV fe e V) +
+i(e"e? —e"eV—e el e TeY) =

=1(e"e? +e e V) =1 (e"V 4 e (")) = cosh(z + y).
Damit ergibt sich fiir alle z € R

1 = cosh 0 = cosh(z + (—z)) = coshz - cosh(—z) + sinh z - sinh(—z) =

= coshz - coshx + sinhx - (—sinh2) = cosh® 2 — sinh® .



52.

c)

Wir zeigen zunédchst Wy, = R; sei dazu y € R. Wegen lim sinhx = oo

T—r00

gibt es ein b > 0 mit f(b) > y, und wegen lim sinhx = —oo gibt es ein

T—>r—00
a < 0 mit f(a) < y; wegen der Stetigkeit von sinh existiert also nach dem
Zwischenwertsatz ein £ € [a; b] mit sinh £ = y. Folglich gilt also W, = R.
Wir zeigen nun We,g, = [1; 00 durch den Nachweis von zwei Inklusionen:
,C“ Fir alle z € R gilt cosh?z = 1 +sinh?z > 1 und damit, da die
Funktion cosh nur positive Werte annimmt, bereits coshx > 1; folglich ist
Weosn € [1;00].
,2“ Fiiralley € [1; 00[ gilt cosh0 =1 < y, und wegen h_}m cosh z = oo gibt
es ein b > 0 mit cosh b > y; wegen der Stetigkeit von cogh Zoxistiert also nach
dem Zwischenwertsatz ein £ € [0;b6] mit f(§) = y. Folglich ist y € Weogn,
und es gilt auch Weoe, 2 [1; 00].

Seien x1, x5 € R mit z; < x5, also —xy < —x71; da die Exponentialfunk-

tion streng monoton wachsend ist, folgt damit e** < €™ und e ™2 < e™*1,

also —e ™™ < —e ™2 woraus sich e — e " < e — 72 und schliellich
1

sinhzy = §(e™ —e™) < 3 (e™ — e ™) = sinha, ergibt. Damit ist sinh

streng monoton wachsend. Fiir alle y € R gilt

sinhr =y <~ %(ex—e*w):y = e —e T =2y <
= 2y =e" = (*) 2y =1 —
= (") =2y + P =y +1 = (" -yl =1>+1 —

— e —y=tVy’+1 = "=yt Vy*+1

er>0
= " =y+Vy’+1 = x:1n<y+\/y2+1>.

Damit gilt
Arsinh : R — R, Arsinhz =1In (x + Va2 + 1) i

Seien 1, x9 € R(T mit x; < zo; wegen a) gilt 0 = sinh 0 < sinh z; < sinh z,
also sinh? z; < sinh? X9, Woraus sich

cosh? x; = 1 +sinh?z; < 1 + sinh® 25 = cosh? 2

und damit, da cosh nur positive Werte annimmt, schon coshx; < cosh x,
ergibt. Damit ist cosh |R3 streng monoton wachsend. Die Argumentation
von Aufgabe 43 c) zeigt, daf§ die Wertemenge der Einschrénkung mit der
Wertemenge Weogn = [1; 00 iibereinstimmt.

Fiir alle y > 1 gilt

coshz =y < L(e?+e )=y < " +e =2y <
= 2y =—% = () =2y’ = -1 =
= ()’ =2yt + i =y —1 <= ("—y)P =y —1

— e —y=2yy -1 <= " =y+y*—1,



1

wobei y++/y2 —1>y>1sowie0<y—/y? —1= ——
y+vyi—1

wegen x > 0 ist e > 1, und damit erhilt man

e =y+Vy*—1, also len(y—i—\/y?—l).

Damit gilt

< 1 gilt;

Arcosh : [1;00[ = R, Arcoshy =1In (a: +Va?— 1) )

c) Fiir die Graphen von sinh und cosh sowie von Arsinh und Arcosh ergibt
sich:

X

Gsinh

(7’{\1:\‘1“]1
- GAI‘cosh
4 -3 -2 3 4z
14+
—9l
—34




