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29. a) e Die Folge (a,)nen mit a,, = fiir alle n € N ist wegen

1
n+n

anp =

1 1
> = a,
n+yn = (n+1)+n+1 i

fiir alle n € N monoton fallend und wegen

1 1
<— — 0

0<a, =

eine Nullfolge; damit konvergiert die alternierende Reihe

- n e (=D
;(_1) an_;n—i—%

nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium.
1
e Die Folge (a,)pen mit a,, = —~= fiir alle n € N ist monoton fallend, und
n

fiir den Grenzwert gilt lim a,, = 0; damit konvergiert die alternierende
n—o0

Reihe - - 1)
p— —1)"
;(_1) n ; \3/5

nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium. Da aber die harmonische

.¢]
1
Reihe E — divergiert, ist damit auch die Reihe
n

n=1

B

n=1
divergent.
e Wegen lim V3 =1 ist die Folge (an)neny mit a, = (—1)"{75 fiir alle
n—oo

[e.9]

n € N keine Nullfolge; damit ist aber die Reihe Z(—l)" /3 divergent.

n=1



b) Die Folge (an)nen, mit a, = fiir alle n € Ny ist wegen

n?+1
1T 121
fiir alle n € Ny monoton fallend und wegen
1 1
0<a,= <—= — 0

n?+1 7~ n? nooo

eine Nullfolge; damit konvergiert die alternierende Reihe

oo o0 _1 n
BRI

nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium. Es bezeichne s ihre Summe
n

sowie s,, = Z(—l)kak die n—te Partialsumme. Da die Teilfolge (Som)men,

k=0
monoton fallend und die Teilfolge (S2,,41)men, monoton wachsend ist, gilt

Som+1 < 8 < Som und Soma1 < 8 < Soma2
fiir alle m € Npy; folglich liegt s stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Partialsummen s,, und s,,.1, und es ergibt sich

n+1

|5 = sn| < [Snt1 — sul = ‘(_1) an+1| = Qn+1

fiir alle n € Ny. Wegen

1 1 1
] < = = 1241>25 «—
Int1 = 95 (n+1)2+1 25 (n+ 1)+

= n+1)P>24 <= +1)2>25 <= n+1>5 < n>4

erhalten wir insgesamt

1
— 54| < a5 < —
|S 54‘ > as 257

so daf
1 1 1 1 56

= — — :1—— e — _— = —
S4 = Qg — a1+ ay —as + ay 2-1—5 10-1—17 35

von der Summe s um weniger als % abweicht.

n

30. Fir alle n € N bezeichne a,, = > 0.
’ (n+1)(n+2)
o Wegen
Uns1 (n+1) '(n—l—l)(n—i—Q)_ (n+1)°(n+2)
an (n+2)(n+3) n n(n+2)(n+3)
~ (n+1)? _n2+2n+1<n2+2n+n_n2+3n_1
“n(n+3)  n?+3n — n24+3n n2+3n

und damit a,1 < a, fir alle n € N ist die Folge (a;,)neny monoton fallend.



31.

e Wegen

|—

n n O =
T A DD (F D+ o 40 (150)

ist (a,)nen eine Nullfolge.

Folglich ist nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium die alternierende Reihe

n
E -1)"a, = g -1nH" konvergent.
n:l( ) n:l( ) (n+1) (n+2) °
Des weiteren gilt fiir alle n € N
n n n 1
_1 n n —= n —= > = = —.
(=1)" an| = m+1)(n+2) — (n+n)(n+2n) 2n-3n 6n
=1
Mit der harmonischen Reihe ist auch die Reihe E 6n divergent; damit besitzt
n
n=1

die Reihe Z a, die divergente Minorante Z — und ist damit nach dem Mi-

n=1
> n
norantenkriterium selbst divergent. Damit ist die Reihe 1"
& ;( N Py Y P

nicht absolut konvergent.

Fiir eine Folge (a,,)nen positiver reeller Zahlen a, > 0 bilden die Partialsummen
$n=Y a firalle neN

eine streng monoton wachsende Folge (s, ),en positiver reeller Zahlen s,, > 0; als
Konsequenz aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen gilt damit:

e Ist (s,)nen konvergent, so gilt fiir den Grenzwert s = sup {s, | n € N} > 0.

e Ist (s, )nen divergent, so gilt lim s, = 4o0.
n—oo

a) Die Aussage ist wahr: Ist die Reihe Z a, konvergent, so konvergiert geméaf

Definition die Folge (s,)nen, und fur 1hren Grenzwert s = lim s, gilt s > 0.
n—oo

Da die Glieder der zu untersuchenden Reihe geméf3
—1)" 1 1

= ’< ) =— — =->0
Sn n—oo S

Sn

’ ZL ak

o] _1)n
keine Nullfolge bilden, ist die Reihe Z L divergent.

—y o1 @



b)

Die Aussage ist wahr: Ist die Reihe Zan divergent, so divergiert geméf
n=1
Definition die Folge (s, )nen, und es gilt lim s, = +00. Bei der zu untersu-

n—oo
chenden Reihe

n
1 D e W 1 Sn

handelt es sich um eine alternierende Reihe:
e Fiir allen € N gilt 0 < s, < 5,11 und damit 0 < ﬁ < SL; damit ist

die Folge (L

5 )n N monoton fallend.

1
Wi li — ist lim — = 0; damit ist (&
» Wegen lim s, =-+oo ist lim = =0; damit ist (5.), e

(D"
=" D et @

kriterium fiir alternierende Reihen konvergent.

eine Nullfolge.

Folglich ist die Reihe nach dem Leibnizschen Konvergenz-

Die Aussage ist falsch: Als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die konstante
Folge (ap)nen mit a, = 1 fiir alle n € N; da (a,)nen keine Nullfolge ist, ist

die Reihe Z ay, sicher divergent. Da aber die Reihe

k=1
SR SN ST oF.

30 > P Rl5 et S B B
e o (D)
als harmonische Reihe divergiert, ist die Reihe Z ——— nicht absolut

— > k1 Ok
konvergent.

32. Wir betrachten die Reihe

a)

- 1 (=1)
E b, mit b, = —4—u fir alle n e N.
— n NLD

Wir bestimmen zunéchst das Vorzeichen der Reihenglieder b, fiir alle n € N:
ist n gerade, so ergibt sich

1 (=" 1 1
bn =—+ = - +—=> 07
>0 >0
ist n ungerade, so ergibt sich
1 (=1
by = — =1-1=0
1=7 + il



sowie

0
/—fﬁ
1 -1 -1 1-
bn:——i—( ) =—4 —== \/ﬁ<0 fir n>3.
>0

Fir alle n € N mit n > 2 erhalten wir demnach

0 0
A |
b, -b,i1 <0 fir n gerade und damit n + 1 ungerade
b

n ~bny1 <0 fiir n ungerade und damit n + 1 gerade
—~ —~~

<0 >0
und damit stets b, - b, 1 < 0.

1 1
b) Bekanntlich gilt lim — =0 und lim — = 0. Wegen
n—oo M, mﬁm)vﬁi

1 1"
— — 0 ist auch lim )
VGZ?%»@

n—00 Vﬁi

‘<—1>" L

vn

und wir erhalten

b - tim (L CDY - L E oo
i = i (G ) = Jim g i S =000,

damit ist (b, )en eine Nullfolge.

c) Nach Aufgabe 29a) von Tutorium 8 gilt: ist ch divergent und Zd"

n=1 n=1

o0 oo 1
konvergent, so ist Z (¢, £ d,,) divergent. Da die harmonische Reihe Z —
n

n=1

(1)

NG

o0
divergiert und die alternierende Reihe Z konvergiert, divergiert auch
n=1

o a1 (=)n G
die Reihe ; (ﬁ + W) = ;bn.
Fiir alle n € N gilt

IR R | ) P
e S S e (SR )

und damit ist

oo o —1)"
an:Z(_l)n.an mit a, = ) + — fiir alle n € N.
n=1

n=1



Dabei gilt zum einen gemé$ a)

b, )by >0, fiir n gerade,
-0, > 0, fiir n ungerade,
also a,, > 0 fiir alle n € N, und zum anderen geméf b)

m&\”
=S

': |b,| — 0,
n—oo

also lim a, = 0; dagegen ist die Voraussetzung des Leibnizschen Konvergenz-
n—oo

kriteriums verletzt, daf die Folge (a,)nen (zumindest ab einem Index ny € N)
monoton fallend ist. Fiir alle geraden n € N gilt zwar

wn=on = (G i) - (S )
1 1 11

_n+1+\/n 1 n n

( 1 1) ( 1 1)
= - +— )+ -—F] <0
n+1l n n+1 n

<0 0

und damit a, 1 < a,, fiir alle ungeraden n € N gilt aber

anp —a, = — —
1 n—+1 vn+1 n n
1 1 1 1
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mit
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s e 1 1
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zusammen also

1 1 1 1
Upt1 — Qp = +l=-——=- >0
g (G w)

und damit a, 11 > a,.



